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دیباچه

و انتگرال دیفرانسیل، حساب با ارتباط در ترمه دو دورۀ یک از درس دومین کتاب این موضوع
کلاسیک ریاضی آنالیز محاسباتی جنبه های با آشنایی آن اصلی موضوع می باشد. تحلیلی هندسه
می شود. پرداخته اقلیدسی فضاهای بین توابع خواص مطالعۀ به کلاسیک ریاضی آنالیز در می باشد.
توابع مطالعۀ اینکه دلیل به است. «انتگرال» و «مشتق» «حد»، اساسی بخش سه شامل مطالعه این
شکل به و شده تقسیم مختلف بخشهای به موضوع نیست، ممکن باره یک به Rn → Rm فرم به
شده مطالعه R→ R فرم به توابع یک، عمومی ریاضی در می گیرد. قرار مطالعه مورد مرحله به مرحله
به توابع ابتدا دو، عمومی ریاضی در مطلب، این حصول از پس .m = n = 1 حالت یعنی است،
چند (توابع Rn → R شکل به توابع سپس گرفته، قرار مطالعه مورد برداری) (توابع R→ Rm فرم
می گیرند. قرار بررسی مورد برداری) میدانهای و (نگاشتها Rn → Rm فرم به توابع آنگاه و متغیره)
مورد قسمتها سایر در مستقیم غیر یا و مستقیم که هستند مطالبی حاضر، دورۀ در موجود مباحث سایر

می گیرند. قرار استفاده

درک برای مقدمه ای که دارد اختصاص خطی جبر به اول فصل است. فصل نه دارای کتاب این
این آنالیز دارد اختصاص برداری توابع به که سوم فصل در می باشد. تحلیلی هندسۀ یعنی دوم، فصل
ادامه هفتم فصل تا و آغاز چهار فصل از متغیره چند توابع مطالعۀ می گیرد. قرار مطالعه مورد توابع نوع
قرار بررسی مورد متغیره چند توابع انتگرال و مشتق حد، مباحث ترتیب به فصول این در می کند. پیدا
قرار بررسی مورد آن کاربردهای و خواص و شده مطرح منحنیها روی انتگرال هشتم فصل در می گیرد.
استوکس قضایای و شده مطرح رویه ها بر انتگرال نهم فصل در می گردد. مطرح گرین قضیۀ و گرفته

می گردد. بیان گاوس و

آآ آ و آ آ آ، ریاض دروس نیز و ٢ ،١ عمومی ریاضی عمومی، ریاضی دروس که است سالها
وجود مناسبی مرجع اما می شد، تدریس کشور دانشگاههای در ریاضی) رشتۀ دانشجویان (مخصوص
حال عین در و برآورد را آوری فن و تحقیقات علوم، وزارت مصوب سرفصلهای بتواند که نداشت
دروس این تدریس امر به سالها خود که مؤلف بگیرد. نظر در نیز را درس این دانشجویان شرایط
به اقدام جهان، در موجود استانداردهای به توجه با نیز و مطلب این به علم با است، بوده مشغول

است. نموده اثر این تدوین

٣



بیان به ذیلا می باشند. اثر این مخصوص آنها از برخی که است برجسته ای نکات دارای کتاب این
می پردازیم: آنها از مواردی

استفادۀ قابل می تواند عملا لذا و است کشور دانشگاههای در تدریس از نتیجه ای کتاب این (١
گیرد. قرار مجدد

امر در آن نسبی موفقیت از خبر آن تدریس آزمایشی دورۀ هر پایان در شده انجام ارزشیابیهای (٢
سایر با مقایسه با کار (این دارد دانشجویان علمی سطح رفتن بالاتر نتیجه در و مطالب تفهیم

گرفته). انجام گروهها

سه تا دو مشابه، کتابهای استاندارد با مقایسه (در است متنوع مثالهای از مملو حاضر کتاب (٣
است). بیشتر برابر

به و آغاز معمولی مسایل از که است مسأله و تمرین زیادی بسیار تعداد دارای حاضر کتاب (۴
جستجوی به نیازی شاگرد هم و مدرس هم اساس همین بر می یابد. ادامه طلب مبارز تمرینات

ندارند. جدید مسایل

موجب کار این و است شده داده آموزش میپل افزار نرم از استفاده کتاب مباحث خلال در (۵
می شود. یادگیری و آموزش امر تسریع

از مناسب استفادۀ که می کند، همراهی را کتاب آموزشی کمک مواد شامل اینترنتی سایت یک (۶
باشد. داشته آموزش امر در شگرفی بسیار اثر می تواند آن

اینترنتی آدرس یا و 519 صفحۀ به خصوص، این در بیشتر جزئیات ملاحظۀ برای
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شود. مراجعه ذیل
آموزش امر در مختلفی شیوه های به جانب، این یک عمومی ریاضبی کتاب نیز و کتاب این از
واحدی چهار درس دو نظیر: نمود. استفاده می توان تحلیلی هندسه و انتگرال دیفرانسیل، حساب
و آ آ آ، (ریاضی واحدی چهار درس سه و ،(٢ و ١ (ریاضی واحدی سه درس دو ،(٢ و ١ (ریاضی
ریاضی و ١ عمومی ریاضی درس تدریس برای مناسب یک عمومی ریاضی کتاب کلی بطور آآ). آ
ریاضی کتاب اول فصل هفت از می باشد. ٢ عمومی ریاضی دروس تدریس برای مناسب دو، عمومی
اول فصل چهار نیز و یک عمومی ریاضی کتاب آخر فصل دو از آ، ریاضی درس برای یک عمومی
برای دو، عمومی ریاضی کتاب آخر فصل پنج از و آ آ ریاضی درس برای دو، عمومی ریاضی کتاب
کنیم حذف را دارند پیشرفته تری جنبۀ که مطالب برخی چنانچه نمود. استفاده می توان آآ آ ریاضی درس

نمود. استفاده می توان نیز عمومی ریاضی درس برای کتاب این از
دانشجو بتوان آآ) آ و آ آ آ، (ریاضی ترم سه در حتی که است حدی از بیشتر کتاب این مسایل تعداد
انتخاب را مسایلی درس، محترم استاد که است این مؤلف پیشنهاد نمود. آنها همۀ حل به مکلف را



محترم استاد که است مسایلی تعداد حداقل واقع در این کند. حل را آنها تا بخواهد دانشجو از و نموده
بیشتری مسایل می تواند خود دانشجو می تواند دانشجو ضمن در می داند. لازم دانشجویان بررسی برای
مسایل این شده اند، مشخص ∗ علامت با مسایل از برخی دهد. قرار بررسی مورد و کرده انتخاب را

باشند. آنها حل به قادر دانشجویان همۀ که نمی رود توقع و دشوارند
شش در و است بوده مختلف دانشگاههای در مؤلف تدریس سالها حاصل کتاب این چند هر
دارای می تواند بشر محصولات همۀ همانند اما است، شده تدریس آزمایشی صورت به مختلف دورۀ
نکته، گونه هر که دارد استدعا محترم خوانندۀ از مطلب این به علم با مؤلف باشد. فراوان کاستیهای
و علم دانشگاه نارمک، تهران، آدرس: (به او با را کتاب این مطالب خصوص در پیشنهاد یا و انتقاد

بگذارد. میان در (email : m_nadjafikhah@iust.ac.ir یا و ریاضی دانشکدۀ ایران، صنعت
که یک» عمومی ریاضی آموزش در میپل افزار نرم از «استفاده عنوان تحت پروژه ای در نویسنده
امکان زمینۀ در را جامعی بررسیهای گفت، قرار حمایت مورد ایران صنعت و علم دانشگاه طرف از
است. نموده استفاده اثر این تألیف در خود تجربیات از و داده انجام افزار نرم این از استفاده سنجی
تدریس نیز و تحقیق این امکان که ایران صنعت و علم دانشگاه محترم مسئولین از اساس همین بر

می کنم. قدردانی نموده اند، فراهم متوالی سالهای طی را کتاب این دستنویس آزمایشی
افزار نرم کمک به فعال حیدری فرزانۀ خانم سرکار نیز و بادرستانی راحلۀ خانم سرکار را کتاب این
ویرایش جلالوندی مهدی آقای جناب و فروغ رضا احمد آقای جناب و نموده اند تاپپ FarsiTeX
و مؤلف توسط شکلها دارم. را تشکر کمال عزیزان این همۀ دریغ بی زحمات از اینجا در که نموده اند،

است. شده تهیه GSview و Maple ،Photoshop ،Paint افزارهای نرم کمک به
ضیامنش محسن و ابهری رجبی علی آقایان دریغ بی زحمات از خود امتنان تا می دانم لازم خود بر
کسانی همۀ از همچنین، است. شده آراسته تبع زیور به بزرگان این همت به حاضر کتاب دارم. اعلام را
نکات انعکاس با که دانشجویانی چه کنم. تشکر نموده اند همراهی اثر این تهیۀ در را جانب این که
باعث خود فهیمانۀ اشارات با که همکارانی چه و گردیده اند آن شدن بالانده تر باعث خود توجه مورد
مقدمه این در آن ذکر مجال و است بسیار ایشان تعداد چون شده اند. آن در اساسی اصلاحات ایجاد

می کنم. بسنده کلی سپاس ابراز به تنها نیست، ممکن
نجفی خواه مهدی

١٣٨۶ تابستان تهران،

سالها این در می باشد. آن اولیه انتشار از سالها گذشت از پس کتاب شده اصلاح نسخه کتاب این
نظرات و بود گرفته قرار عمومی اختیار در اف دی پی صورت به نیز و چاپی صورت به کتاب این
بسیاری موارد در عزیزان، این همه از تشکر ضمن گردید. منعکس جانب این به خوانندگان از متعددی
مند بهره خوانندگان بار پر نظرات از همچنان است امید است. شده حاصل تغییر تمرینات و متن از

باشم.
نجفی خواه مهدی

١٣٩٩ تیر ١٢ تهران،
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١ فصل

خطͬ جبر
Вۨܧ܊ی ϙܧ܊اب اϔت؟ Щ۩ھا دϯھا ՏЈه اպن चا Эس اϔت، آدώھا از ࣿ Ӑϑح اպن ऋا ӗͺور؟ уو ϊش˻وϹم، Ήھان آمار ࣛ ժن

هندسۀ یعنی دوم، فصل خصوصاً بعدی فصول درک برای لازم مقدمات تهیه فصل این از هدف
فراهم را کتاب این فصول سایر درک برای لازم زمینه بعدی فصل همراه به حاضر فصل است. تحلیلی
دانشگاه از قبل دوره در خواننده را فصل این مطالب از عمده ای قسمت که می رسد نظر به سازند.
از می تواند دارد، کافی آشنایی فصل این مفاد با محترم خواننده چنانچه بنابراین، است. نموده مطالعۀ

٢ بپردازد. کتاب ادامۀ به و کرده نظر صرف آن مطالعۀ

اقلیدسͬ فضای و صفحه خط، ١ . ١ بخش

فضای و صفحه خط، نامهای به خاص زمینه ای مجموعۀ سه به کتاب این ادامۀ در مطالعه مورد اشیاء
تعریف به ذیلا می دهیم. نشان R3 و R2 ،R نماد با ترتیب به را سه این متعلقند. دکارتی) (یا اقلیدسی

می پردازیم. آنها از یک هر دقیق

x0 ∈ N∪{0} آن در که است x = ±x0.x1x2 · · · xn · · · شکل به نمادی حقیقی عدد تعریف. ١.١.١
داریم دنباله ها، زبان به واقع، در .x1, x2, · · · , xn, · · · ∈

{
0,1,2, · · · ,9

}
و

x = lim
n→∞
±x0.x1x2 · · · xn = ± lim

n→∞

{
x0+

x1

10
+

x2

102 + · · ·+
xn

10n

}
.

△ می گوئیم. حقیقی خط آن به و داده نشان R نماد با را حقیقی اعداد همۀ مجموعه

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢
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خطی جبر . ١ فصل ١٢ اقلیدسی فضای و صفحه خط، . ١ . ١

این می کنیم. استفاده حقیقی محور از اقلیدسی خط نمایش برای اقلیدسی. خط نمایش ٢.١.١
می شود: ساخته زیر صورت به محور

می کنیم. تعیین آن بر O مبداء بعنوان را نقطه ای و نموده مشخص صفحه در را راستی خط ابتدا

می شود. تقسیم قطعه دو به O توسط مفروض خط می کنیم. فرض 1 واحد بعنوان را پاره خطی سپس
می پردازیم خط تقسیم به واحد کمک به اکنون می نامیم. منفی را دیگری و مثبت را دو آن از یکی
شماره گذاری راست به چپ از ترتیب به را مثبت نیمۀ در آمده بدست تقسیمات ١ . ١-الف). (شکل
و می کنیم شماره گذاری چپ به راست از ترتیب به را منفی نیمۀ در آمده بدست تقسیمات و می کنیم

١ . ١-ب). (شکل می افزائیم منفی علامت یک هر به سپس
استفاده متشابه مثلثهای خاصیت از آمده، بدست قسمتهای از یک هر کردن تقسیم برای اکنون
ده ،n از ابتدای با و نموده خارج حقیقی محور با موازی غیر خطی ℓ از که ترتیب این به می کنیم.
و نموده متصل n+1 نقطۀ به را خطی دهم تکۀ انتهایی نقطۀ از اکنون می کنیم. مشخص آن بر واحد
نه برخورد محل از ترتیب این به می گذرانیم. را خطوطی خط، این موازات به نیز تقسیم نقاط سایر از
روند این ١ . ١-ج). (شکل می گردد تقسیم مساوی قسمت ده به بازه این ،[n;n+1] بازۀ با جدید خط

نمایش :١ . ١ شکل
حقیقی محور بر اعداد

و نمود تقسیم مساوی قسمت ده به مجدداً را آمده بدست تقسیمات از یک هر و داد ادامه می توان را
می کنیم: عمل زیر شیوۀ به حقیقی خط بر x = x0x1x2 · · · xn · · · دادن نشان برای ...

یک-دهم بازۀ از x1 شمارۀ قطعۀ سپس .(x0 ∈ N∪{0}) می کنیم انتخاب محور بر را x0 عدد ابتدا
انتخاب را [

x0.x1 ; x0.x1+1/10
] بازۀ از x2 شمارۀ قطعۀ سپس و نموده انتخاب را [x0; x0 + 1]

می باشد. 0 به نسبت x قرینۀ −x عدد ... و می کنیم

یک واقع در جمله این دارد. وجود حقیقی خط و R مجموعۀ بین یکبیک تناظری قرارداد. ٣.١.١
می پذیرد. خطکش یک خط هر آن، مبنی بر که است مسطحه هندسۀ موضوعۀ اصول مجموعۀ از اصل

نیستیم. قایل فرقی مفهوم دو این بین پس این از دلیل همین به

نامیده دکارتی) (یا اقلیدسی صفحۀ را حقیقی اعداد از مرتب زوجهای همۀ مجموعه تعریف. ۴.١.١
یک یعنی صفحه در نقطه ترتیب، این به . R2 =

{
(x,y) | x,y ∈ R

}
می دهیم نشان R2 نماد با و

△ حقیقی. اعداد از مرتب زوج

هم بر طوری را دو این می کنیم. انتخاب همانند حقیقی محور دو اقلیدسی. صفحۀ نمایش ۵.١.١
محور مثبت نیمۀ بتوان π/2 اندازۀ به دورانی با و شوند منطبق هم بر دو هر مبداء که می کنیم عمود
را عمودی محور و x−محور را افقی محور اکنون نمود. منطبق عمودی محور مثبت نیمۀ بر را افقی
x−محور بر واقع x0 عدد از حقیقی، صفحه در (x0,y0) ∈R2 نقطۀ دادن نشان برای می نامیم. y−محور

موازات به را خطی نیز y−محور بر واقع y0 عدد از سپس و نموده رسم y−محور موازات به را خطی



اقلیدسی فضای و صفحه خط، . ١ . ١ ١٣ خطی جبر . ١ فصل

١ . ٢-الف شکل (نیز است (x0,y0) نقطۀ نمایشگر خط، دو این برخورد محل می کنیم. رسم x−محور

شود). توجه

الف) :١ . ٢ شکل
در نقاط نمایش
کنج ب) صفحه

راستگرد

قضیه این دارد. وجود حقیقی صفحۀ و R2 اقلیدسی صفحۀ نقاط بین یکبیک تناظری قضیه. ۶.١.١
□ می گیریم. یکی عملا را دو این پس این از دلیل، همین است.به (١ . ١ . ٣) قرارداد از نتیجه ای

△ می باشد. R2 در نقاط از مجموعه ای صفحه، در شکل از منظور تعریف. ٧.١.١

می کنیم: معرفی را صفحه در معروف شکلهای از نمونه چند ذیلا مثال. ٨.١.١

آن ریاضی بیان شکل آن ریاضی بیان شکل
x ≤ 0 , y ≤ 0 سوم ربع 0 = (0,0) مبداء
x ≥ 0 , y ≤ 0 چهارم ربع y = 0 ها x محور یا x−محور

y = x سوم و اول ربع نیمساز x = 0 ها y محور یا y−محور

y = −x چهارم و دوم ربع نیمساز x ≥ 0 , y ≥ 0 اول ربع
S1 : x2 + y2 = 1 واحد دایرۀ x ≤ 0 , y ≥ 0 دوم ربع

دکارتی) (یا اقلیدسی فضای را حقیقی اعداد از مرتب سه تایی های همۀ مجموعۀ تعریف. ٩.١.١
یک یعنی فضا در نقطه ترتیب این به می دهیم. نشان R3 :=

{
(x,y,z) | x,y,z ∈ R} نماد با و نامیده

△ حقیقی. اعداد از مرتب سه تایی

اطراف واقعی فضای از اقلیدسی فضای نقاط دادن نشان برای اقلیدسی. فضای نمایش ١٠.١.١
عمود هم بر مبداء در را آنها و نموده انتخاب همانند محور سه منظور، این برای می شود. استفاده ما
x−محور، ترتیب به را آنها اگر که معنی این به باشد. راستگرد حاصله کنج که گونه ای به می کنیم،
دوران مثبت جهت در π/2 باندازۀ y−محور سمت به را x−محور اگر آنگاه بنامیم، z−محور و y−محور

z−محور امتداد در راست دست شست دهیم، نشان راست دست انگشتان با را حرکت این و دهیم
١ . ٢-ب). (شکل بگیرد قرار

و y−محور) (بر y0 x−محور)، (بر x0 ،0 نقطۀ چهار بر ،(x0,y0,z0) نقطۀ نمایش برای اکنون
x−محور بر عمود صفحه ای گذراندن با کار این می کنیم. رسم را مستطیلی مکعب z−محور) (بر z0



خطی جبر . ١ فصل ١۴ اقلیدسی فضای و صفحه خط، . ١ . ١

نمایش :١ . ٣ شکل
فضا در نقاط

انجام z0 نقطۀ در z−محور بر عمود صفحه ای و y0 نقطۀ در y−محور بر عمود صفحه ای ،x0 نقطۀ در
است. متناظر (x0,y0,z0) نقطۀ به مبداء به مقابل رأس ترتیب، این به ١ . ٣-الف). (شکل می پذیرد

عدد x−محور بر ابتدا که ترتیب این به داد. انجام می توان نیز پاره خط سه تنها ترسیم با را کار این
و می کنیم ترسیم را پاره خطی y−محور موازات به و y0 اندازۀ به x0 از سپس می کنیم، مشخص را x0

به پاره خط، آخرین انتهایی نقطۀ می کنیم. رسم پاره خط یک z0 طول به و z−محور موازات به آنگاه
١ . ٣-ب). (شکل است متناظر (x0,y0,z0)

دارد. وجود حقیقی فضای نقاط و R3 اقلیدسی فضای نقاط بین یکبیک تناظری قضیه. ١١.١.١

نیستیم. قایل فرقی دو این بین پس این از دلیل، همین به است. ٣.١.١ قرارداد از نتیجه ای قضیه، این
□

⃝ می باشد. R3 نقاط از مجموعه ای فضا، در شکل یک از منظور تعریف. ١٢.١.١

الف) :۴ . ١ شکل
هشت به فضا تقسیم
صفحات ب) قسمت

مختصاتی

شوند: دانسته می بایستی و معروفند فضا از زیر شکلهای مثال. ١٣.١.١



بردار . ١ . ٢ ١۵ خطی جبر . ١ فصل

آن ریاضی بیان شکل آن ریاضی بیان شکل
x ≤ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 دوم هشتم یک 0 = (0,0,0) مختصات مبداء
x ≤ 0 , y ≤ 0 , z ≥ 0 سوم هشتم یک y = 0 , z = 0 ها x محور یا x−محور

x ≥ 0 , y ≤ 0 , z ≥ 0 چهارم هشتم یک x = 0 , z = 0 ها y محور یا y−محور

x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≤ 0 پنجم هشتم یک x = 0 , y = 0 ها z محور یا z−محور

x ≤ 0 , y ≥ 0 , z ≤ 0 ششم هشتم یک z = 0 xOy صفحۀ یا xy−صفحه

x ≤ 0 , y ≤ 0 , z ≤ 0 هفتم هشتم یک y = 0 xOz صفحۀ یا xz−صفحه

x ≥ 0 , y ≤ 0 , z ≤ 0 هشتم هشتم یک x = 0 yOz صفحۀ یا yz−صفحه

S2 : x2 + y2 + z2 = 1 واحد کرۀ x ≥ 0 , y ≥ 0 , z ≥ 0 اول هشتم یک

داده ایم. نمایش ۴ . ١ شکل در را مجموعه پانزده این از برخی

صفحۀ در (x,0) = x فرض با را اقلیدسی خط اقلیدسی. فضای و صفحه خط، ارتباط ١۴.١.١
اقلیدسی فضای در را اقلیدسی صفحۀ می توان نیز (x,y,0) = (x,y) فرض با نشاند. می توان اقلیدسی
توجه مجموعه ها اسامی و معادله به باید البته .R ⊆ R2 ⊆ R3 بنویسیم می توانیم بنابراین نشاند.
برابر R3 در و است y−محور برابر R2 در است، 0 نقطۀ R در A : x = 0 مجموعۀ ،مثلا شود. کافی

می باشد. yz−صفحه

اعداد از مرتب چهارتایی های همۀ مجموعۀ را R4 قبل مشابه صورت به قرارداد. و تعمیم ١۵.١.١
.Rn :=

{
(x1, · · · , xn) | x1, · · · , xn ∈ R

} نمود: تعریف کلی شکل به یا و کرد تعریف می توان حقیقی
است. n = 3 یا n = 2 موارد قالب در و 2 ≤ n پس این از واقع، در

،(2,−1) دهید: نشان فضا در یا و صفحه در را شده داده نقاط از یک هر تمرین. ١۶.١.١
(−1,−1,1) ،(−1,1,−1) ،(1,0,0) ،(1,1,0) ،(0,1,1) ،(1,0,1) ،(1,1,1) ،(0,2) ،(1,1) ،(−1,3)

.(−1,−2,−3) و

بردار ١ . ٢ بخش

واقع در است. حرکت و جهت بیان برای وسیله ای بردار است. بردار نقطه، از پس مفهوم مهمترین
بوده پایانی نقطۀ یک به آغازی نقطۀ یک از جسم یک مکان تغییر بیان در بردار از استفادۀ اولین

می باشد. مقید بردار تعریف برای انگیزه ای امر این است.

A شروع با مقید بردار را B نقطۀ در انتهای و A نقطۀ در ابتدای با جهتدار پاره خط تعریف. ١.٢.١
است. (A,B) مرتب زوج از عبارت −−→AB دیگر بیان به می دهیم. نشان −−→AB نماد با و نامیده B پایان و

.B = D و A =C که گوئیم برابر را −−→CD و −−→AB بردارهای صورتی در
و −−→AB بردار جمع حاصل می دهیم. نشان Rn×Rn نماد با را Rn در مقید بردارهای همۀ مجموعه
△ شود). توجه ١ . ۵-الف شکل (به می کنیم تعریف −−→AC شکل به را −−→BC
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B به A از مکان تغییر معنی به −−→AB بردار فیزیک، نظر از مقید. بردار فیزیکی تعبیر ٢.٢.١
عبارت که را حرکت می توان وسیله این به می باشد. جابجایی توضیح برای وسیله ای یعنی می باشد.

داد. توضیح می باشد، جابجایی ها از مجموعه ای از

بردار الف) :۵ . ١ شکل
بردارهای ب) مقید

همسنگ

بردار دو این می گوئیم صورتی در باشند. مقید بردار دو −−→CD و −−→AB کنید فرض تعریف. ٣.٢.١
طول هم جهت، هم −−→CD و −−→AB یعنی باشد؛ الاضلاع متوازی ABCD چهارضلعی که هستند همسنگ
△ ١ . ۵-ب). (شکل −−→AB ∼ −−→CD می نویسیم صورت این در باشند. راستا هم و

طول که هستند همسنگ صورتی در بردار دو که داشت اظهار می توان طور این قضیه. ۴.٢.١
بین در همسنگی رابطۀ باشد. یکی مختصاتی، محور سه هر بر آنها تصویر از حاصل پاره خط های

ای −−→EF و −−→CD ،−−→AB هر ازای به یعنی است. هم ارزی رابطۀ یک مقید، بردارهای

.−−→AB ∼ −−→AB الف)

.−−→CD ∼ −−→AB آنگاه ،−−→AB ∼ −−→CD اگر ب)

⃝ .−−→AB ∼ −−→EF آنگاه ،−−→CD ∼ −−→EF و −−→AB ∼ −−→CD اگر ج)

که است آن باشد؛ همسنگ −−→CD و −−→AB که این برای کافی و لازم شرط قضیه. ۵.٢.١

xB− xA = xD− xC , yB− yA = yD− yC , zB− zA = zD− zC .

مثال. ۶.٢.١

زیرا هستند، همسنگ −−−−−−−−−−−−−→(1,0,2)(4,4,3) و −−−−−−−−−−−−−−→(2,−1,1)(5,3,2) مقید بردارهای (١

(5)− (2) = (4)− (1) , (3)− (−1) = (4)− (0) , (2)− (1) = (3)− (2) .

xD − xC = زیرا نیستند، همسنگ −−−−−−−−−−−−−→(1,2,3)(2,1,5) و −−−−−−−−−−−−−−→(1,−1,0)(4,5,3) مقید بردارهای (٢
⃝ نیست. xB− xA = (4)− (1) برابر (2)− (1)
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−−→
AB با همسنگ −−→CD مقید بردارهای همۀ مجموعۀ است. مقید بردار −−→AB کنید فرض تعریف. ٧.٢.١

آن در که می باشد −−→OC شکل به عضوی دارای مجموعه این می نامیم. −−→AB نمایندۀ با آزاد بردار را

C = (xB− xA,yB− yA,zB− zA)

بردارهای همۀ مجموعۀ می گوئیم. C نقطۀ مکانی بردار آن به و داده نشان C نماد با را مذکور مجموعۀ
می توان آزاد بردار تجسم برای می دهیم. نشان R3 =

{−−−−−→
(x,y,z)

∣∣∣ x,y,z ∈ R} نماد با نیز را R3 در آزاد
آزاد آن ابتدای که کنید فرض سپس و گرفته نظر در را C انتهای و 0 ابتدای با بردار ابتدا کرد: چنین
△ باشد. همسنگ −−→OC با حاصل بردار که می گیرد قرار طوری همواره آن انتهای و است

مثال. ٨.٢.١

است. −−−−−→(2,2,3) آزاد بردار نمایندۀ −−−−−−−−−−−−−−→(1,2,−1)(3,4,2) مقید بردار (١

می کنند، مشخص را آزاد بردار یک −−−−−−−−−−−−−→(4,3,0)(3,4,3) و −−−−−−−−−−−−−−→(1,2,−1)(0,3,2) مقید بردارهای (٢
.−−−−−−−→(−1,1,3) بردار یعنی

بود. خواهد 0 =
−−−−−→
(0,0,0) صفر آزاد بردار نمایندۀ −−→AA آنگاه باشد، دلخواه A اگر (٣

⃝ است. −C =
−−−−−−−−−−→
(−a,−b.− c) نمایندۀ −−→BA آنگاه باشد، C =

−−−−−→
(a,b,c) نمایندۀ −−→AB اگر (۴

کنید مشخص را زیر مقید بردارهای از یک هر به نظیر آزاد بردار تمرین. ٩.٢.١

1)
−−−−−−−−−−−−−−→
(1,2,−1)(3,0,1), 2)

−−−−−−−−−−−−−−→
(1,−1,1)(2,1,1),

3)
−−−−−−−−−−−−−−→
(1,−1,2)(3,2,1), 4)

−−−−−−−−−−−−−→
(1,2,3)(3,2,1).

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(x− y,y− z, x− z) (1,1,1) ∼ −−−−−−−−−−−−−−→(2,1,−1)(z,y, x) که بیابید طوری را z و y ،x اعداد (۵

وصفحۀ مفروض مقید بردار یک با همسنگ مقید بردارهای بین یکبیک تناظری که دهید نشان (۶
دارد. وجود اقلیدسی

.α ∈ R و دارند قرار R3 در v =
−−−−−→
(x,y,z) و u =

−−−−−→
(a,b,c) کنید فرض بردارها. بر اعمال ١٠.٢.١

می کنیم: تعریف زیر صورت به ترتیب به را u در α حاصلضرب و v و u مجموع صورت، این در

u+v =
−−−−−−−−−−−−−−−→
(a+ x,b+ y,c+ z), αu =

−−−−−−−−−−→
(αa,αb,αc).
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آنگاه ،a,b ∈ R و u,v,w ∈ R3 اگر قضیه. ١١.٢.١
u+v ∈ R3 جمع: بودن بسته (١
u+ (v+w) = (u+v)+w جمع: شرکتپذیری (٢
u+0 = 0+u = u جمعی: خنثی وجود (٣
u+ (−1)u = 0 جمعی: قرینۀ وجود (۴
u+v = v+u جمع: تعویضپذیری (۵
au ∈ R3 اسکالر: ضرب بودن بسته (۶
a (bu) = (ab)u اسکالر: ضرب شرکتپذیری (٧
a (u+v) = au+av جمع: در ضرب توضیعپذیری (٨
1u = u اسکالر: ضرب خنثی وجود (٩

فضای یک ٩.٢.١ در مشروح ضرب و جمع همراه به R3 که می شود گفته اصطلاحاً ترتیب این به
می دهد. تشکیل برداری

تمرین. ١٢.٢.١

.−−−−−−−→(1,2,−1) = x
−−−−−→
(1,1,0)+ y

−−−−−→
(1,0,1)+ z

−−−−−→
(0,1,1) که بیابید طوری را z و y ،x (١

،5u+v مقادیر صورت، این در u=
−−−−−→
(1,1,1) و v=

−−−−−−−→
(−1,2,1) ،w=−−−−−→(3,2,1) ∈R3 کنید فرض (٢

کنید. محاسبه را u+2v+3w و u+v−w ،u−v+w ،5u ،−2v ،3u

ندارند. وجود −−−−−−−→(1,2,−1) = x
−−−−−→
(3,1,2)+y

−−−−−−−→
(1,−1,1) شرط در صادق y و x اعداد که دهید نشان (٣

C =
−−→
AB نماد از است C نماینده یک −−→AB که مطلب این گفتن بجای پس این از قرارداد. ١٣.٢.١

.C = B−A یعنی می کنیم. استفاده

نمودن متصل از حاصل بردار از عبارت C بردار و است C بردار انتهاء C نقطۀ قرارداد. ١۴.٢.١
چنانچه اگر نمی شویم. قایل فرقی C و C بین موارد غالب در دلیل همین به است. C نقطۀ به مبداء
فهمید. را بحث مورد اشیاء بودن بردار می توان بحث محتوی روی از شد، فراموش برادار نماد بحثی در

انجام خاصی کار بی آنکه داد، تعمیم می توان ٣ از بالاتر ابعاد به را بالا مباحث تمام تعمیم. ١۵.٢.١
اقلیدسی n−بعدی برداری فضای و Rn n−بعدی اقلیدسی فضای از گفتن سخن ترتیب این به شود.

است. مجاز Rn

تمرین. ١۶.٢.١

محاسبۀ مطلوبست باشند. R4 در بردار دو v =
−−−−−−−−−→
(−1,1,2,4) و u =

−−−−−−−−−→
(1,2,−1,3) کنید فرض (١

.2u−4v و u+v ،−5v ،2u
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که بیابید طوری را d و c ،b ،a اعداد (٢
−−−−−−−−−→
(1,−1,2,3) = a

−−−−−−−−−→
(−1,1,1,1)+b

−−−−−−−−−→
(1,−1,1,1)+ c

−−−−−−−−−→
(1,1,−1,1)+d(3,1,2,5).

یافت نمی توان کنند، صدق زیر رابطۀ در که ای c و b ،a اعداد که دهید نشان (٣
−−−−−−−−−−−−−→
(6,9,12,17,18) = a

−−−−−−−−−−→
(1,2,3,4,5)+b

−−−−−−−−−−→
(2,3,4,5,6)+ c

−−−−−−−−−−→
(3,4,5,6,7).

بعد و پایه وابستگͬ، استقلال، ١ . ٣ بخش

یک بعد اساساً است؟ بعدی دو صفحه می شود گفته که حالی در بعدی است، سه فضا می گوئیم چرا
است. پرسش این به پاسخ بخش این از هدف است؟ معنی چه به فضا

بردارها، این از خطی ترکیب یک از منظور بردارند. u1, · · · ,uk ∈ Rn کنید فرض تعریف. ١.٣.١
ترکیبات همۀ مجموعۀ هستند. عدد a1, · · · ,ak ∈R آن در که a1u1+ · · ·+akuk شکل به است عبارتی
می دهیم. نشان span{u1, · · · ,uk} نماد با و نامیده آنها توسط شده تولید فضای را بردارها این خطی

مثال. ٢.٣.١

،5u + 3v =
−−−−−→
(13,2) صورت این در .u = −−−→(2,1) ،v = −−−−−→(1,−1) ∈ R2 کنیم فرض (١

می باشند. بردار دو این خطی ترکیبات از نمونه هایی u−2v =
−−−→
(0,3) و 0u+v =

−−−−−→
(1,−1)

داریم ،w = −−−−−→(5,6,5) و v =
−−−−−→
(3,4,2) ،u = −−−−−−−→(1,2,−1) که صورتی در (٢

span
{
u,v,w

}
=

{
au+bv+ cw

∣∣∣∣ a,b,c ∈ R
}

=
{
(a+3b+5c)i+ (2a+4b+6c)j+ (−a+2b+5c)k

∣∣∣∣a,b,c ∈ R}.
β ،α حسب بر را b و a می توان آنگاه ،β = 2a+4b+6c و α = a+3b+5c کنیم فرض اگر

نتیجه در .b = −2c+α−β/2 و a = c−2α+3β/2 آورید بدست زیر شکل به c و

−a+2b+5c = 4α− 5
2
β.

از است عبارت span{u,v,w} مجموعۀ ،β = 2b و α = a فرض با پس

span{u,v,w} =


−−−−−−−−−−−−−→(
α,β,4α− 5

2
β

)
| α,β ∈ R


=

{−−−−−−−−−−−−−→
(a,2b,4a−5b) | a,b ∈ R

}
=

{
a
−−−−−→
(1,0,4)+b

−−−−−−−→
(0,2,−5) | a,b ∈ R

}
= span

{−−−−−→
(1,0,4),

−−−−−−−→
(0,2,−5)

}
.
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صورت این در ،v = −−−−−→(−1,2) و u =
−−−−−→
(1,−1) کنید فرض (٣

span{u,v} = {au+bv | a,b ∈ R}

=

{−−−−−−−−−−−→
(a−b,2b−a) | a,b ∈ R

}
= R2.

⃝ .a = 2α+β و b = (α+β)/3 آنگاه ،β = 2b−a و α = a−b اگر زیرا

نه یعنی است. برداری فضای یک span{u1, · · · ,uk} آنگاه u1, · · · ,uk ∈ Rn اگر قضیه. ٣.٣.١
□ دارد. را ١ . ٢ . ١ قضیۀ از −→Rn خاصیت

صفر ترکیب یک که گوئیم خطی وابستۀ صورتی در را u1, · · · ,uk ∈ Rn بردارهای تعریف. ۴.٣.١
وجود گونه ای به نیستند، صفر همزمان همگی که a1, · · · ,ak اعداد یعنی، باشند. داشته بدیهی غیر
خطی مستقل نباشند، خطی وابستۀ بردارهایی اگر شود. صفر a1u1 + · · ·+ akuk که باشند داشته
△ می شوند. گفته

مثال. ۵.٣.١

کنیم فرض اگر زیرا خطی اند، مستقل R3 در w =
−−−−−−−→
(1,−1,1) و v =

−−−−−→
(3,0,1) ،u = −−−−−−−→(1,−1,2) (١

نتیجه در و ،−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→(a+3b+ c,−a− c,2a+b+ c) =
−−−−−→
(0,0,0) آنگاه ،au+bv+ cw = 0

a+3b+ c = 0,

−a− c = 0,

2a+b+ c = 0,

⇒


2a+3b = 0,

c = a,

3a+b = 0,

⇒


−7a = 0,

c = a,

b = −3a.

خطی اند. مستقل w و v ،u بردارهای بنابراین و a = b = c = 0 پس

خطی اند، وابستۀ R4 در w =
−−−−−−−−−→
(1,−1,2,3) و v =

−−−−−−−−→
(1,2,3,4) و u =

−−−−−−−−−→
(3,0,7,10) بردارهای (٢

می بایستی آنگاه ،au+bv+ cw = 0 شود فرض اگر زیرا، 3a+b+ c = 0, 2b− c = 0,

7a+3b+2c = 0, 10a+4b+3c = 0,
⇔

 c = 2b,

a = −b.

سه این یعنی .−u+ v+ 2w = 0 بنابرین و c = 2 و a = −1 آنگاه ،b = 1 شود فرض اگر
⃝ هستند. خطی وابستۀ بردار

چرا؟ هستند؟ خطی مستقل شده داده بردارهای مجموعه از یک کدام تمرین. ۶.٣.١

1) u =
−−−−−→
(1,−1), v =

−−−→
(0,1),
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2) u =
−−−−−→
(3,−2), v =

−−−−−→
(−6,4),

3) u =
−−−−−−−→
(1,2,−1), v =

−−−−−→
(3,4,2), w =

−−−−−→
(4,6,1),

4) u =
−−−−−→
(1,2,4), v =

−−−−−−−−−→
(−3,10,21), w =

−−−−−−−−→
(−4,8,17),

5) u =
−−−−−−−−→
(1,0,0,0), v =

−−−−−−−−→
(5,2,3,1), w =

−−−−−−−−−→
(0,4,7,−2), n =

−−−−−−−−−→
(0,0,−3,1).

.ad , bc که خطی اند مستقل وقتی وتنها وقتی v=
−−−→
(c,d) و u=

−−−→
(a,b) بردارهای که دهید نشان (۶

است. a/b = c/d معنی به شرط این ،b , 0 و d , 0 حالت در

،u = −−−−−−−→(−1,1,1) بردارهای از خطی ترکیبی صورت به را R3 از دلخواه بردار هر که دهید نشان (٧
نوشت. می توان w =

−−−−−−−→
(1,1,−1) و v =

−−−−−−−→
(1,−1,1)

Rn از عضو هر که می کنند تولید را فضا u1, · · · ,uk ∈ Rn بردارهای صورتی در تعریف. ٧.٣.١
می گوئیم صورتی در .Rn = span

{
u1, · · · ,uk

}
یعنی نوشت، بتوان آنها از خطی ترکیبی صورت به را

ثانی در و باشد خطی مستقل اولا که می دهند Rn برای پایه یک تشکیل u1, · · · ,uk ∈ Rn بردارهای
تولید را V برداری فضای که بردارها از خطی مستقل مجموعۀ هر کلی، حالت در کنند. تولید را فضا
△ می شوند. نامیده V برای پایدار کنند،

بعد را مشترک عدد این است. n برابر دقیقاً Rn فضای از پایه هر بردارهای تعداد قضیه. ٨.٣.١
هستند. خطی وابسته Rn در بردارهای از تعداد k هر آنگاه ،n < k اگر بنابراین، می نامیم. Rn فضای
□

اعداد آنگاه باشد، دلخواه برداری v ∈ Rn و بوده پایه B = {u1, · · · ,un} ⊆ Rn اگر قضیه. ٩.٣.١
v مختصات را اعداد این .v = a1u1 + · · ·+anun که می شود یافت طوری an, · · · ,a1 بفرد منحصر
□ .[v]B =

−−−−−−−−−→
(a1, · · · ,an) می کنیم داد قرار می نامیم، B پایۀ بر

مثال. ١٠.٣.١

نامیده R2 برای استاندار پایۀ B = {i, j} صورت این در .j = −−−→(0,1) و i =
−−−→
(1,0) کنیم فرض (١

.−−−→(a,b) = ai+bj بعلاوه، می شود.

پایۀ B = {i, j,k} صورت این در .k = −−−−−→(0,0,1) و j =
−−−−−→
(0,1,0) ،i = −−−−−→(1,0,0) کنیم فرض (٢

.−−−−−→(a,b,c) = ai+bj+ ck بعلاوه می شود. نامیده R3 برای استاندار

می دهند. تشکیل R3 برای پایه یک w =
−−−−−→
(0,1,1) و v =

−−−−−→
(1,0,1) ،u = −−−−−→(1,1,0) بردارهای (٣

که می شود نتیجه au+bv+ cw = 0 فرض از خطی اند: مستقل اولا زیرا،
a+b = 0,

a+ c = 0,

b+ c = 0,

⇒


b = −a,

c = −a,

−2a = 0,

⇒ a = b = c = 0,



خطی جبر . ١ فصل ٢٢ بعد و پایه وابستگی، استقلال، . ١ . ٣

داریم (α,β,γ) = au+bv+ cw فرض از می کنند تولید را فضا ثانی در و
a+b = α,

a+ c = β,

b+ c = γ,

⇒


a+b = α,

b− c = α−β,
b+ c = γ

⇒


a = α−b,

2b = α−β+γ,
2c = −α+β+γ.

نتیجه در

a =
α+β−γ

2
, b =

α−β+γ
2

, c =
−α+β+γ

2

آنگاه ،B =
{
u,v,w

}
اگر →−−−−−−]یعنی،

(α,β,γ)
]
B
=

1
2
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(α+β−γ,α−β+γ,−α+β+γ)

پایه ای u4 =
−−−−−−−−→
(1,1,1,1) و u3 =

−−−−−−−−→
(1,1,1,0) ،u2 =

−−−−−−−−→
(1,1,0,0) ،u1 =

−−−−−−−−→
(1,0,0,0) بردارهای (۴

فرض از و خطی اند مستقل اولا زیرا، می دهند، تشکیل R4 برای

a1u1+a2u2+a3u3+a4u4 = 0

می شود: نتیجه
a1+a2+a3+a4 = 0,

a2+a3+a4 = 0,

a3+a4 = 0,

a4 = 0,

⇒


a1 = −a2−a3−a4,

a2 = −a3−a4,

a3 = −a4,

a4 = 0,

⇒ a1 = a2 = a3 = a4 = 0.

نتیجه −−−−−−−−→(a,b,c,d) = a1u1 +a2u2 +a3u3 +a4u4 فرض از و می کنند تولید را فضا بعلاوه، و
که می گردد

a1+a2+a3+a4 = a,

a2+a3+a4 = b,

a3+a4 = c,

a4 = d,

⇒


a1 = a−b,

a2 = b− c,

a3 = c−d,

a4 = d.

⃝ .
[−−−−−−−−→
(a,b,c,d)

]
B
=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(a−b,b− c,c−d,d) آنگاه ،B = {u1,u2,u3,u4} اگر بنابراین،

و می دهند پایه یک تشکیل ei بردارهای که دهید نشان زیر موارد از یک هر در تمرین. ١١.٣.١
کنید: بیان آنها پایۀ بر را v بردار سپس



ماتریس . ۴ . ١ ٢٣ خطی جبر . ١ فصل

1) e1 =
−−−→
(1,2), e2 =

−−−→
(3,1), v =

−−−→
(2,3).

2) e1 =
−−−→
(1,0), e2 =

−−−→
(1,1), v =

−−−→
(x,y).

3) e1 =
−−−−−−−→
(2,2,−1), e2 =

−−−−−−−→
(2,−1,2), e3 =

−−−−−−−→
(−1,2,2), v =

−−−−−→
(1,1,1).

4) e1 =
−−−−−−−→
(1,5,−1), e2 =

−−−−−→
(3,0,1), e3 =

−−−−−→
(5,4,1), v =

−−−−−→
(x,1,y).

5) e1 =
−−−−−→
(1,2,3), e2 =

−−−−−→
(0,2,3), e3 =

−−−−−→
(0,0,3), v =

−−−−−→
(x,y,z).

6) e1 =
−−−−−−−−→
(1,2,1,1), e2 =

−−−−−−−−→
(2,3,1,0), e3 =

−−−−−−−−−→
(3,1,1,−2),e4 =

−−−−−−−−−−−→
(4,2,−1,−6), v =

−−−−−−−−→
(0,0,2,7).

7) e1 =
−−−−−−−−→
(1,1,1,1), e2 =

−−−−−−−−→
(2,2,2,0), e3 =

−−−−−−−−→
(3,3,0,0), e4 =

−−−−−−−−→
(4,0,0,0), v =

−−−−−−−→
(x,y,z, t).

فضای بعد را uk و ... ،u1 بردارهای بین در خطی مستقل بردارهای تعداد حداکثر که صورتی در
کنید: مشخص را بردارها از دسته هر توسط شده تولید فضای بعد کنیم، تعریف span

{
u1, · · · ,uk

}
8) u1 =

−−−−−→
(1,−1), u2 =

−−−→
(3,2), u3 =

−−−−−→
(1,−1).

9) u1 =
−−−−−−−→
(1,2,−1), u2 =

−−−−−→
(3,4,2), u3 =

−−−−−−−→
(7,10,3).

10) u1 =
−−−−−−−−−→
(1,2,2,−1), u2 =

−−−−−−−−→
(2,3,2,5), u3 =

−−−−−−−−−−−→
(−1,4,3,−1),

u4 =
−−−−−−−−→
(2,9,3,4), u5 =

−−−−−−−−−−−→
(1,−1,1,−1).

ماتریس ۴ . ١ بخش

نیز و ریاضی بخشهای سایر در فراوانی کاربردهای دارای و است بردار مفهوم طبیعی تعمیم ماتریس
است. اعداد از مرتب آرایه ای ماتریس ساده، بیان به می باشد. صنعت

مستطیل شکل به عدد nm از مرکب گردایه ای ،n×m ماتریس از منظور تعریف. ١.۴.١

A =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


و A = [ai j] می نویسیم خلاصه شکل به صورت، این در شده اند. مرتب ستون m و سطر n در که است
در البته .(A ماتریس از ام j ستون و ام i سطر در واقع درآیۀ (یعنی، می نامیم A ام (i, j) درآیۀ را ai j

به مثال (بعنوان، بردارند یا و تابع عملگر، ها ai j از برخی آنها در که داشت خواهیم ماتریسهایی ادامه
Mat(n×m) نماد با را n×m ماتریسهای همۀ مجموعۀ کنید). مراجعه ۵ . ٩ . ٨ استوکس قضیۀ صورت

می دهیم. نشان



خطی جبر . ١ فصل ٢۴ ماتریس . ۴ . ١

A+B := کنیم تعریف a ∈ R نیز و A = [ai j],B = [bi j] ∈Mat(n×m) ازای به اگر قضیه. ٢.۴.١
در مشروح ضرب و جمع عمل همراه به Mat(n×m) صورت این در .aA := [aai j] و [ai j + bi j]

داریم: a,b ∈ R و A,B,C ∈Mat(n×m) ازای به که معنی این به است. برداری فضای یک بالا،

1) A+B ∈Mat(n×m) , 2) A+ (B+C) = (A+B)+C,

3) A+0 = 0+A = A, 4) A+B = B+A,

5) A+ (−1) A = 0, 6) aA ∈Mat(n×m) ,

7) a (bA) = (ab) A, 8) a (A+B) = aA+aB,

9) 1A = A.

ماتریس جمعی قرینۀ بعلاوه، صفرند. درآیه های همۀ که است صفر ماتریس 0 = [oi j] اینجا در که
آمده دست به A ماتریس درآیه های همۀ کردن منفی از که است (−1) A = [−ai j] از عبارت A = [ai j]

□ است.

مثال. ٣.۴.١

و R2 =Mat(1×2) عملا می نامند. سطری ماتریسهای را Mat(n×m) اعضاء ،n = 1 اگر (١
.R3 =Mat(1×3)

نظیر می نامند، مربعی ماتریسهای را Mat(n×m) اعضاء ،n = m اگر (٢

[1],

 2 −1

3 5

 ,


3 2 −1

1 0 5

−1 1 2

 .
 3 5 1

1 0 −2

+
 0 1 0

2 3 5

 =
 3 6 1

3 3 3

 داریم Mat(2×3) در (٣

2

 1 −1

0 2

−3

 −1 3

2 5

 =
 5 −11

−6 −11

 داریم Mat(2×2) در (۴

تمرین. ۴.۴.١

خطی اند؟ مستقل
 3 2

1 −1

 و
 2 1

−1 0

 ،
 1 0

−1 1

 ماتریسهای آیا (١

هستند.
 1 −1 1

0 1 0

 و
 2 1 −1

0 1 1

 ،
 1 2 0

−1 3 1

 بترتیب C و B ،A کنید فرض (٢

کنید. محاسبه را A−C و A+2B+C ،B−C ،2A صورت این در



ماتریس . ۴ . ١ ٢۵ خطی جبر . ١ فصل

آن ام (i, j) مختص بجز صفرند آن درآیه های همۀ که باشد ای n×m ماتریس Ei j کنید فرض (٣
بعد .Mat(n×m) برای پایه یک تشکیل ها Ei j مجموعۀ که دهید نشان است. یک برابر که

است؟ چقدر Mat(n×m)

ماتریس سپس می دهند، تشکیل Mat(2×2) برای پایه یک شده داده ماتریسهای دهید نشان (۴

کنید: بیان آنها حسب بر را
 x y

z t

 دلخواه

A1 =

 −1 1

1 1

 , A2 =

 1 1

−1 1

 ,
A3 =

 1 −1

1 1

 , A4 =

 1 1

1 −1

 .

حاصلضرب آنگاه باشند، m× l ماتریس B= [bi j] و n×m ماتریس A= [ai j] اگر تعریف. ۵.۴.١
برابر آن ام (i, j) درآیۀ که می کنیم تعریف ای n× l ماتریس را AB

ci j =
[

ai1 ai2 · · · aim

]


b1 j

b2 j
...

bm j


= ai1b1 j+ai2b2 j+ · · ·+aimbm j

است. شده حاصل B ماتریس از ام j ستون در A ماتریس از ام i سطر حاصلضرب از که است،

داریم: ماتریسها ضرب تعریف به توجه با مثال. ۶.۴.١

 2 −1 1

1 3 −1




1

2

5

 =
 2−2+5

1+6−5

 =
 5

2

 ,
 −1 2

3 4


 1 0

−1 1

 =
 −1−2 0+2

3−4 0+4

 =
 −3 2

−1 4

 ,
2 1

4 1

5 3


 1 2 4

2 1 5

 =


2 1 0

4 1 0

5 3 0




1 2 4

2 1 5

0 0 0

 =


4 5 13

6 9 21

11 13 35

 .
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(ماتریس صفرند آن اعضاء سایر و یک آن قطر که باشد ای n× n ماتریس In اگر قضیه. ٧.۴.١
بعلاوه، .InA = A و AIm = A آنگاه باشد، n×m ماتریس ،A اگر نیز و ،(n×n همانی

1) A (B+C) = AB+AC, 2) A (BC) = (AB)C,

3) a (AB) = (aA) B = A (aB) , 4) 1A = A.

□ می باشد. دلخواه عددی a و دلخواه ماتریسهای C و B ،A که

دیگری B مربعی ماتریس که گویند معکوسپذیر صورتی در را A مربعی ماتریس تعریف. ٨.۴.١
نشان A−1 نماد با و نامیده A معکوس را B صورت این در .AB = BA = In که گردد یافت چنان

می دهیم.

مثال. ٩.۴.١

است معکوسپذیر ماتریس A کنیم فرض اگر زیرا است، معکوسپذیر A=

 1 2

−1 0

 ماتریس (١

معنی به AA−1 = I2 فرض آنگاه ،A−1 =

 α β

γ η

 و

 α+2γ β+2η

−α −β

 =
 1 0

0 1

 ,
نتیجه در است. α+2γ = 1, −α = 0,

β+2η = 0, −β = 1,
⇒

 α = 0, β = −1,

γ = 1/2, η = 1/2.

باید است، A معکوس مذکور ماتریس که این اثبات برای .A−1 =

 0 −1

1/2 1/2

 پس

دهیم انجام را زیر محاسبات

AA−1 =

 1 2

−1 0


 0 −1

1/2 1/2

 =
 1 0

0 1


=

 0 −1

1/2 1/2


 1 2

−1 0

 = A−1A.

آنگاه ،AB = I2 و B =

 α β

γ η

 اگر زیرا نیست، معکوسپذیر A =

 2 2

−1 −1

 ماتریس (٢

 2α+2γ 2β+2η

−α−γ −β−η

 =
 1 0

0 1





ماتریس . ۴ . ١ ٢٧ خطی جبر . ١ فصل

⃝ است. تناقص که ،−α−γ = 0 و 2α+2γ = 1 بایستی پس

تمرین. ١٠.۴.١

.B =
 0 2

3 1

 و A =

 1 −1

2 3

 که بیابید حالی در را A−1BA حاصلضرب (١

،ad , bc که است معکوسپذیر وقتی تنها و وقتی A =

 a b

c d

 ماتریس که دهید نشان (٢

است. 1
ad−bc

 d −b

−c a

 آن معکوس بعلاوه

.CAB = BCA = I آنگاه ،ABC = I اگر که دهید نشان (٣

باشد. I3 همانی ماتریس ام j سطر و ام i سطر تعویض از حاصل ماتریس Pi j کنید فرض (۴
تعویض از Pi j (ج) .Pi jP jk = Pik (ب) .P2

i j = I3 (الف) دهید: نشان صورت این در
آنگاه باشد، 3× 3 ماتریس A اگر (د) می شود. حاصل I3 ماتریس ام j و ام i ستونهای
اگر (ھ) .A ماتریس ام j و ام i سطرهای تعویض از حاصل ماتریس از عبارتست Pi jA

و ام i ستونهای تعویض از حاصل ماتریس از عبارتست APi j آنگاه باشد، 3×3 ماتریس A

است. معکوسپذیر Pi j ماتریس (و) .A ماتریس ام j

حالت در که دهید نشان ،B =
 3 0

1 2

 و A =

 1 −1

2 3

 مورد در BA و AB محاسبۀ با (۵

نیست. تعویضپذیر ماتربسها ضرب یعنی، نیستند. برابر دو این کلی

در .E =
 1 0

0 1

 و R =

 1 0

0 −1

 ،Q =
 0 1

1 0

 ،P =
 0 1

−1 0

 کنید فرض (۶

که دهید نشان صورت، این

a) E2 = E, b) P2 = −E, c) Q2 = E,

d) R2 = E, e) EP = PE = P, f ) EQ = QE = Q,

g) PQ+QP = 0, h) RP+PR = 0, i) QR+RQ = 0,

j) P+Q+R+E =

 2 2

0 0

 .



خطی جبر . ١ فصل ٢٨ دترمینان . ۵ . ١

باشند، ℓ× q و k× n ،p× ℓ ،m× k ماتریسهایی بترتیب D و C ،B ،A اگر که دهید نشان (٧

.
 A 0

0 B


 C 0

0 D

 =
 AC 0

0 BD

 آنگاه

.n ≥ 3 که An = 0 و A2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 آنگاه ،A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 اگر که دهید نشان (٨

دترمینان ۵ . ١ بخش

به است. بازگشتی شکل به دترمینان تعریف می گردد. تعریف مربعی ماتریس های برای تنها دترمینان
(n−1)× (n−1) ماتریس دترمینان قبلا می باید n×n ماتریس دترمینان تعریف برای که ترتیب این

باشد. شده تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان |A| نماد با را A مربعی ماتریس دترمینان تعریف. ١.۵.١

می گردد. تعریف a برابر [a] مربعی ماتریس دترمینان (١

:2×2 مربعی ماتریس دترمینان (٢∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ a .

. d

∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣ . b

c .

∣∣∣∣∣∣∣ = ad−bc.

:3×3 مربعی ماتریس دترمینان (٣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

. e f

. h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣−b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

d . f

g . i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

d e .

g h .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣∣ e f

h i

∣∣∣∣∣∣∣−b

∣∣∣∣∣∣∣ d f

g i

∣∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣∣ d e

g h

∣∣∣∣∣∣∣
= a(ei− f h)−b(di− f g)+ c(dh− eg).

یک A = [ai j] و باشد شده تعریف قبلا (n−1)× (n−1) ماتریسهای دترمینان کنید فرض (۴
ام j ستون و اول سطر حذف از حاصل ماتریس دترمینان برابر A j اگر باشد. n×n ماتریس

.|A| = a11A11−a12A12+ · · ·+ (−1)n+1a1nA1n می کنیم تعریف آنگاه باشد، A ماتریس
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سریع نسبتا که دارد، وجود 3×3 ماتریسهای برای ساروس روش به موسوم روشی یادداشت. ٢.۵.١
می رسد: جواب ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣به

a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b

d e

g h

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 ⃝ ∆

2 ⃝ ∆

2 ⃝ ∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 ⃝ ∆

2 ⃝ ∆

2 ⃝ ∆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
aei+b f g+ cdh

)
−

(
ceg+a f h+bdi

)
.

کمک به می توان را تعریف این است. شده استفاده اول سطر از ١.۵.١ تعریف در یادداشت. ٣.۵.١
که دارد وجود خطی جبر از قضیه ای نمود. ارائه ماتریس ستون های از یک هر یا و دیگر سطر هر

داریم واقع، در می دهد. نشان را تعریف این هم ارزی

حذف از حاصل ماتریس دترمینان Ai j و باشد n× n ماتریس یک A = [ai j] اگر قضیه. ۴.۵.١
آنگاه باشد، A ماتریس ام j ستون و ام i سطر

|A| = (−1)i+1 ai1Ai1+ (−1)i+2 ai2Ai2+ · · ·+ (−1)i+n ainAin

= (−1) j+1 a1 jA1 j+ (−1)i+2 a2 jA2 j+ · · ·+ (−1) j+n an jAn j.

داریم دترمینان، تعریف به توجه با مثال. ۵.۵.١∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (1) (1)− (2) (−1) = 1+2 = 3,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 −1

5 4 3

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2)

∣∣∣∣∣∣∣ 4 3

−1 2

∣∣∣∣∣∣∣− (3)

 5 3

1 2

∣∣∣∣∣∣∣+ (−1)

∣∣∣∣∣∣∣ 5 5

1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= (2) (8+3)− (3) (10−3)+ (−1)(−5−4) = 10,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 4 −1

2 0 2

−1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 4 −1

2 0 2

−1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4

2 0

−1 1

=
(
(3)(0)(3)+ (4)(2)(−1)+ (−1)(2)(1)

)
−

(
(−1)(0)(−1)+ (3)(2)(1)+ (4)(2)(3)

)
= −40.
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می دهیم بسط سوم سطر حسب بر آنرا دارد، وجود صفر عضو دو زیر ماتریس از سوم سطر در ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣چون
1 2 5

−1 1 3

0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)3+1 (0) A31+ (−1)3+2 (−1) A32+ (−1)3+3 (0) A33

= A32 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 5

−1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 3+5 = 8.

کنید محاسبه را زیر ماتریسهای از یک هر دترمینان تمرین. ۶.۵.١

1)

 1 −1

2 3

 2)

 3 −1

2 5

 3)


1 2 3

4 1 8

5 3 11



4)


1 2 3

1 4 9

1 8 27

 5)


0 2 1 5

0 1 0 4

1 3 0 1

0 0 0 2


6)


2 3 2 1

1 3 2 1

1 2 2 1

1 0 1 1


همین به است. وقتگیر بس کاری تعریف، روی از دترمینان مستقیم محاسبۀ موارد، غالب در

می کنند. استفاده دترمینان خواص از آنها محاسبۀ کردن ساده تر برای معمولا دلیل

قضیه. ٧.۵.١

شد. خواهد عوض دترمینان علامت کنیم، عوض را سطر دو جای دترمینانی در اگر (١

ضرب عدد این در ماتریس آن دترمینان کنیم، ضری عددی در را ماتریس یک از سطری اگر (٢
می شود.

تغییر ماتریس آن دترمینان بیافزائیم، ماتریس آن از دیگری سطر به را سطر یک از مضربی اگر (٣
نمی کند.

است. صحیح نیز ستونها برای بالا خواص (۴

عناصر حاصلضرب با ماتریس دترمینان شود، صفر اصلی قطر پائین یا و اصلی قطر بالای اگر (۵
است. برابر اصلی قطر

ماتریس دترمینان آنگاه باشد، آن دیگر سطر یک از مضربی برابر ماتریس یک از سطری اگر (۶
است. صفر

ماتریس دترمینان آنگاه باشد، آن دیگر ستون یک از مضربی برابر ماتریس یک از ستونی اگر (٧
است. صفر
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□ است. صفر ماتریس آن دترمینان باشد، صفر ماتریسی از ستون یک یا و سطر یک اگر (٨

داریم ٧.۵.١ قضیۀ کمک به (١ مثال. ٨.۵.١∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 2

2 7 −1

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 14 5

0 13 1

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+1 (−1)

∣∣∣∣∣∣∣ 14 5

13 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −51.

سطر به را سوم سطر برابر دو سپس و افزوده ایم اول سطر به به سوم سطر برابر سه ابتدا (١) در که
افزوده ایم. دوم

داریم ٧.۵.١ قضیۀ کمک به (٢ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣مثال
1 0 −1 5

−1 1 1 2

2 3 2 1

3 2 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−1 1 0 7

2 3 4 −9

3 2 6 −16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−1 1 0 0

2 3 4 −30

3 2 6 −30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−1 1 0 0

2 3 −2 0

3 2 6 −30

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1) (1) (4) (15) = 60.

کرده ایم؛ کم چهارم ستون از را اول ستون برابر پنج و افزوده ایم سوم ستون به را اول ستون (١) در که
کم سوم سطر از را چهارم سطر (٣) در کرده ایم؛ کم چهارم ستون از را دوم ستون برابر هفت (٢) در

کرده ایم.

داریم ٧.۵.١ قضیۀ کمک به (٣ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣مثال
1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

a b−a c−a

a2 b2−a2 c2−a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)
= (b−a) (c−a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

a 1 1

a2 b+a c+a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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(3)
= (b−a) (c−a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

a 1 0

a2 b+a c−b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b−a) (c−a) (c−b) ,

سوم ستون از و b−a عدد دوم ستون از (٢) در کرده ایم؛ کم دیگر ستون دو از را اول ستون (١) در که
کرده ایم. کم سوم ستون از را دوم ستون (٣) در گرفته ایم؛ فاکتور را c−a عدد

کنید محاسبه دترمینان خواص کمک به را زیر ماتریسهای از یک هر دترمینان تمرین. ٩.۵.١

1)


3 −1 2

2 2 −1

1 3 1

 2)


3 1 3

−1 2 1

2 1 −1



3)


3 4 0 −1

2 0 1 2

0 1 1 0

1 0 0 2


4)


1 2 1 0

2 1 −1 1

3 −1 1 2

4 0 −1 4


کنید ثابت ٧.۵.١ کمک به تنها (۵∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

−b a d −c

−c −d a b

−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
a2+b2+ c2+d2

)2

کنید ثابت ۵ . ۵ . ١ کمک به تنها (۶∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+b a a

a a+b a

a a a+b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (3a+b)b2

باشد. صفر مخالف |A| که است معکوسپذیر وقتی تنها و وقتی A مربعی ماتریس قضیه. ١٠.۵.١
□ .(AB)−1 = B−1A−1 و است 1/|A| برابر

∣∣∣A−1
∣∣∣ بعلاوه،

Ai j و است صفر مخالف ∆ دترمینان با مربعی ماتریس یک A = [ai j] کنید فرض قضیه. ١١.۵.١
A وارون صورت این در است. A ماتریس ام j ستون و ام i سطر حذف از حاصل ماتریس دترمینان

با است برابر

A−1 =
1
∆

[
(−1)i+ jAi j

]t
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=
1
∆


(−1)1+1 A11 (−1)2+1 A21 · · · (−1)n+1 An1

(−1)1+2 A12 (−1)2+2 A22 · · · (−1)n+2 An2
...

...
...

(−1)1+n A1n (−1)2+n A2n · · · (−1)n+n Ann


.

مثال. ١٢.۵.١

صورت این در ،A =


1 2 5

2 1 4

−1 3 2

 کنید فرض (٢

∆ = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 −3 −6

−1 5 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣ −3 −6

5 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −21+30 = 9,

بعلاوه است، معکوسپذیر A ماتریس لذا و

A11 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 4

3 2

∣∣∣∣∣∣∣ = −10, A12 =

∣∣∣∣∣∣∣ 2 4

−1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 8,

A13 =

∣∣∣∣∣∣∣ 2 1

−1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 7, A21 =

∣∣∣∣∣∣∣ 2 5

3 2

 = −11,

A22 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 5

−1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 7, A23 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 5,

A31 =

∣∣∣∣∣∣∣ 2 5

1 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 3, A32 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 5

2 4

 = −6,

A33 =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −3.

نتیجه در

A−1 =
1
9


(−10) −(−11) (3)

−(8) (7) −(−6)

(7) −(5) (−3)


=


−10/9 11/9 1/3

−8/9 7/9 2/3

7/9 −5/9 −1/3

 .
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و است فرد به منحصر وجود صورت در معکوس چون .(I+A)−1 = A(A+ I)−1 کنید ثابت (٢

(I+A−1)(A(A+ I)−1) = (I+A−1)A(A+ I)−1

= (A+A−1A)(A+ I)−1

= (A+ I)(A+ I)−1 = I.

⃝ است. شده اثبات حکم نتیجه، در

بیابید: را زیر ماتریسهای از یک هر معکوس تمرین. ١٣.۵.١

1)

 1 2

−1 3

 , 2)


−1 0 −1

2 1 1

3 2 −1

 ,

3)


3 −1 0

−2 1 1

2 −1 4

 , 4)


1 1 1 1

α β γ θ

α2 β2 γ2 θ2

α3 β3 γ3 θ3


.

با است برابر A−1 آنگاه باشد، معکوسپذیر 3×3 ماتریس یک A = [ai j] اگر که دهید نشان (۵

1
|A|



∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a13 a12

a33 a32

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a23 a21

a33 a31

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a13 a11

a23 a21

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a12 a11

a32 a31

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣


.(I+AB)−1A = A(I+BA)−1 کنید ثابت (٧

.A−1+B−1 = A−1(A+B)B−1 کنید ثابت (٨
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می کنیم تعریف باشند. حقیقی اعداد a1, · · · ,an کنید فرض (٩

(a1, · · · ,an) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0 · · · 0 0 0

−1 a2 1 · · · 0 0 0

0 −1 a3 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · an−2 1 0

0 0 0 · · · −1 an−1 1

0 0 0 · · · 0 −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

که کنید اثبات ریاضی استقراء از استفاده با

a1+
1

a2+
1

a3+ . . .
+

1

an−1+
1
an

=
(a1,a2, · · · ,an)
(a2,a3, · · · ,an)

.

کلی. حالت سپس و کنید اثبات n = 3 برای ابتدا را حکم این است بهتر راهنمایی:

به بتوان را S دلخواه ماتریس کنید فرض شده. افراز ماتریس یک دترمینان محاسبه ١۴.۵.١

معکوسپذیر A اگر صورت، این در هستند. مربعی ماتریس های D و A که کرد افراز
 A B

C D

 صورت

داریم باشد،

det

 A B

C D

 = |A| |D−CA−1B|,

داریم باشد، معکوسپذیر D اگر و

det

 A B

C D

 = |D| |A−BD−1C|.

مثال. ١۵.۵.١∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1

3 1 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −1

3 1 1

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

3 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣(−1)− [0 1]

 1 2

3 1


−1  −1

1


∣∣∣∣∣∣∣∣

= −5

−1− [0 1]

 −1/5 +2/5

+3/5 −1/5


 −1

1




= −5

−1− [0 1]

 3/5

−4/5


 = −5

(
−1+

4
5

)
= 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

−1 1 2 −1

4 3 2 1

0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣ 1 2

−1 1

∣∣∣∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∣∣∣
 2 1

0 1

−
 4 3

0 1


 1 2

−1 1


−1  3 4

2 1


∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣∣∣∣
 2 1

0 1

−
 4 3

0 1


 1/3 −2/3

1/3 1/3


 3 4

2 1


∣∣∣∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣∣∣∣
 A2 1

0 1

−
 4 3

0 1


 −1/3 2/3

5/3 5/3


∣∣∣∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣∣∣∣
 2 1

0 1

−
 11/3 23/3

5/3 5/3


∣∣∣∣∣∣∣

= 3

∣∣∣∣∣∣∣
 −5/3 −20/3

−5/3 −2/3


∣∣∣∣∣∣∣ = 3

(10
9
− 100

9

)
= −30.

آنگاه باشند، معکوسپذیر
 A B

C D

 و A ماتریس های اگر قضیه. ١۶.۵.١

 A B

C D


−1

=

 A−1 0

0 0

+
 −A−1B

I

 (D− (A−1B)−1)[−CA−1 I].

داریم باشد، معکوسپذیر D اگر مشابه، صورت A B

C D


−1

=

 0 0

0 D−1

+
 I

−D−1C

 (A−BC−1C)−1[I −BD−1].

مثال. ١٧.۵.١ 1 2

1 −1


−1

=

 (1)−1 0

0 0

+
 −(1)−1(2)

1

 .((−1)− (1)(1)−1(2)
)−1[
− (1)(1)−1 1

]



دترمینان . ۵ . ١ ٣٧ خطی جبر . ١ فصل

=

 1 0

0 0

+
 −2

1

 (−3
)−1[−1 1

]
=

 1 0

0 0

− 1
3

 −2

1

 [−1 1
]

=

 1 0

0 0

− 1
3

 2 −2

−1 1

 =
 −1/3 2/3

1/3 −1/3

 ,


1 2 3 4

−1 1 2 1

4 3 1 1

0 1 0 1



−1

=


0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

 1 1

0 1


−1



−1

+



 1 0

0 1


−
 1 1

0 1


−1  4 3

0 1




×

×


 1 2

−1 1

−
 3 4

2 1


 1 1

0 1


−1  4 3

0 1



−1

.


 1 0

0 1

−
 3 4

2 1


 1 1

0 1


−1

=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 −1

0 0 0 1


+


1 0

0 1

−4 −2

0 −1



 1 2

−1 1

−
 3 4

2 1


 4 2

0 1



−1  1 0 3 1

0 1 2 −1



=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 −1

0 0 0 1


+


1 0

0 1

−4 −2

0 −1


×

 −1 2

5/4 −11/4


 1 0 3 1

0 1 2 −1



=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 −1

0 0 0 1


+


−1 2 1 −3

5/4 −11/4 −7/4 4

3/2 −5/2 −1/2 4

−5/4 11/4 7/4 −4



=


−1 2 1 −3

5/4 −11/4 −7/4 4

3/2 −5/2 1/2 3

−5/4 11/4 7/4 −3


.

خطͬ معادلات دستگاه ۶ . ١ بخش



خطی جبر . ١ فصل ٣٨ خطی معادلات دستگاه . ۶ . ١

دقیق مطالعۀ لذا می کنند. ایفاء ریاضیات کاربردهای در را مهمی نقش خطی معادلات دستگاههای
می کنیم. توصیه خواننده به را آنها

عبارت متغیرند. xm و . . . ،x2 ،x1 کنید فرض تعریف. ١.۶.١

a1x1+ · · ·+amxm = b (١ . ١ )

یک از منظور می نامیم. متغیره m خطی معادلۀ معلومند، ثابت اعداد b و am ... ،a1 که را
می کنیم فرض وقتی که است اعداد از (α1, · · · ,αm) مرتب m−تایی یک معادله، این خصوصی جواب
خصوصی جوابهای مجموعۀ بود. خواهد برقرار (١ . ١ ) تساوی آنگاه ،xm = αm و · · · ،x1 = α1

را مشترک مجهولات با خطی معادلۀ چند از مرکب گردایه ای می نامیم. معادله آن جواب را معادله
دستگاه می نامیم؛ خطی معادلات دستگاه یک

a11x1+a12x2+ · · ·+a1mxm = b1

a21x1+a22x2+ · · ·+a2mxm = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1+an2x2+ · · ·+anmxm = bn

(٢ . ١ )

معادلات دستگاه برای خصوصی جواب یک از منظور می نامیم. مجهولی m معادلۀ n دستگاه را
موجود معادلۀ n از یک هر جواب همزمان بطور که است (α1, · · · ,αm) مرتب m−تایی یک ،(٢ . ١ )

می نامیم. آن جواب را (٢ . ١ ) خصوصی جوابهای همۀ مجموعه می باشد. دستگاه در

مثال. ٢.۶.١

اول معادلۀ از بگیرید. نظر در را 2x+ y = 7 و x− 2y = −4 از مرکب معادلات دستگاه (١
تساوی به بدهیم، قرار را عبارت این x بجای دوم معادلۀ در اگر .x = 2y−4 می گردد نتیجه
است دستگاه خصوصی جواب تنها (2,3) پس .x = 2 و y = 3 بنابراین می رسیم. 5y−8 = 7

.S =
{
(2,3)

}
از عبارتست آن جواب و

بگیرید. نظر در را 5x−4y+5z = 5 و x+2y+3z = 2 ،2x−3y+ z = 1 معادلات دستگاه (٢
عبارت این z بجای بعدی معادلۀ دو در اگر .z = 1+3y−2x که می شود نتیجه اول معادلۀ از
شکل به سوم معادلۀ و می شود تبدیل −5x+ 11y = −1 شکل به دوم معادلۀ دهید، قرار را
خصوصی جواب فاقد دستگاه پس است، تناقص یک این می شود. تبدیل −5x+ 11y = 0

.S = ⊘ یعنی است.

بگیرید. نظر در را 8x−5y+7z = 4 و 6x+ y+3z = 2 ،x−3y+2z = 1 معادلات دستگاه (٣
دهیم، قرار x بجای بعدی معادلۀ دو در اگر .x = 1+3y−2z که می گردد نتیجه اول معادلۀ از



خطی معادلات دستگاه . ۶ . ١ ٣٩ خطی جبر . ١ فصل

تبدیل معادلۀ همان به نیز سوم معادلۀ و می شود تبدیل 19y− 9z = −4 شکل به دوم معادله
است: معادل زیر دستگاه با شده داده دستگاه پس می گردد.

x = 1+3y−2z, 19y−9z = −4.

خواهیم دهیم، قرار اول معادلۀ در را آن اگر که ،y = (9z−4)/19 می شود نتیجه دوم معادلۀ از
داشت:

x = 1+3
9z−4

19
−2z =

−11z+7
19

.

از است عبارت دستگاه جواب مجموعۀ نتیجه، در

S =
{(
−11z+7

19
,
9z−4

19
,z
) ∣∣∣∣∣∣ z ∈ R

}
⃝ دارد. خصوصی جواب بینهایت معادلات، دستگاه این که شود توجه

می توان ماتریسها ضرب مفهوم کمک به خطی. معادلات دستگاه یک ماتریسی شکل ٣.۶.١
ماتریسی شکل به را (٢ . ١ ) خطی معادلات دستگاه

AX = B (٣ . ١ )

آن در که نوشت

A =


a11 · · · a1m
...

...

an1 · · · anm

 , X =


x1
...

xm

 , B =


b1
...

bn


دستگاه ثانی طرف یا معلومات ستون را B و مجهولات ستون را X ضرایب، ماتریس را A

نامیده (٣ . ١ ) دستگاه اضافی ماتریس را A ماتریس به B ستون الحاق از حاصل ماتریس می نامیم.
می دهیم. نشان A

∣∣∣B نماد با و

بر اول معادلۀ از را متغیر یک ابتدا است: چنین روش این فلسفۀ گاوس. حذف روش ۴.۶.١
باقیمانده معادلات اکنون می دهیم. قرار بعدی معادلات در سپس و آورده بدست متغیرها سایر حسب
ساده تر دستگاه رفته رفته کار، این ادامۀ با می باشد. کمتر معادله یک نیز و کمتر متغیر یک دارای
قرار قبلی معادلۀ در را جواب کرده، حل را آخر دستگاه نیانجامد، تناقض به روند این اگر می شود.

آخر. الی و می دهیم قرار آن از قبل معادلۀ در را آمده بدست جواب سپس می دهیم،
می کنیم: استفاده زیر الگوریتم و دستگاه ماتریسی فرم از روش، این بکارگیری کردن ساده تر برای

از: عبارتند مقدماتی سطری اعمال
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هم. با سطر دو تعویض الف)

صفر. مخالف عددی در سطر یک کردن ضرب ب)

دیگر. سطری به سطر یک از مضربی کردن اضافه ج)

به مجاز اکنون باشد. (٢ . ١ ) دستگاه لذا و (٣ . ١ ) دستگاه به نظیر اضافی ماتریس A
∣∣∣B کنیم فرض

گردد. تبدیل مثلثی بالا شکل به A
∣∣∣B دستگاه تا کنیم استفاده بالا عمل سه از مرحله متناهی تعدادی

اضافی ماتریس روی از مجدداً آخر مرحلۀ در شوند. صفر همگی آن اصلی قطر زیر عناصر یعنی
می کنیم. حل را حاصل سادۀ دستگاه و نموده، بازسازی را دستگاه حاصل،

مثال. ۵.۶.١

بگیرید. نظر در را −3x+5y+ z = 2 و 2x+ y−2z = 6 ،x−2y+3z = 2 معادلات دستگاه (١
از عبارتند ترتیب به آن اضافۀ ماتریس و معلومات ستون مجهولات، ستون ضرایب، ماتریس

A =


1 −2 3

2 1 −2

−3 5 1

 , X =


x

y

z

 ,

B =


2

6

2

 , A
∣∣∣B =


1 −2 3 2

2 1 −2 6

−3 5 1 2

 .
می کنیم عمل زیر روش به حال

1 −2 3 2

2 1 −2 6

−3 5 1 2

 (1)→


1 −2 3 2

0 5 −8 2

0 −1 10 8


(2)→


1 −2 3 2

0 −1 10 8

0 5 −8 2

 (3)→


1 −2 3 2

0 1 −10 −8

0 5 −8 2


(4)→


1 −2 3 2

0 1 −10 −8

0 0 42 42

 (5)→


1 −2 3 2

0 1 −10 −8

0 0 1 1

 .
به را اول سطر برابر سه و کرده ایم کم دوم سطر از را اول سطر برابر دو (١) در که این توضیح
سطر (٣) در کرده ایم. عوض را سوم سطر و دوم سطر جای (٢) در کرده ایم. اضافه سوم سطر
(۵) در نموده ایم. کم سوم سطر از را دوم سطر برابر پنج (۴) در نموده ایم. ضرب −1 در را دوم

نموده ایم. ضرب 1/42 در را سوم سطر
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از عبارتست آخر ماتریس به نظیر دستگاه

x−2y+3z = 2, y−10z = −8, z = 1.

است عبارت دستگاه جواب یعنی .x = 2y−3z+2 = 3 و y = 10z−8 = 2 ،z = 1 بنابراین
.S =

{
(3,2,1)

}
از

بگیرید. نظر در را 4x+ y+4z = 5 و 2x+5y−2z = 3 ،x−2y+3z = 1 معادلات دستگاه (٢
از عبارتست آن به نظیر اضافی ماتریس

1 −2 3 1

2 5 −2 3

4 1 4 5

 .
می کنیم. عمل زیر روش به حال

1 −2 3 1

2 5 −2 3

4 1 4 5

 (1)−→


1 −2 3 1

0 9 −8 1

0 9 −8 1


(2)−→


1 −2 3 1

0 9 −8 1

0 0 0 0

 .
اول سطر برابر چهار و نموده ایم کم دوم سطر از را اول سطر برابر دو (١) در که، این توضیح
به نظیر دستگاه نموده ایم. کم سوم سطر از را دوم سطر (٢) در نموده ایم. کم سوم سطر از را

نتیجه در .9y−8z = 1 و x−2y+3z = 1 از عبارتست آخر ماتریس

x = 2y−3z+1 =
11
9

(1− z), y =
1
9

(8z+1).

از است عبارت دستگاه عمومی جواب پس

S =
{(

11
9

(1− z) ,
1
9

(8z+1) ,z
)∣∣∣∣∣∣z ∈ R

}

بگیرید. نظر در را 3x+4y−4z = 10 و −x+2y+2z = 2 ،2x+y−3z = 3 معادلات دستگاه (٣
از است دستگاه آن به نظیر اضافی ماتریس

2 1 −3 3

−1 2 2 2

3 4 −4 10

 .
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می کنیم عمل زیر روش به حال
2 1 −3 3

−1 2 2 2

3 4 −4 10

 (1)→


−1 2 2 2

2 1 −3 3

3 4 −4 10


(2)→


−1 2 2 2

0 5 1 7

0 10 2 16

 (3)→


−1 2 2 2

0 5 1 7

0 0 0 2


به را اول سطر برابر دو (٢) در نموده ایم. عوض را دوم و اول سطر (١) در که، این توضیح
از را دوم سطر برابر دو (٣) در سوم. سطر به را اول سطر برابر سه و کرده ایم اضافه دوم سطر

نموده ایم. کم سوم سطر

از عبارتست آخر ماتریس به نظیر دستگاه

−x+2y+2z = 2, 5y+ z = 7, 0 = 2

⃝ .S = ⊘ ندارد جواب دستگاه پس است. تناقض آخر معادلۀ که

کنید حل گاوس روش به را زیر دستگاههای از یک هر تمرین. ۶.۶.١

1) x−2y = 3, 5x+ y = 2,

2) x−3y+2z = 1, 2x− y+ z = 2,

3) 3x+2y+5z = 1, 4x−5y−8z = 2, 7x+2y+9z = −1,

4) x−3y+5z = 1, 2x+2y−2z = 2, 5x−7y+13z = 10,

5) 2x+ y−5z+ t = 8, x−3y−6t = 9,

6) 2y− z+2t = −5, x+4y−7z+6t = 0, x− y+ z− t = 1.

پرسش این پاسخ کرد؟ بحث دستگاه آن جواب وجود عدم یا و وجود در می توان دستگاه حل بدون آیا
است. رتبه مفهوم دانستن گرو در

یک از منظور .1 ≤ k ≤ min
{
m,n

} و است m× n ماتریس یک A کنید فرض تعریف. ٧.۶.١
حاصل A ماتریس از سطر k و ستون k برخورد محل از که است ماتریسی ،A از k× k ماتریس زیر

می شود.
ماتریسهای زیر کلیۀ دترمینان و باشد صفر مخالف A از k× k ماتریس زیر یک دترمینان اگر
می شود نوشته و است k برابر A رتبۀ که می شود گفته آنگاه باشند، صفر A از (k+1)× (k+1)

.rank(A) = k
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رتبۀ که است آن باشد، داشته جواب (٢ . ١ ) دستگاه که این برای کافی و لازم شرط قضیه. ٨.۶.١
در موجود مستقل متغیرهای تعداد باشد. برابر A|B اضافه اش ماتریس رتبۀ با A آن ضرایب ماتریس
□ است. m− rank(A) برابر جواب

مثال. ٩.۶.١

بگیرید. نظر در را 6x+2y−5z = 1 و 2x+ y+4z = 2 ،x−2y+3z = 2 معادلات دستگاه (١
با برابرند ترتیب به معادلات دستگاه این اضافی ماتریس و ضرایب ماتریس صورت این در

A =


1 −2 3

2 1 4

6 2 −5

 , A|B =


1 −2 3 1

2 1 4 2

6 2 −5 2

 .
زیرا است، سه برابر دو هر رتبۀ

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

2 5 −2

6 14 −23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ 5 −2

14 −23

∣∣∣∣∣∣∣ = −87.

جواب یک تنها دستگاه بنابراین ،m− rank(A) = 3−3 = 0 چون دارد. جواب دستگاه پس
دارد. خصوصی

بگیرید. نظر در را 12x+y−2z = 5 و 5x+2y−3z = 2 ،2x−3y+4z = 2 معادلات دستگاه (٢
با برابرند آن اضافۀ ماتریس و ضرایب ماتریس

A =


2 −3 4

5 2 −3

12 1 −2

 , A|B =


2 −3 4 2

5 2 −3 2

12 1 −2 5

 .
زیرا نیست، سه A رتبۀ

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0

5 12 −13

12 25 −26

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

−19 12 −13

−38 25 −26

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣ −19 −13

−38 −26

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

با است برابر آن اول ستون دو و اول سطر دو از حاصل ماتریس دترمینان ∣∣∣∣∣∣∣اما 2 −3

5 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4+15 = 19 , 0
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حاصل ماتریس دترمینان زیرا است، سه برابر A
∣∣∣∣B رتبۀ که حالی در است. دو برابر A رتبۀ پس

است صفر مخالف آن آخر ستون سه و A|B ماتریس سطر سه ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣از
−3 4 1

2 −3 2

1 −2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2

6 −7 2

11 −12 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

6 −7 −10

−11 −12 −17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ −7 −10

−12 −17

∣∣∣∣∣∣∣ = −1.

است. جواب فاقد نظر مورد دستگاه قضیۀ١.۶.٨، مطابق پس

در بگیرید. نظر در را x+ y+ z = 1 و y+ z+ t = 1 ،x+ 2y+ 2z+ t = 2 معادلات دستگاه (٣
پس، است. ٢ برابر معادلات دستگاه این اضافی ماتریس و ضرایب ماتریس رتبۀ صورت این
m− rank(A) = 4−2 = 2 آن جواب در مستقل متغیرهای تعداد و است جواب دارای دستگاه
⃝ .S = {

(x,y,1− x− y,0)
∣∣∣ x,y ∈ R} واقع در می باشد.

کنید بحث آن جواب وجود عدم یا و وجود در دستگاه، حل بدون مورد هر در تمرین. ١٠.۶.١

1) x−2y = 3, 2x+ y = 4,

2) x+3y = 4, −2x−6y = 1,

3) 2x−3y = 2, −2x+3y = −2,

4) x− y+2z = 1, 2x+3y− z = 1,

5) x− y+2z = 1, 2x+ y+ z = −1, 4x− y+5z = 0,

6) 2x− y+3z+4t = 1, y− z+2t = 2, 2x+2z+6t = −1.

و (m = n) باشد برابر مجهولات و معادلات تعداد (٢ . ١ ) دستگاه در اگر کرامر. روش ١١.۶.١
از است عبارت Ai که .xi = |Ai|/|A| آنگاه باشد، صفر مخالف نیز آن ضرایب ماتریس دترمینان
□ ١.B معلومات ستون با A ماتریس ام i ستون تعویض از حاصل ماتریس

مثال. ١٢.۶.١

بگیرید. نظر در را 3x−y+2z = 7 و 3x+2y−2z = −1 ،2x−3y+3z = 8 معادلات دستگاه (١
زیرا .S = {(1,0,2)} صورت، این در

است. می زیسته ١٧۵٢ تا ١٧٠۴ سالهای بین که است فرانسوی معروف ریاضیدان کرامر، گابریل ١



خطی معادلات دستگاه . ۶ . ١ ۴۵ خطی جبر . ١ فصل

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 3

3 2 −2

3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 13 , 0, |A1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8 −3 3

−1 2 −2

7 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 13,

|A2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 8 3

3 −1 −2

3 7 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, |A3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 8

3 2 −1

3 −1 7

 = 26,

x = x1 =
|A1|
|A| = 1, y = x2 =

|A2|
|A| = 0, z = x3 =

|A3|
|A| = 2.

x+4y+6t = 7z و 2y+2t+5 = z ،x = 9+3y+6t ،2x+y+ t = 8−5z معادلات دستگاه (٢
کرامر روش اساس بر که چرا .S =

{
(3,−4,−1,1)

}
صورت، این در بگیرید. نظر در را

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 1

1 −3 0 −6

0 2 −1 2

1 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27 , 0,

|A1| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
8 1 −5 1

9 −3 0 −6

−5 2 −1 2

0 4 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 81, |A2| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 8 −5 1

1 9 0 −6

0 −5 −1 2

1 0 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −108,

|A3| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 8 1

1 −3 9 −6

0 2 −5 2

1 4 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −27, |A4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −5 8

1 −3 0 9

0 2 −1 −5

1 4 −7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 27,

x = x1 =
|A1|
|A| = 3, y = x2 =

|A2|
|A| = −4,

z = x3 =
|A3|
|A| = −1, t = x4 =

|A4|
|A| = 1.

نظر در را 2x+5y−4z = 2 و x−3y+2z = 4 معادلات دستگاه نباشد) مربعی دستگاه (اگر (٣
.2x+5y = 2+4z و x−3y = 4−2z نوشت می توان پس است، معلوم z کنیم فرض بگیرید.

نتیجه در

S =
{(

2
11

(z+13) ,
2

11
(4z−3) ,z

)∣∣∣∣∣∣z ∈ R
}
.



خطی جبر . ١ فصل ۴۶ خطی معادلات دستگاه . ۶ . ١

زیرا

|A| =
∣∣∣∣∣∣∣ 1 −3

2 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 11 , 0

|A1| =
∣∣∣∣∣∣∣ 4−2z −3

2+4z 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 2z+26, |A2| =
∣∣∣∣∣∣∣ 1 4−2z

2 2+4z

∣∣∣∣∣∣∣ = 8z−6,

x = x1 =
|A1|
|A| =

2z+26
11

, y = x2 =
|A2|
|A| =

8z−6
11

.

معادلات دستگاه باشد) صفر دستگاه دترمینان (اگر (۴

x−2y+3z = 5, 2x+ y+2z = 2, 7x−4y+13z = 19.

به را سوم معادلۀ موقتاً است. صفر دستگاه این ضرایب ماتریس دترمینان بگیرید. نظر در را
می کنیم: حل را اول معادلۀ دو از حاصل دستگاه و گذاشته کنار

x−2y = 5−3z, 2x+ y = 2−2z,

بنابراین است. (١) مثال به شبیه کاملا که

x = x1 =
|A1|
|A| =

9−7z
5

y = x2 =
|A2|
|A| =

4z−8
5

.

نمود تحقیق را آمده بدست پاسخ صحت و داد قرار سوم معادلۀ در را y و x باید حال

7x−4y+13z = 7
9−7z

5
−4

4z−8
5
+13z = 19.

بنابراین

S =
{(

1
5

(9−7z) ,
4
5

(z−2) ,z
)∣∣∣∣∣∣z ∈ R

}
.

⃝ بود. ⊘ جواب نمی شد، برقرار آخر تساوی چنانچه اگر

کنید حل کرامر روش به را زیر دستگاههای از یک هر تمرین. ١٣.۶.١

1) x−3y = −5, 3x+2y = 12,

2) 6x+ y = −4, x+6y = 11,

3) 2x− y+ z = 3, x+2y− z = 1, 5x−5y+4z = 8,



ویژه بردار و مقدار . ١ . ٧ ۴٧ خطی جبر . ١ فصل

4) x+ y− z = 1, 2x− y− z = 2, x+4y−2z = 2,

5) x− y+ z+ t = 0, x+2y− z− t = 0, 3x− y− z+2t = 0, x+3y+ z−2t = 1,

6) − x+ y+ z+ t = 8, x− y+ z+ t = 6, x+ y− z+ t = 4, x+ y+ z− t = 5.

ویژه بردار و مقدار ١ . ٧ بخش

بردارهای اغلب .F(x)= Ax یعنی باشد، A نمایش ماتریس با خطی تبدیلی F :Rn→Rn کنید فرض
،F(v) = λv که گردد یافت λ عددی یعنی باشند، مواری که مواردی در هستند، موازی غیر F(v) و v
این است. F خطی تبدیل یا و A ماتریس ویژه مقدار λ و ویژه بردار v که می شود گفته اصطلاح در

دارد. ریاضی مباحث سایر و بحث ادمه در فراوانی کاربردهای مفهوم

عدد و v ∈Mat(n×1) ستونی بردار اگر است. ای n× n ماتریس A کنید فرض تعریف. ١.٧.١
بردار یک را v و A ماتریس ویژۀ مقدار یک را λ آنگاه ،Av = λv که گردند یافت طوری λ حقیقی
صفر بردار زیرا است، توجه مورد صفر مخالف v بردارهای اغلب می نامیم. A برای λ به نظیر ویژۀ

دارد. صدق ای λ هر ازای به Av = λv معادلۀ در طبیعی بطور

A ∈ مربعی ماتریس ویژۀ مقدار یک وقتی تنها و وقتی λ ∈ R عدد هامیلتن. قضیۀ ٢.٧.١
چند و A ماتریس مشخصۀ معادلۀ را معادله این .p(λ) = |λIn−A| = 0 که است Mat(n×n)

□ می نامیم. A مشخصۀ جمله ای چند را p(λ) ام n مرتبۀ جمله ای

مثال. ٣.٧.١

از عبارتست A مشخصۀ معادلۀ صورت، این در .A =
 3 1

4 3

 کنید فرض (١

0 = |λI2−A| =
∣∣∣∣∣∣∣ λ−3 −1

−4 λ−3

 = (λ−3)2−4.

هستند. A ویژۀ مقادیر λ2 = 5 و λ1 = 1 یعنی .λ = 3±2 و λ−3 = ±2 ،(λ−3)2 = 4 پس
داریم λ1 ویژۀ مقدار مورد در بعلاوه،

Av = λ1v ⇔
 3 1

4 3


 x

y

 =
 x

y

 ⇔
 3x+ y = x,

4x+3y = y.

با است برابر λ1 = 1 به نظیر ویژۀ بردارهای مجموعۀ یعنی، .y = −2x لذا و 2x+ y = 0 پس
 x

−2x


∣∣∣∣∣∣∣ x ∈ R

 = span


 1

−2


 .
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داریم نیز، λ2 ویژۀ مقدار مورد در

Av = 5v ⇔
 3 1

4 3


 x

y

 = 5

 x

y

 ⇔
 3x+ y = 5x,

4x+3y = 5y.

از عبارتست λ2 = 5 به نظیر ویژۀ بردارهای مجموعۀ یعنی، .y = 2x بنابراین
 x

2x


∣∣∣∣∣∣∣ x ∈ R

 = span


 1

2


 .

از است عبارت A مشخصۀ معادلۀ صورت، این در .A =


1 2 2

2 3 −2

−5 3 8

 کنید فرض (٢

0 = |λI3−A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ−1 −2 −2

−2 λ−3 2

5 −3 λ−8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ−3)(λ−4)(λ−5) .

داریم ،λ1 = 3 ویژۀ مقدار مورد در .λ3 = 5 و λ2 = 4 ،λ1 = 3 از عبارتند A ویژۀ مقادیر یعنی،

Av = 3v⇔


1 2 2

2 3 −2

−5 3 8




x

y

z

 = 3


x

y

z


⇔


−2x+2y+2z = 0,

2x−2z = 0,

−5x+3y+5z = 0,

⇔
 x = z,

y = 0.

از عبارتند A ماتریس از λ1 = 3 به نظیر ویژۀ بردارهای مجموعۀ }یعنی،
[x 0 x]t | x ∈ R

}
= span

{
[1 0 1]t

}
.

ترتیب به ،A ماتریس از λ3 = 5 و λ2 = 4 به نظیر ویژۀ بردارهای مجموعۀ مشابه، صورت به
با برابرند

span
{
[2 2 1]t

}
و span

{
[0 1 −1]t

}

λ3 − از است عبارت A مشخصۀ معادلۀ صورت، این در .A =


1 2 1

1 −1 1

2 0 1

 کنید فرض (٣

λ2 = 1+2i مزدوج مختلط ریشه های و λ1 =−1 حقیقی ریشۀ دارای که اشت λ2+3λ+5= 0



ویژه بردار و مقدار . ١ . ٧ ۴٩ خطی جبر . ١ فصل

با برابرند بترتیب آنها به نظیر ویژۀ بردارهای از متشکل مجموعه های است. λ3 = 1−2i و

span
{
[1 −1 1]t

}
, span

{
[1 i i]t

}
, span

{
[1 − i 1]t

}
.

است. ماتریس آن دترمینان برابر ماتریس، یک ویژۀ مقادیر همۀ حاصلضرب قضیه. ۴.٧.١
مجموع برابر یعنی است، ماتریس آن دترمینان اثر برابر ماتریسس، یک ویژۀ مقادیر همۀ مجموع
□ ماتریس. آن اصلی قطر عناصر

تکرار شماره برابر اکثر حد ویژه، مقدار هر به نظیر خطی مستقل ویژۀ بردارهای تعداد قضیه. ۵.٧.١
است. مشخصه معادلۀ در ویژه مقدار آن

□ هستند. خطی مستقل متفاوت، ویژۀ مقادیر به نظیر ویژۀ بردارهای

است آن باشد شدنی قطری A ∈Mat(n×n) ماتریس که این برای کافی و لازم شرط قضیه. ۶.٧.١
و . . . ،λ2 ،λ1 ویژۀ مقادیر دارای A ماتریس اگر بعلاوه باشد خطی مستقل ویژۀ بردار n دارای A که
ماتریس C و باشند آنها به نظیر ستونی ویژۀ بردارهای vn و . . . ،v2 ،v1 و بوده تکرار) با احتمالا) λn

و است قطری C−1AC صورت این در باشد، vn و . . . ،v2 ،v1 ستونهای دادن قرار هم کنار از حاصل

C−1AC =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λn


مثال. ٧.٧.١

نتیجه در و .C =
[

v1 v2

]
=

 1 1

−2 2

 حالت این در (٢.٧.١ از (١) مثال (ادامۀ (١

 1 1

−2 2


−1  3 1

4 3


 1 1

−2 2

 =
 1 0

0 5


حالت این در (٢.٧.١ از (٢) مثال (ادامۀ (٢

C =
[

v1 v2 v3

]
=


1 2 0

0 2 1

1 1 −1

 ,
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نتیجه در و
1 2 0

0 2 1

1 1 −1


−1 

1 2 2

2 3 −2

−5 3 8




1 2 0

0 2 1

1 1 −1

 =


3 0 0

0 4 0

0 0 5

 .

−(λ+1)3 = 0 مشخصۀ معادلۀ دارای A صورت این در .A =


2 −1 2

5 −3 −3

−1 0 −2

 کنید فرض (٣

دستگاه به AX = −X فرض دارد. سه تکرار با λ = −1 ویژۀ مقدار یک تنها نتیجه در و است
معادلات

3x− y+2z = 0, 5x−2y+3z = 0,

A ماتریس بنابراین، است. v = (1,1,−1)t آن خطی مستقل جواب تنها که می شود منتهی
⃝ نیست. شدنی قطری

در و آورده بدست را زیر ماتریس های از یک هر ویژۀ بردارهای و ویژه مقادیر تمام تمرین. ٨.٧.١
آورید. بدست آنرا قطری شکل امکان، صورت

1)

 3 1

4 3

 , 2)

 1 3

2 6

 ,
3)


0 1 −2

2 1 0

4 −2 5

 , 4)


5 −2 8

−4 0 −5

−4 2 −7

 ,

5)


−1 −4 −2

−2 −3 −2

4 8 5

 , 6)


1 0 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

0 1 1 1


.

کنید. محاسبه را


a b d

0 c e

0 0 f

 مثلثی بالا ماتریس قطری فرم و ویژه بردارهای ویژه، مقادیر (٧

صورت این در .P (x) = |xIn−A| و است n × n ماتریس یک A کنید فرض قضیه. ٩.٧.١
□ .p (A) = 0

صورت این در ،A =
 1 0

3 −1

 کنید فرض (١ مثال. ١٠.٧.١
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p (x) =

∣∣∣∣∣∣∣x
 1 0

0 1

−
 1 0

3 −1


∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣ x−1 0

−3 x+1

∣∣∣∣∣∣∣ = x2−1.

.A2n+1 = A و A2n = I ای n ≥ 1 هر ازای به بنابراین و A2 = I نتیجه در

آنگاه ،A =
 1 2

−1 3

 اگر (٢

p (x) =

∣∣∣∣∣∣∣x
 1 0

0 1

−
 1 2

−1 3


∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣ x−1 −2

1 x−3

 = x2−4x+5.

.A2 = 4A−5I2 یا ،A2−4A+5I2 = 0 نتیجه در

نتیجه در .B−1AB =

 4 0

0 2

 داریم B =

 1 1

1 −1

 فرض با ،A =
 3 1

1 3

 اگر (٣

An =

B

 4 0

0 2

B−1


n

= B

 4n 0

0 2n

B−1

= 2n−1

 2n+1 2n−1

2n−1 2n+1

 .

کنید: محاسبه را زیر ماتریسهای از یک هر مقدار تمرین. ١١.٧.١

1)

 1 −2

3 −4


n

, 2)

 4 −1

0 −2


n

,

3)


4 3 −3

2 3 −2

4 4 −3


n

, 4)

 λ 1

0 λ


n

.

متقارن و متعامد ماتریسهای ١ . ٨ بخش

می کنیم. معرفی را آنها از مورد دو هستند. متنوعی کاربردهای دارای ماتریسها انواع از برخی
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At = [a ji] صورت به A ماتریس ترانهاد .A = [ai j] ∈Mat(m×n) کنید فرض تعریف. ١.٨.١
می گردد. حاصل a ji و ai j عناصر مکان تعویض از و است Mat(m×n) از عضوی که می شود تعریف
یعنی .AAt = I که گوئیم متعامد صورتی در را A ماتریس .(At)t

= A که است روشن صورت، این در
△ باشد. ترانهادش برابر آن معکوس

که می شود ملاحظه مثال. ٢.٨.١

.A−1 =

 3/5 −4/5

4/5 3/5

 = At آنگاه A =

 3/5 4/5

−4/5 3/5

 اگر

.B−1 =


2/3 2/3 1/3

2/3 −1/3 −2/3

1/3 −2/3 2/3

 آنگاه B =


2/3 2/3 1/3

2/3 −1/3 −2/3

1/3 −2/3 2/3

= Bt


−1

اگر

⃝ .Bt = B که می گردد ملاحظه

اگر تنها و اگر است متعامد A آنگاه ،A = [ai j] ∈Mat(n×n) اگر قضیه. ٣.٨.١
.a2

1 j+a2
2 j+ · · ·+a2

n j = 1 ،1 ≤ j ≤ n هر ازای به الف)

.a2
i1+a2

i2+ · · ·+a2
in = 1 ،1 ≤ i ≤ n هر ازای به ب)

□ .ai1a1 j+ · · ·+ainan j = 0 ،1 ≤ i , j ≤ n هر ازای به ج)

برابر ترانهادش با که گوئیم متقارن صورتی در را A = [ai j] ∈Mat(n×n) ماتریس تعریف. ۴.٨.١
△ .ai j = a ji ای j هر و i هر ازاء به یعنی باشد،

n و تکرار) احتساب (با حقیقی ویژۀ مقدار n دارای ای n× n متقارن ماتریس هر قضیه. ۵.٨.١
مقادیر به نظیر ویژۀ بردارهای بعلاوه، است. شدنی قطری بنابراین و است خطی مستقل ویژۀ بردار
□ متعامدند. متفاوت، ویژۀ

λn و . . . ،λ2 ،λ1 ویژۀ مقدارهای با متقارن ماتریس یک A ∈ Mat(n×n) اگر نتیجه. ۶.٨.١
را ها vi دادن قرار هم کنار از حاصل ماتریس و بوده vn و . . . ،v2 ،v1 یکۀ ویژۀ بردارهای و

آنگاه بنامیم، C = [v1v2 · · ·vn]

C−1AC =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λn


.

ماتریس آنگاه کنیم، استفاده یکه بردارهای از C در و باشند، متمایز A ویژۀ مقادیر همۀ اگر بنابراین،
□ بود. خواهد متعامد C
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بگیرید. نظر در را A =

 1 −1

−1 1

 ماتریس (١ مثال. ٧.٨.١

λ1 = 0 آن ویژۀ مقادیر پس است. λ2−2λ= 0 آن مشخصۀ معادلۀ و است متقارن ماتریس این
span

{
[−1 1]t} با برابرند بترتیب λ2 = 2 و λ1 = 0 به نظیر ویژۀ بردارهای هستند. λ2 = 2 و

کنیم فرض می توانیم پس .span
{
[1 −1]t} و

v1 =

√
2

2

 1

1

 , v2 =

√
2

2

 1

−1

 , C =
[

v1 v2

]
=

√
2

2

 1 1

1 −1

 .
نتیجه در و C−1 =Ct متمایزند، A ویژۀ مقادیر چون صورت این در

C−1AC =CtAC =

 0 0

0 2

 .

مشخصۀ معادلۀ و است متقارن ماتریس این بگیرید. نظر در را A=


0 −1 0

−1 0 1

0 1 0

 ماتریس (٢

.λ3 =
√

2 و λ2 = −
√

2 ،λ1 = 0 با برابرند A ویژۀ مقادیر پس می باشد. λ
(
λ2−2

)
= 0 آن

ترتیب به λ3 و λ2 ،λ1 به نظیر ویژۀ بردارهای

span




1

0

1


 , span




1√
2

−1


 , span




1

−
√

2

−1


 ,

کرد فرض می توان پس می باشند.

v1 =

√
2

2


1

0

1

 , v2 =
1
2


1√
2

−1

 ,

v3 =
1
2


1

−
√

2

−1

 , C =
1
2


√

2 1 1

0
√

2 −
√

2√
2 −1 −1

 .
بنابراین و C−1 =Ct صورت این در

C−1AC =


1 0 0

0 −
√

2 0

0 0
√

2
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A مشخصۀ معادلۀ (λ+ 2)2(λ− 4) = 0 صورت این در .A =


1 −3 3

3 −5 3

6 −6 4

 کنید فرض (٣

span
{
(1,1,0)t, (1,0,−1)t

}
از است عبارت λ= 2 به نظیر ویژۀ بردارهای فضای است. عبارت

بنابراین .span
{
(1,1,2)t

}
از است عبارت λ = 4 به نظیر ویژۀ بردارهای فضای و

C =


1 1 1

1 0 1

0 −1 2

 , C−1AC =


−2 0 0

0 −2 0

0 0 4

 .
.C−1 ,Ct حالت این در که شود توجه

آورید. بدست را An مقدار .n ∈ N و A =

 1 −2

−2 1

 کنید فرض (۴

λ2 − 2λ− 3 = 0 آن مشخصه ، معادلۀ می کنیم. قطری را A ابتدا منظور این برای حل:
و λ1 به نظیر خطی مستقل ویژۀ بردارهای هستند. λ2 = 3 و λ1 = −1 آن ویژۀ مقادیر و
ماتریس به آنها دادن قرار هم کنار با .v2 = (−1,1)t و v1 = (1,1)t از عبارتند بترتیب λ2

نتیجه در .A =C

 −1 0

0 3

C−1 یا C−1AC =

 −1 0

0 3

 که می رسیم، C =

 1 −1

1 1


An =

C
 −1 0

0 3

C−1


n

=C

 −1 0

0 3


n

C−1

=C

 (−1)n 0

0 3n

C−1 =
1
2

 (−1)n −3n

−(−1)n 3n


=

(−1)n

2

 1 0

−1 0

+ 3n

2

 0 −1

0 1

 .
دیگر) بخشهای بسیاری (و ثابت ضرایب با معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل مبحث در (۵
سری استفاده با eA اما است. مربعی ماتریسی A که شود، محاسبه exp(A) یا eA است لازم

می گردد: تعریف می شود، آورده یک عومی ریاضی در که لوران بسط

eA := In+A+
1
2

A2+
1
3!

A3+ · · ·+ 1
n!

An+ · · · := lim
k→∞

n∑
k=0

Ak

k!
.

داریم بالا مثال در ماتریس برای نمونه، برای

eA = I2+
1
2
(−B+3D

)
+

1
4
(
B+32D

)
+ · · ·+ 1

2n!
(
(−1)nB+3nD

)
+ · · ·
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= I2+
1
2

(
−1+

1
2
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

n!
+ · · ·

)
B+

1
2

(
3+

32

2!
+ · · ·+ 3n

n!
+ · · ·

)
D

= I2+
1
2

(e−1−1)B+
1
2

(e3−1)D

=
1
2

 e3+ e−1 e−1− e3

e−1− e3 e3+ e−1

 ,
⃝ .D =

 0 −1

0 1

 و B =

 1 0

−1 0

 آن در که

است: ارز هم قطری ماتریس یک با زیر متقارن ماتریسهای از یک هر که دهید نشان تمرین. ٨.٨.١

1)

 1 −1

−1 0

 , 2)

 2 2

2 −1

 ,
3)


0 −1 0

−1 0 −1

0 −1 0

 , 4)


1 0 1

0 0 0

1 0 0

 .
است. متقارن A+At آنگاه باشد، دلخواه A ∈Mat(n×n) اگر که دهید نشان (۵

چرا؟ است؟ متقارن متقارن، ماتریس دو حاصلضرب آیا (۶

چرا؟ است؟ متعامد متعامد، ماتریس دو حاصلضرب آیا (٧

کنید. محاسبه ای n هر ازای به را An ،A =
 2 −1

−1 1

 چنانچه (٨

.A = 0 آنگاه ،AAt = 0 اگر که کنید ثابت (٩

.eA =CeBC−1 آنگاه ،A =CBC−1 اگر که دهید نشان (١٠

آنگاه باشند، عدد t و s اگر که دهید نشان (١١

a) e0 = In, b) e−A = (eA)−1, c) esAetA = e(s+t)A.

باشد. غلط است ممکن eAeB = eA+B رابطه ماتریسها مورد در که دهید نشان ساده مثالی با (١٢

دارای ماتریسها تمام حال، این با نباشند. شدنی قطری است ممکن ماتریسها از بسیاری که دیدیم
است: برقرار ذیل قضیه دقیقتر، بیان به هستند. ژردان» «نماش بنام ساده نمایشی
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چندجمله ای و حقیقی درایه های با n× n ماتریسی A کنیم فرض ژردان. نمایش قضیه ٩.٨.١
حقیقی ریشه تا n2 ،α1 حقیقی ریشه تا n1 دارای p(x) چنانچه است. p(x) = det(xIn−A) مشخصه
جفت m2 ،β1 ±γ1 i مختلط ریشه جفت m1 دارای نیز و باشد αk حقیقی ریشه تا nk و . . . ،α2

وارونپذیری ماتریس آنگاه باشد، βℓ ±γℓ i مختلط ریشه جفت mℓ و . . . ،β2 ±γ2 i مختلط ریشه
که می گردنند یافت di j و ci j طبیعی اعداد و P مانند

P−1AP =



J(α1,c11)
. . .

J(αk,ckt)

K(β1±γ1 i,d11)
...

K(βℓ ±γℓ i,dℓs)


,

،dg1+dg2+ · · · = mg ،c f 1+ c f 2+ · · · = n f آن در که

J(a, t) =



a 1

a 1
. . .

. . .

a 1

a


∈Mat(t× t),

همچنین و t ∈ N و a ∈ R برای

K(a±bi, t) =



L I2

L I2

. . .
. . .

L I2

L


∈Mat(2t×2t), L =

 a b

−b a

 ,

□ هستند. صفر بالا ماتریسهای در نشده داده نمایش درآیه های سایر .t ∈ N و a,b ∈ R برای

شود: فرض اگر نمونه، برای

A =


1 1 0 0

11 7 −4 −4

22 15 −7 −9

−3 −2 1 3


, P =


0 3 −5 −2

0 3 5 −3

3 12 −5 −12

−3 0 0 0


, Q =


2 1 0 0

0 2 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


,
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n1 = n2 = c11 = و α2 = 0 ،α1 = 2 ،ℓ = 0 ،k = 2 آن در که است، برقرار Q = P−1AP رابطه آنگاه
مشابه صورت به .c21 = 2

A =


1 2 −1

0 2 0

1 −2 3

 , P =


−1 3 2

0 1 1

1 0 0

 , Q =


2 1 0

0 2 0

0 0 2

 ,
.c12 = 1 و c11 = 2 ،n1 = 3 ،α1 = 2 ،ℓ = 0 ،k = 1 با

یافت طوری P حقیقی وارونپذیر ماتریس ،A مانند 2×2 حقیقی ماتریس هر برای نتیجه. ١٠.٨.١
است: ذیل کانونی صورتهای از یکی با برابر P−1AP که aمی گردد 0

0 b

 ,
a 1

0 a

 ,
 a b

−b a

 ,
□ هستند. حقیقی اعداد b و a که

یافت طوری P حقیقی وارونپذیر ماتریس ،A مانند 3×3 حقیقی ماتریس هر برای نتیجه. ١١.٨.١
است: ذیل کانونی صورتهای از یکی با برابر P−1AP که می گردد

a 0 0

0 b 0

0 0 c

 ,

a 1 0

0 a 0

0 0 b

 ,

a 1 0

0 a 1

0 0 a

 ,


a b 0

−b a 0

0 0 c

 ,
□ هستند. حقیقی اعداد c و b ،a که

خطͬ تبدیل ١ . ٩ بخش

یعنی می شوند. نامیده خطی هستند، بودن خطی خاصیت حافظ که برداری فضاهای بین توابع

هر و u,v ∈ Rn هر ازای به که گوئیم خطی صورتی در را F : Rn → Rm نگاشت تعریف. ١.٩.١
ای a ∈ R

F (au) = aF (u) و F (u+v) = F (u)+F (v)

△ . f (x,y,z) می نویسیم f (
−−−−−→
(x,y,z)) بجای معمولا

مثال. ٢.٩.١
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زیرا است. خطی R3 به R2 از F (x,y) =
−−−−−−−−−−−−−→
(2x, x− y,y− x) نگاشت (١

F(a(x,y)) = F(ax,ay)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2ax,ax−ay,ay−ax)

=
−−−−−−−−−−−−−→
(2x, x− y,y− x)

= aF(x,y),

F((x,y)+ (s, t)) = F(x+ s,y+ t)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x+2s, x+ s− y− t,y+ t− x− s)

=
−−−−−−−−−−−−−→
(2x, x− y,y− x)+

−−−−−−−−−−−−→
(2s, s− t, t− s)

= F(x,y)+F(s, t).

چون بگیرید. نظر در را R به R3 از F (x,y,z) = x−2y+ z نگاشت (٢

F(a(x,y,z)) = F(ax,ay,az)

= ax−2ay+az

= a(x−2y+ z)

= aF(x,y),

F((x,y,z)+ (α,β,γ)) = F(x+α,y+β,z+γ)

= x+α−2y−2β+ z+γ

= (x−2y+ z)+ (α−2β+γ)

= F(x,y,z)+F(α,β,γ).

⃝ است. خطی F نگاشت بنابراین،

باشد Rl به Rm از خطی نگاشتی H و Rm به Rn از خطی نگاشتهای G و F اگر قضیه. ٣.٩.١
خطی تبدیل هر معکوس بعلاوه، خطی اند. نگاشت H ◦F و F +G ،aF صورت این در ،a ∈ R و
□ .(A−1)−1 = A و است معکوسپذیر خطی تبدیل یک معکوسپذیر،

آن مختصات سایر و یک آن ام i مختص که است برداری ei ∈ Rn کنید فرض تعریف. ۴.٩.١
باشند. صفر مختصاتش سایر و یک آن ام i مختص که است برداری Ei ∈ Rm بعلاوه و صفرند

باشیم داشته 1 ≤ j ≤ n هر ازای به و است خطی نگاشتی F : Rn→ Rm کنید فرض

F (ei) = a1 jE1+a2 jE2+ · · ·+am jEm.

نشان M (F) نماد با و می نامیم F خطی تبدیل نمایش ماتریس را A = [ai j] ماتریس صورت این در
ای v ∈ Rn هر ازای به آنگاه شوند، نوشته ستونی شکل به بردارها اگر بنابراین، می دهیم.

∀v ∈ Rn : F (v) = M (F)v.

m× n ماتریسهای مجموعۀ و Rm به Rn از خطی نگاشتهای بین یکبیک تناظری قضیه. ۵.٩.١
را M(F) ∈Mat(m×n) نمایشش ماتریس F : Rn→ Rm خطی نگاشت به است کافی دارد. وجود
ضابطه با L(A) : Rn → Rm خطی تبدیل ،A ∈Mat(m× n) ماتریس هر به بالعکس، و کنیم نظیر
□ .M(L(A)) = A و L(M(F)) = F همچنین، نماییم. متناظر را x 7→ Ax



خطی تبدیل . ١ . ٩ ۵٩ خطی جبر . ١ فصل

(x,y)t 7→ (x−y, x+y,2x+3y)t ضابطه با F : R2→ R3 تبدیل به متناظر ماتریس مثال. ۶.٩.١

ماتریس به متناظر L(A) : R3→ R2 خطی نگاشت است. M(F) =


1 −1

1 1

2 3

 ∈Mat(3×2) برابر

⃝ است. (x,y,z) 7→ (x+ y− z,2x+ z)t ضابطه با A =

1 1 −1

2 0 1

 ∈Mat(2×3)

J و Rl به Rm از خطی نگاشتی H ،Rm به Rn از خطی نگاشتهای G و F اگر قضیه. ٧.٩.١
صورت این در ،a ∈ R و باشد Rn به Rn از معکوسپذیر و خطی نگاشتی

1) M (aF) = aM (F) , 2) M (F +G) = M (F)+M (G) ,

3) M (H ◦F) = M (H) M (F) , 4) M
(
J−1

)
= M (J)−1 .

□ می نامند. جبرها بین ایزومورفیسم را تناظری چنین ریاضیدانان

و a = 3 کنید فرض مثال. ٨.٩.١

F (x,y) =
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x− y, x+ y, x+3y), G (x,y) =

−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x, x+ y,2x+3y),

H (x,y,z) =
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(x− y+ z,2x+ y−2z), J (x,y) =

−−−−−−−−−−−→
(x− y,2x+ y).

کنیم: تحقیق حالت این در را ٧.٩.١ قضیۀ می خواهیم
ستونی) بردارهای شکل (به چون (١

F


 1

0


 =


2

1

1

 و F


 0

1


 =


−1

1

3


از عبارتست F نمایش ماتریس بنابراین

M (F) =


2 −1

1 1

1 3

 .
مشابه صورت به

G


 1

0


 =


2

1

2

 , G


 0

1


 =


0

1

3

 ,

M (G) =


2 0

1 1

2 3

 , H




1

0

0


 =

 1

2

 ,
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H




0

1

0


 =

 −1

1

 , H




0

0

1


 =

 1

−2

 ,
M (H) =

 1 −1 1

2 1 −2

 , J


 1

0


 =

 1

2

 ,
J


 0

1


 =

 −1

1

 , M (J) =

 1 −1

2 1

 .
داریم ،٧.٩.١ قضیۀ از (١ قسمت تحقیق برای (٢

(aF) (x,y) = aF (x,y) = 3
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x− y, x+ y, x+3y)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(6x−3y,3x+3y,3x+9y),

M (aF) =


6 −3

3 3

3 9

 = 3


2 −1

1 1

1 3

 = aM (F) .

داریم ،٧.٩.١ قضیۀ از (٢ تحقیق برای (٣

(F +G) (x,y) = F (x,y)+G (x,y)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x− y, x+ y, x+3y)+

−−−−−−−−−−−−−−−−→
(2x, x+ y,2x+3y)

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(4x− y,2x+2y,3x+6y),

M (F +G) =


4 −1

2 2

3 6


=


2 −1

1 1

1 3

+


2 0

1 1

2 3

 = M (F)+M (G) .

داریم ،٧.٩.١ قضیۀ از (٣ تحقیق برای (۴

(H ◦F) (x,y) = H (F (x,y)) = H (2x− y, x+ y, x+3y)

=
(
(2x− y)− (x+ y)+ (x+3y)

)
i+

(
2(2x− y)+ (x+ y)−2(x+3y)

)
j

=
−−−−−−−−−−−−−−→
(2x+ y,3x−7y),

M (H ◦F) =

 2 1

3 −7
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=

 1 −1 1

2 1 −2




2 −1

1 1

1 3

 = M (H) M (F) .

داریم J−1 (x,y) = (u,v) فرض با ،٧.٩.١ قضیۀ از (۴ قسمت تحقیق برای (۵

J
(
J−1 (x,y)

)
=
−−−→
(x,y)⇒ J (u,v) =

−−−→
(x,y) ⇒ −−−−−−−−−−−→

(u− v,2u+ v) =
−−−→
(x,y), u− v = x,

2u+ v = y,
⇒

 3u = x+ y,

3v = −2x+ y,
⇒ J−1 (x,y) =

−−−−−−−−−−−−−−→(
x+ y

3
,
−2x+ y

3

)
,

M (J)−1 =

 1 −1

2 1


−1

=
1
3

 1 1

−2 1


=

 1/3 1/3

−2/3 1/3

 = M
(
J−1

)
.

⃝ برقرارند. کلی حالت در روابط این

را یک هر نمایش ماتریس سپس خطی اند. زیر نگاشتهای از یک هر که دهید نشان تمرین. ٩.٩.١
کنید: مشخص

1) F (x,y,z) = (2x−3y+5z, x+ y−2z) , 2) F (x,y) = (3x−2y,2x+4y, x+ y) ,

3) F (x,y) = 2x−3y, 4) F (x,y) = (x+ y,2x− y) ,

5) F (x,y,z) = (x+ z,y+ x,z+ x) .

و a = 5 که کنید تحقیق صورتی در را ٧.٩.١ قضیۀ (۶

F (x,y) = (3x−2y, x+ y) , H (x,y) = (x+ y, x− y) ,

G (x,y) = (2x− y, x−2y) , J (x,y) = (2x+ y, x+2y) .

.(AB)−1 = B−1A−1 و (A−1)−1 = A که کنید ثابت (٧

u,v ∈Rn همه برای F(u+v) = F(u)+F(v) رابطه در F :Rn→Rm تابع اگر که دهید نشان (٨
و v ∈ Rn هر برای F(av) = aF(v) رابطه در آنگاه باشد، پیوسته نقطه ای در و نموده صدق
به کلی، حالت در مساله این حل (برای است. خطی بنابراین و نموده صدق نیز a ∈ R هر

نمایید.) حل n = m = 1 حالت برای را آن فعلا دارید. نیاز پیوستگی فصل اطلاعات

با
(

a b
−b a

)
بشکل ماتریسهای همه مجموعه Co کنید فرض ماتریسها) صورت به مختلط (اعداد (٩

F(z) =
(

x y
−y x

)
ماتریس به را z = x+ yi ∈ C مختلط عدد اگر که دهید نشان باشد. a,b ∈ R
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برقرارند: زیر روابط z,w ∈ C هر ازای به آنگاه کنیم، متناظر

F(z+w) = F(z)+F(w), F(zw) = F(z) F(w).

به i مختلط واحد عدد و می گردد متناظر I همانی ماتریس به یک مختلط عدد همچنین،
F : C→ Co تابع اصطلاح در .J2 = −I که شود توجه می گردد. متناظر J =

(
0 1
−1 0

)
ماتریس

از مختلط اعداد بجای اینکه، نتیجه است؟ کدام z/w و 1/z ،z̄ به متناظر است. ایزومورفیسم
نمود! استفاده می شود شکل این به ماتریسهای

میپل از استفاده ١ . ١٠ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

LinearAlgebra بنام افزاری نرم در مبپل، در خطی جبر مورد در دستورات اندازی. راه ١.١٠.١
نمود. کار به آماده حافظه در را آن می توان with(LinearAlgebra) دستور با که دارد وجود

با را آن است بهتر ماتریس، یک یا و بردار یک از استفاده برای ماتریس. و بردار تعریف ٢.١٠.١
،v_2 ،v_1 بترتیب درآیه های با و v بنام n−مؤلفه ای برداری تعریف برای کنیم. معرفی بخصوص اسمی
v := ⟨v_1,v_2, · · · ,v_n⟩ یا و سطری) (برای v := ⟨v_1 |v_2 | · · · |v_n ⟩ دستور از v_n و . . .
دستور از ،Ai j ام (i, j) درآیۀ با و A بنام n×m ماتریس تعریف برای می کنیم. استفاده ستونی) (برای

A :=


A11 A12 · · · A1m

A22 A23 · · · A2m
...

...
...

An1 An2 · · · Anm


تعریف برای

A :=⟨ ⟨A_11,A_12, · · · ,A_2m ⟩ ,

⟨A21,A_22, · · · ,A_1m ⟩ , · · ·

⟨A_n1,A_n2, · · · ,A_nm ⟩ ⟩

البته شود. ستفاده ماتریس دستور از نیز بردارها تعریف برای حتی که می شود توصیه می کنیم. استفاده
مطالعۀ به میپل help کمک به می توانید که دارد وجود تعریف در سهولت ایجاد برای دیگری دستورات

بپردازید. آنها

صورت این در باشد، دلخواه عددی c و ماتریس B و A کنید فرض ماتریسها. بر اعمال ٣.١٠.١

نوشت باید محاسبه برای نوشت باید محاسبه برای
A − B B ماتریس منهی A A+B B و A مجموع
A .B B در A حاصلضرب c .A A ماتریس در c

A∧ (−1) A معکوس A∧n n توان به A ماتریس
Determinant (A) A ماتریس دترمینان Transpose(A) A ماتریس ترانهاد
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دستورات درج با :۶ . ١ شکل
A := ⟨⟨1, −2⟩|⟨2, 3⟩⟩;
B := ⟨⟨0, 2⟩, ⟨3, 1⟩⟩;
C := A∧ (−1)BA;

می شود. حل ١٠.۴.١ تمرین

می دهیم. انجام ۶ . ١ شکل در صورت به میپل کمک به را ١٠.۴.١ تمرین از ٢ قسمت مثال. ۴.١٠.١

معادلات از Sy دستگاه کنید فرض خطی. معادلات دستگاه حل ۵.١٠.١

eq_i := a_i1∗x_1+ a_i2∗x_2+ · · ·+ a_im∗x_m = b_i,

می کنیم: وارد میپل در زیر شکل به را دستگاه این .1 ≤ i ≤ n که باشد، شده تشکیل

eq_1 := a_11∗x_1+ · · ·+ a_1m∗x_m = b_1;

...

eq_n := a_n1∗x_1+ · · ·+ a_nm∗x_m = b_n;

Sy :=
{
eq_1,eq_2, · · · ,eq_n

}
;

Va :=
{
x_1,x_2, · · · ,x_m

}
;

شکل به نمونه برای شود. استفاده solve(Sy,Va) دستور از است کافی دستگاه این حل برای اکنون
شود. توجه ١ . ٧

حل از نمونه ای :١ . ٧ شکل
میپل. بکمک معادلات دستگاه
است. ثابت پارامتری a اینجا در

اموزش برای بسیاری امکانات Student[linearAlgebra] بسته در گاوس. حذف روش ۶.١٠.١
مشاهده ضمن می توان آن کمک به که LinearSystemPlot(sys) جمله از دارد، وجود جبرخطی بهتر
دقیق مقدار و جواب تشکیل چگونگی ،sys دستگاه دهنده تشکیل معادلات تک تک جواب مجموعه
مراحل GaussianEliminationTutor(A,b) دستور از استفاده با همچنین، نمود. ملاحظه نیز را آن

می شود. داده نشان گاوس حذف روش به Ax = b معادلات دستگاه حل

ماتریس مشخصۀ p(λ)= det(λI−A) چندجمله ای آوردن بدست برای ویژه. بردار و مقدار ٧.١٠.١
دستور کمک به شود. استفاده CharacteristicPolynomial(A, lambda) دستور از است کافی A
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از زنجیره ای شکل به نتبجه آورد. بدست را A ویژۀ بردارهای و مقادیر می توان Eigenvectors(A)

چندجمله ای در آن تکرار شمارۀ b ویژه، مقدار a که بود، خواهد [a,b, (v_1, ...,v_k)] فرم به عبارتهای
از استفاده با می باشد. a به نظیر ویژۀ بردارهای از خطی مستقل مجموعه ای (v_1, ...,v_k) و مشخصه
مراحل و می شود باز صفحه ای ،Student[linearAlgebra] بسته از EigenvectorsTutor(A) دستور

شود. توجه ١ . ٨ شکل به نمونه برای می شود. داده نشان A ماتریس ویژه مقدار و بردار مساله

بردارهای و ویژه مقادیر :١ . ٨ شکل
میپل بکمک B ماتریس ویژه
دارای ماتریس این شده اند. محاسبه
با 0 و دو تکرار با 20 ویژه مقدار دو

است. یک تکرار

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ٨.١٠.١
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm


٢ فصل

تحلیلͬ هندسۀ

җࣹی! Єࣳم ऱه یدم य़ مات Кنان آن ґϲی؟ Ѣماشای ːψو चا य़ Пودی ЏڞՉه
زدҗی! Єࣳم ऱه Θدر ࣛ уو ˠͮم ॑ز ࣸود زدВ͂م य़ॐ ђࣹم Єࣳم ऱه

ϊܩ܃ری џझدون

و ضلع دو اگر اینکه مثلا نمود. تعریف می توان اشکال خواص مطالعۀ علم صورت به را هندسه
روشهای است. هندسی حکم یک انطباقند، قابل مثلث دو آن باشند، برابر هم با مثلث دو بین زاویه
است منطق بر مبتنی که موضوعی اصل هندسۀ جمله از دارد. وجود هندسی مسایل حل برای متعددی
استفاده فصل این از هدف می باشد. انتگرال و دیفرانسیل حساب بر مبتنی که دیفرانسیل هندسۀ یا و

٢ می نامند. تحلیلی هندسۀ را علم این است. هندسه مسایل حل در خطی جبر از

داخلͬ ضرب ٢ . ١ بخش

که است درست ادعا این دید، خواهید که طوری همان زیرا است، اساسی بسیار بخش این موضوع
ساخت. می توان داخلی ضرب داشتن با تنها را تحلیلی هندسۀ تمام تقریباً

v •w نماد با را w در v داخلی حاصلضرب ،v = (
a,b,c

)
,w =

(
x,y,z

) ∈ R3 اگر تعریف. ١.١.٢
می کنیم. تعریف v •w = ax+by+ cz شکل به و داده نشان

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2
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و v = (a1, · · · ,an) اگر نمود: تعریف می توان را Rn در داخلی ضرب مشابه صورت به
.v •w := a1b1+ · · ·+anbn می کنیم تعریف باشند، Rn در بردار دو w = (b1, · · · ,bn)

بدون مطالب این اما گفت، خواهیم سخن R3 در داخلی ضرب خواص مورد در تنها پس، این از
هستند. صحیح Rn برای محدودیتی هیچ

آنگاه: ،a ∈ R و u,v,w ∈ R3 اگر قضیه. ٢.١.٢

1) u •v = v •u, 3) a (u •v) = (au) •v,

2) u • (v+w) = u •v+u •w, 4) u •u ≥ 0.

u ∈ R3 مفروض بردار اندازه) یا (نرم طول ،٢.١.٢ قضیه از (۴) ویژگی دلیل به تعریف. ٣.١.٢
△ .

∥∥∥(a,b,c)
∥∥∥ :=
√

a2+b2+ c2 یعنی، می کنیم. تعریف ∥u∥ =
√

u •u صورت به را

آنگاه: ،a ∈ R و u,v ∈ R3 اگر قضیه. ۴.١.٢

1) ∥u∥ ≥ 0 2) ∥au∥ = |a|∥u∥, 3) ∥u∥ = 0⇔ u = 0,

4) ∥u+v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥, 5) |u •v| ≤ ∥u∥∥v∥.

□ می نامند. کوشی نامساوی و مثلثی نامساوی بترتیب را (۵) و (۴) نامساوی

بین زاویه نتیجه، در .−1 ≤ u •v
∥u∥∥v∥ ≤ 1 داریم کوشی، نامساوی وجود دلیل به تعریف. ۵.١.٢

صورت به را u,v ∈ R3 بردارهای

∠(u,v) := arccos
( u •v
∥u∥∥v∥

)
,

△ نمود. تعریف می توان
u •v = ∥u∥∥v∥cosα آنگاه باشد، α برابر v و u بین زاویه اگر بنابراین،

□ .u •v = 0 که است این v و u بردارهای بودن عمود برای کافی و لازم شرط قضیه. ۶.١.٢

AB بردار اندازه صورت به را B تا A فاصلۀ صورت این در .A,B ∈ R3 کنید فرض تعریف. ٧.١.٢
دیگر بیان به می دهیم. نشان d (A,B) نماد با و نموده تعریف

d
(
(x,y,z), (a,b,c)

)
:=

√
(x−a)2+ (y−b)2+ (z− c)2.

چیست؟ تساوی این فیزیکی تعبیر .d(A,B) = ∥B−A∥ واقع، در

آنگاه: ،A,B,C ∈ R3 اگر قضیه. ٨.١.٢

1) d (A,B) ≥ 0, 2) d (A,B) = 0⇔ A = B,

3) d (A,B) = d (B,A) , 4) d (A,B)+d (B,C) ≥ d (A,C) .

□ می نامند. مثلثی نامساوی را (٣ نامساوی
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ضرب الف) :٢ . ١ شکل
یک تصویر ب) داخلی

دیگری بر بردار

مثال. ٩.١.٢

با است برابر v =
(
−2,4,

√
5
)

و u =
(
2,−4,

√
5
)

بردارهای بین زاویه (١

∠ (u,v) = arccos
(

u •v
∥u∥∥v∥

)

=arccos

 (2)(−2)+(−4)(4)+(
√

5)(
√

5)√
22+(−4)2+(

√
5)2

√
(−2)2+42+(

√
5)2


= arccos

(
−15
5×5

)
= arccos(0.6) ≈ 0.927.

الاضلاع متساوی هستند، C = (0,1,1) و B = (1,0,1) ،A = (1,1,0) آن رئوس که مثلثی (٢
است:

d (A,B)=
√

(1−1)2+ (0−1)2+ (1−0)2 =
√

2,

d (A,C)=
√

(0−1)2+ (1−1)2+ (1−0)2 =
√

2,

d (B,C)=
√

(0−1)2+ (1−0)2+ (1−1)2 =
√

2.

طول دوم توان مجموع که کنید ثابت الاضلاعند. متوازی یک رئوس D و C ،B ،A کنید فرض (٣
است: برابر قطر دو طول دوم توان مجموع با اضلاع

AB2+BC2+CD2+DA2 = AC2+BD2.

شود. توجه ٢ . ١-الف شکل به
−−→
DB=

−−→
DC+

−−→
CB= ،−−→CB= v ،−−→DC = u صورت این در .v=−−→DA و u=

−−→
AB کنیم فرض حل:

نظر مورد حکم بنابراین .−−→CA =
−−→
CB−−−→AB = v−u و u+v

∥u∥2+ ∥−v∥2+ ∥−u∥2+ ∥v∥2 = ∥u+v∥2+ ∥v−u∥2,

از است کافی اثبات، برای .2∥u∥2 + 2∥v∥2 = ∥u+ v∥2 + ∥v−u∥2 دیگر بیان به یا است.
شود: استفاده اندازه تعریف

∥u+v∥2+ ∥v−u∥2 = (u+v) • (u+v)+ (u−v) • (u−v)
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= u •u+2u •v+v •v+u •u−2u •v+v •v

= 2u •u+2v •v

= 2∥u∥2+2∥v∥2.

کنید: محاسبه را ∠ (u,v) و u •v ،∥v∥ ،∥u∥ زیر، موارد از یک هر در تمرین. ١٠.١.٢

1) u =
(
1,2,−2

)
, v =

(
3,2,1

)
, 2) u =

(
0,1,1

)
, v =

(
1,0,0

)
,

3) u =
(
1,0,1

)
, v =

(
1,1,0

)
, 4) u =

(
4,3,−5

)
, v =

(−5,3,4
)
.

در را ٨.١.٢ قضیه از (٣) قسمت .C = (4,3,0) و B = (3,0,1) ،A = (1,2,−1) کنید فرض (۵
کنید. تحقیق مورد این

u/∥u∥ صورت به را u یکۀ بردار است. صفر مخالف برداری u ∈ R3 کنید فرض تعریف. ١١.١.٢
.u = ∥u∥ u

∥u∥ بعلاوه: و است یک بردار این اندازه که است آن گذاری اسم این دلیل می کنیم. تعریف
△

صورت این در .u , 0 و u,v ∈ R3 کنید فرض دیگر. برداری بر بردار یک تصویر ١٢.١.٢

projuv =
(u •v
u •u

)
u,

شود. توجه ٢ . ١-ب شکل به است. u بر v تصویر
برابر u بر v بردار تصویر طول اثبات:

∥projuv∥ = ∥v∥.|cosα|

= ∥v∥ |u •v|∥u∥.∥v∥ =
|u •v|
∥u∥ ,

منفی طول لذا و cosα < 0 آنگاه ،π/2 < α ≤ π اگر که است روشن است. ∠ (u,v) زاویۀ α که است،
آنگاه ،0 ≤ α < π/2 اگر طرفی، از است. شده ظاهر |cosα| بالا محاسبه در دلیل همین به می شود.
نتیجه در است. برابر −u با آنگاه ،π/2 < α ≤ π که اگر و است برابر u یکۀ بردار با تصویر یکۀ بردار

داریم: مجموع، در پس projuv
∥projuv∥ = sgn(cosα)

u
∥u∥

projuv = ∥projuv∥ projuv
∥projuv∥

=
|u •v|
∥u∥ sgn(cosα)

u
∥u∥

=
∥u∥∥v∥|cosα|
∥u∥

cosα
|cosα|

u
∥u∥

=
∥u∥∥v∥cosα
∥u∥2

u =
(u •v
u •u

)
u.
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آورید. بدست را u =
(
1,−1,2

) بردار بر v =
(
1,2,−1

) بردار تصویر (١ مثال. ١٣.١.٢

داریم تعریف به توجه با حل:

projuv =
(u •v
u •u

)
u

=
(1) (1)+ (−1)(2)+ (2) (−1)

(1)2+ (−1)2+ (2)2 (1,−1,2)

=
1
2

(−1,1,−2).

بر A رأس از وارد ارتفاع طول .C = (0,−1,1) و B = (1,2,3) ،A = (1,2,−1) کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را BC ضلع

می کنیم فرض ابتدا منظور این برای حل:

u =
−−→
CB = B−C = (1,3,2),

v =
−−→
CA = A−C = (1,3,−2).

آنگاه ٢ . ٢-الف) (شکل بنامیم h را H تا A فاصلۀ و نامیده H را BC ضلع بر A تصویر اگر
کرد. محاسبه را CH ضلع و CA ضلع می توان h محاسبه برای ،CAH الزاویۀ قائم مثلث در

یعنی است. u بر v تصویر از عبارت ℓ آن در که ،h2 = ∥v∥2− ℓ2 یعنی

ℓ =
∥∥∥projuv

∥∥∥ = |u •v|∥u∥
=
|1+9−4|
√

1+9+4
=

6
√

14
.

زیرا می باشد.
√

80/7 برابر شده خواسته طول نتیجه، در

h2 =
(√

1+9+4
)2−

(
6
√

14

)2

= 14− 36
14
=

80
7
.

آورید: بدست را v بر u تصویر مورد، هر در تمرین. ١۴.١.٢

1) u =
(
1,−1,2

)
, v =

(
2,3,−1

)
, 2) u =

(
1,1,1

)
, v =

(
0,1,1

)
.

کنید. محاسبه را C = (0,1,−1) و B = (−1,2,3) ،A = (1,1,0) رئوس با مثلث مساحت (٣
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هر ازای به آنگاه باشند، هم بر عمود دو به دو و یکه بردار سه w و v ،u اگر که دهید نشان (۴
ای: x دلخواه بردار

a) projux = (u •x)u, b) projvx = (v •x)v,

c) projwx = (w •x)w, d) x = (u •x)u+ (v •x)v+ (w •x)w.

و ها y محور بین زاویه ،α را u بردار و ها x محور بین زاویه کنید فرض هادی) (کسینوسهای (۵
که دهید نشان ٢ . ٢-ب). (شکل بنامیم. γ را u بردار و ها z محور بین زاویه و β را u بردار

بخصوص است. برابر (cosα,cosβ,cosγ) با u یکۀ بردار u/∥u∥ صورت این در

cos2α+ cos2 β+ cos2 γ = 1.

کنید: محاسبه را زیر مقادیر از یک هر ،∠ (u,v) = 2π/3 و ∥v∥ = 3 ،∥u∥ = 4 که صورتی در (۶

a) u •v, b) u •u, c) ∥u+v∥2,

d) ∥u−v∥, e) (3u−2v) • (u+2v) f ) ∥3u+2v∥.

u •v+u •w+v •w مجموع مقدار ،u+v+w = 0 و یکه اند w و v ،u بردارهای کنید فرض (٧
آورید. بدست را

بدست را u− v و u+ v بین زاویه ،∠ (u,v) = π/6 و ∥v∥ = 1 ،∥u∥ =
√

3 که صورتی در (٨
آورید.

عمود u بر v (u •w)−w (u •v) بردار w و v ،u دلخواه بردار سه هر ازای به که دهید نشان (٩
است.

است این باشد داشته قرار B و A نقاط بین C نقطه اینکه برای کافی و لازم شرط دهید نشان (١٠
.∥A−C∥+ ∥B−C∥ = ∥A−B∥ که

تصویر الف) :٢ . ٢ شکل
دیگر برداری بر بردار یک

هادی کسینوسهای ب)
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گرام‐اشمیت روش و متعامد پایۀ ٢ . ٢ بخش

یا و منحنیها نرمالسازی نظیر مسایل برخی در و است راحت معمولا متعامد پایه های با کردن کار
این به پاسخ بخش این از هدف کنیم. متعامد را شده داده پایۀ تا است لازم دوم درجه رویه های
نظر صرف می توان بخش این مطالعۀ از بحث، ادامه در خللی گونه هر ایجاد بدون است. احتیاجات

نمود.

باشد. Rn از V برداری فضای زیر برای پایه ای B =
{
v1,v2, · · · ,vk

}
کنید فرض تعریف. ١.٢.٢

این .vi •v j = 0 ای j , i هر و i هر بازای که است V برای متعامد پایۀ یک B می گوئیم صورتی در
.
∥∥∥vi

∥∥∥ = 1 ای i هر ازای به که گویند یکه متعامد صورتی در را پایه

مثال. ٢.٢.٢

متعامد پایۀ یک B = {
v1,v2

} صورت این در .v2 =
(
1,2,1

) و v1 =
(
1,0,−1

) کنید فرض (١
است. V = span

{
v1,v2

} برای

B = {
v1,v2

} صورت این در .v1 = (
√

2/2)(1,0,−1) و v2 = (
√

3/3)(1,1,1) کنید فرض (٢
است. V = span

{
(1,0,−1), (1,1,1)

} برای متعامد پایۀ یک

است. یک برابر که ام i درآیۀ بجز صفرند آن درایه های همۀ به باشد Rn در برداری ei کنید فرض (٣
⃝ است. Rn برای یکه متعامد پایۀ یک B = {

e1,e2, · · · ,en
} صورت این در

در باشد، Rn از V برداری فضای زیر برای متعامد پایه ای B = {
v1,v2, · · · ,vk

} اگر قضیه. ٣.٢.٢
صورت این

v =
(

v1 •v
v1 •v1

)
v1+

(
v2 •v
v2 •v2

)
v2+ · · ·+

(
vk •v
vk •vk

)
vk.

□ .v ∈ V هر بازای

.B =
{
v1,v2,v3

}
و v3 =

(
1,−2,1

) ،v2 =
(−1,0,1

) ،v1 =
(
1,1,1

) کنیم فرض مثال. ۴.٢.٢
صورت این در ،v = (

a,b,c
) ∈ R3 اگر بعلاوه، است. R3 برای پایه ای B صورت این در

v =
(

v1 •v
v1 •v1

)
v1+

(
v2 •v
v2 •v2

)
v2+

(
v3 •v
v3 •v3

)
v3

=
a+b+ c

3
v1+
−a+ c

2
v2+

a−2b+ c
6

v3.
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V برداری فضای زیر برای
{
v1,v2, · · · ,vk

}
چون پایه ای B کنید فرض اشمیت. گرام روش ۵.٢.٢

کنیم تعریف و باشد، Rn از

w1 = v1

w2 = v2−
v2 •w1

w1 •w1
w1

w3 = v3−
v3 •w1

w1 •w1
w1−

v3 •w2

w2 •w2
w2

...

wk = vk −
vk •w1

w1 •w1
w1−

vk •w2

w2 •w2
w2− · · ·−

vk •wk−1

wk−1 •wk−1
wk−1

است. Rn از V برداری فضای زیر برای یکه متعامد پایه ای B′ =
{
w1,w2, · · · ,wk

}
صورت این در

مثال. ۶.٢.٢

.B=
{
v1,v2,v3

}
بعلاوه و v3 =

(−1,2,−3,4
) ،v2 =

(
2,1,2,1

) ،v1 =
(
1,0,1,0

) کنید فرض (١
برای یکه متعامد پایه ای یک نیز و متعامد پایه ای گرام-اشمیت روش کمک به صورت این در

بسازید. R4 از
{
v1,v2,v3

}
فضای زیر

داریم ۶.٢.٢ قضیۀ به توجه با منظور این برای حل:

w1 = v1

=
(
1,0,1,0

)
,

w2 = v2−
v2 •w1

w1 •w1
w1

=
(
2,1,2,1

)− 2+0+2+0
1+0+1+0

(
1,0,1,0

)
=

(
2,1,2,1

)−2
(
1,0,1,0

)
=

(
0,1,0,1

)
,

w3 = v3−
v3 •w1

w1 •w1
w1−

v3 •w2

w2 •w2
w2

=
(−1,2,−3,4

)− −1+0−3+0
1+0+1+0

(
1,0,1,0

)− 0+2+0+4
0+1+0+1

(
0,1,0,1

)
=

(−1,2,−3,4
)
+2

(
1,0,1,0

)−3
(
0,1,0,1

)
=

(
1,−1,−1,1

)
.

داریم ،ui = wi/∥wi∥ شود فرض با و است متعامد پایۀ یک B′ =
{
w1,w2,w3

}
نتیجه در

u1 =

√
2

2
(1,0,1,0), u2 =

√
2

2
(0,1,0,1), u3 =

√
2

2
(1,−1,−1,1).

است. یکه متعامد پایۀ یک B′′ =
{
u1,u2,u3

}
صورت، این در
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باشند. (−1,1,0,0
)t و (−1,0,1,0

)t ،(−1,0,0,1
)t برابر بترتیب v3 و v2 ،v1 کنید فرض (٢

می کنیم: اجرا B =
{
v1,v2,v3,v4

}
پایۀ برای را گرام-اشمیت روش

w1 = v1

=
(−1,0,0,1

)t,

w2 = v2−
v2 •w1

w1 •w1
w1

=
(−1,0,1,0

)t − 1+0+0+0
1+0+0+1

(−1,0,0,1
)t

=
(−1,0,1,0

)t − 1
2
(−1,0,0,1

)t

=

(
−1

2
,0,1,−1

2

)t

,

w3 = v3−
v3 •w1

w1 •w1
w1−

v3 •w2

w2 •w2
w2

=
(−1,1,0,0

)t − 1+0+0+0
1+0+0+1

(−1,0,0,1
)t − 1/2+0+0+0

1/4+0+1+1/4

(
−1

2
,0,1,−1

2

)t

=
(−1,1,0,0

)t − 1
2
(−1,0,0,1

)t − 1
3

(
−1

2
,0,1,−1

2

)t

=

(
−1

3
,1,−1

3
,−1

3

)t

,

w4 = v4−
v4 •w1

w1 •w1
w1−

v4 •w2

w2 •w2
w2−

v4 •w3

w3 •w3
w3

=
(
1,1,1,1

)t − 0+0+0+0
1+0+0+1

(−1,0,0,1
)t − 0+0+0+0

1/4+0+1+1/4

(
−1

2
,0,1,−1

2

)t

− 0+0+0+0
1/9+1+1/9+1/9

(
−1

3
,1,−1

3
,−1

3

)t

=
(
1,1,1,1

)t.

می کنیم یکه را پایه این ادامه در است. متعامد پایه ای B′ =
{
v1,v2,v3,v4

}
ترتیب این به

u1 =
w1

||w1||
=

√
2

2
(−1,0,0,1)t, u2 =

w2

||w2||
=

√
3

3
(−1,0,2,−1)t,

u3 =
w3

||w3||
=

√
3

6
(−1,3,−1,−1)t, u4 =

w4

||w2||
=

1
2

(1,1,1,1)t.

⃝ است. یکه متعامد پایۀ یک B′′ =
{
u1,u2,u3,u4

}
صورت، این در

متعامد پایۀ یک سپس و متعامد پایۀ یک گرام-اشمیت، روش کمک به مورد هر در تمرین. ٧.٢.٢
بیابید: یکه
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1)
(
1,2

)
,
(
2,1

)
, 4)

(
1,2,3

)
,
(
2,3,1

)
,
(
3,2,1

)
,

2)
(
1,−1

)
,
(
0,1

)
, 5)

(
1,1,1,0

)
,
(
1,1,0,1

)
,
(
1,0,1,1

)
,
(
0,1,1,1

)
,

3)
(
1,1,0

)
,
(
1,0,1

)
,
(
0,1,1

)
, 6)

(
1,1,0,0

)
,
(
1,0,0,1

)
,
(
0,0,1,1

)
,
(
0,1,0,1

)
.

کنید تبدیل قطری شکل به را زیر مارتریسهای از یک هر

7)
[

1 2
2 1

]
, 8)

[
−2 1
1 −2

]
, 9)

 −1 0 1
1 0 0
0 0 1

 , 10)

 1 2 3
1 2 3
1 2 3

 .

خارجͬ ضرب ٢ . ٣ بخش

خارجی) (یا دکارتی حاصلضرب .v = (x,y,z),u = (a,b,c) ∈ R3 کنید فرض تعریف. ١.٣.٢
می کنیم: تعریف زیر صورت به را v در u بردار

u×v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
a b c
x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (bz− cy) i+ (cx−az) j+ (ay−bx)k

= (bz− cy,cx−az,ay−bx).

a ∈ R هر و u,v,w ∈ R3 هر ازای به قضیه. ٢.٣.٢

1) u×v = −v×u, 2) u× (v+w) = u×v+u×w,

3) a (u×v) = (au)×v, 4) u⊥u×v , v⊥u×v,

5) ∥u×v∥ = ∥u∥∥v∥sin(∠ (u,v)) , 6) u • (v×w) = (u×v) •w.

.u = λv که گردد یافت ای λ ∈ R اگر تنها و اگر u∥v اگر تنها و اگر u×v = 0 (٧

می دهند. تشکیل راستگرد کنج u×v و v ،u بردارهای (٨

2 .w∥u×v آنگاه باشد، عمود v و u مفروض بردارهای به w بردار اگر (٩
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صورت: این در .v = (1,1,−1) و u = (1,2,−1) کنیم فرض (١ مثال. ٣.٣.٢

u×v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
1 2 −1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2+1,−1+1,1−2) = (−1,0,−1).

داریم: ،w = (0,−1,1) و v = (3,−1,0) ،u = (1,0,2) که صورتی در (٢

u× (v×w) = u×

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
3 −1 0
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= u× (−1,−3,−3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 2
−1 −3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (6,1,−3),

(u×v)×w =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
1 0 2
3 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣×w

=
−−−−−−−→
(2,6,−1)×w

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
2 6 −1
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0,−2,−2).

نیست. شرکتپذیر خارجی ضرب بنابراین،

و i× i = j× j = k×k = 0 ،R3 استاندارد پایۀ بردارهای مورد در که است روشن (٣

i× j = −j× i = k, j×k = −k× j = i, k× i = −i×k = j.

صورت: این در ،w = (α,β,γ) و v = (x,y,z) ،u = (a,b,c) کنید فرض (۴

u • (v×w) = u •

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
x y z
α β γ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= u •

(∣∣∣∣∣∣ y z
β γ

∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣ x z
α γ

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣ x y
α β

∣∣∣∣∣∣
)

= a

∣∣∣∣∣∣ y z
β γ

∣∣∣∣∣∣−b

∣∣∣∣∣∣ x z
α γ

∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣ x y
α β

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c
x y z
α β γ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
دهید. نشان را u× (v×w) = (u •w)v− (u •v)w رابطه (۵

صورت، این در .w = (c1,c2,c3) و v = (b1,b2,b3) ،u = (a1,a2,a3) کنیم فرض حل:

u× (v×w) = u×

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

a1 a2 a3
(b2c3−b3c2) (b3c1−b1c3) (b1c2−b2c1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
a2(b1c2−b2c1)−a3(b3c1−b1c3)

)
i+

(
a3(b2c3−b3c2)−a1(b1c2−b2c1)

)
j

+
(
a1(b3c1−b1c3)−a2(b2c3−b3c2)

)
k

=
(
a2b1c2−a2b2c1−a3b3c1+b1a3c3

)
i+

(
a3b2c3−a3b3c2)−a1b1c2+a1b2c1

)
j

+
(
a1b3c1−a1b1c3−a2b2c3+a2b3c2

)
k

=
(
a2b1c2+b1a3c3−a2b2c1−a3b3c1

)
i+

(
a3b2c3+a1b2c1−a3b3c2)−a1b1c2

)
j

+
(
a1b3c1+a2b3c2−a1b1c3−a2b2c3

)
k

=
(
(a2c2+a3c3)b1− (a2b2+a3b3)c1

)
i+

(
(a3c3+a1c1)b2− (a3b3+a1b1)c2

)
j

+
(
(a1c1+a2c2)b3− (a1b1+a2b2)c3

)
k

= (a1c1+a2c2+a3c3)(b1i+b2j+b3k)− (a1b1+a2b2+a3b3)(c1i+ c2j+ c3k)

= (u •w)v− (u •v)w

کنید. ثابت را u× (v×w)+v× (w×u)+w× (u×v) = 0 رابطه (۶

می کنیم: استفاده قبل قسمت حکم از اول: روش حل:

u×(v×w)+v× (w×u)+w× (u×v) =

=
((

u •w
)
v− (

u •v
)
w
)
+

((
v •u

)
w− (

v •w
)
u
)
+

((
w •v

)
u− (

w •u
)
v
)

=
((

u •w
)
v− (

w •u
)
v
)
+

((
v •u

)
w− (

u •v
)
w
)
+

((
w •v

)
u− (

v •w
)
u
)
= 0.

f آنگاه بنامیم، f (u,v,w) را بالا تساوی چپ سمت عبارت اگر که است روشن دوم: روش
مثال برای یعنی است، خطی درآیه هایش از یک هر به نسبت

f (u1+au2,v,w) = f (u1,v,w)+a f (u2,v,w).

بردارهای یعنی کنیم اثبات استاندارد پایه بردارهای برای تنها را رابطه این است کافی نتیجه در
،1→ 2→ 3→ 1 یعنی کنیمف جابجا دوری بطور را f متغیرهای اگر همچنین، .k و j ،i
f (i, j,k) و f (i, j,k) مقادیر است کافی بنابراین، شد، نخواهد حاصل تغییری f مقدار در انگاه

کنیم: محاسبه را

f (i, j,k) = i× (j×k)+ j× (k× i)+k× (i× j)

= i× i+ j× j+k×k = 0,

f (j, i,k) = j× (i×k)+ i× (k× j)+k× (j× i)

= i× (−i)+ j× (−j)+k× (−k) = 0.

⃝ شد. اثبات کلی حالت برای حکم نتیجه، در
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کنید: محاسبه را v در u خارجی حاصلضرب مورد، هر در تمرین. ۴.٣.٢

1) u = (1,−1,2), v = (2,0,1), 2) u = i− j, v = 2i+ j+3k,

3) u = (0,1,1), v = (1,1,0), 4) u = i−2j+k, v = (1,−1,0).

هفت تا یک موارد .a = 2 و w = (1,1,1) ،v = (−5,3,4) ،u = (1,−1,2) کنید فرض (۵
کنید. تحقیق مورد این در را ٢.٣.٢ قضیۀ

چیست؟ تساوی این هندسی معنی . (u−v)× (u+v) = 2u×v که کنید ثابت (۶

کنید. محاسبه را ∥u×v∥ مقدار ،u •v =
√

3 و ∥v∥ = 2 ،∥u∥ = 1 که صورتی در (٧

کنید. محاسبه را u •v مقدار ،∥u×v∥ = 72 و ∥v∥ = 26 ،∥u∥ = 3 که صورتی در (٨

.∥u×v∥2+ (u •v)2 = ∥u∥2∥v∥2 کنید ثابت (٩

است؟ برقرار صورتی چه در تساوی .∥u×v∥ ≤ ∥u∥∥v∥ همواره که دهید نشان (١٠

.u×v = v×w = w×u کنید ثابت ،u+v+w = 0 کنید فرض (١١

.[ (u+v)× (v+w)
]
• (u+w) = 2(u×v) •w که کنید ثابت (١٢

.u× {
u× (u× [u×v])

}
= ∥u∥4v آنگاه ،u ⊥ v اگر که دهید نشان (١٣

اعمال v و u بر باید شرایطی چه باشد، مجهول برداری x و معلوم بردارهای v و u کنید فرض (١۴
چواب شرایط، این برقراری صورت در باشد؟ جواب دارای u×x = v برداری معادلۀ تا شود

کنید. مشخص را مسأله

دوی هر ابتدای و باشند دلخواه بردار دو v و u اگر خارجی. ضرب اندازۀ هندسی تعبیر ۵.٣.٢
الاضلاع متوازی یک ،u امتداد در v نیز و v امتداد در u دادن حرکت با کنیم، فرض مبداء در را آنها
ارتفاع در ضرب u بردار طول برابر الاضلاع متوازی این مساحت (شکل٢ . ٣-الف). می شود حاصل
زاویۀ سینوس در ضرب v بردار طول برابر نظر مورد ارتفاع اما می باشد. u ضلع بر v رأس از وارد

نتیجه در است. v و u بین

A = ∥u∥.h = ∥u∥∥v∥sin(∠ (u,v)) ,

با است برابر u× v خارجی حاصلضرب اندازه یعنی، نیست. u× v بردار اندازۀ جز چیزی این که
این که صفحه ای بر u×v که شود توجه .v و u بردارهای توسط شده ساخته الاضلاع متوازی مساحت

است. عمود دارد، قرار آن در الاضلاع متوازی
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تعبیر الف) :٢ . ٣ شکل
ضرب اندازه هندسی
محاسبۀ ب) خارجی
ضرب کمک به مساحت

خارجی

مساحت هستند. (−1,2,3) و (2,3,7) ،(1,−2,1) برابر بترتیب C و B ،A کنید فرض مثال. ۶.٣.٢
کنید. محاسبه را △ABC مثلث

الاضلاع متوازی که ٢ . ٣-ب) (شکل است روشن می گیریم. نظر در را −−→AC و −−→AB بردارهای حل:
نصف که است کافی بنابرانی است. △ABC مثلث مساحت برابر دو دارای بردار، دو این از حاصل

بنابراین .−−→AC = C−A = (−2,4,2) و −−→AB = B−A = (1,5,6) کنیم: محاسبه را ∥−−→AB×−−→AC∥

Area(△ABC) =
1
2

∥∥∥−−→AB×−−→AC
∥∥∥

=
1
2

∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k
1 5 6
−2 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥

=
1
2
∥(−14,−14,14)∥ = 7

√
3.

کنید: محاسبه در را △ABC مثلث مساحت مورد، هر در تمرین. ٧.٣.٢

.C = (0,1,−1) و B = (3,−1,4) ، A = (1,2,−1) (١

.C = (−1,1,0) و B = (2,1,1) ، A = (3,0,2) (٢

که است این بگیرد قرار ∆ABC مثلث داخل D نقطه اینکه برای کافی و لازم شرط دهید نشان (٣∥∥∥−−→DA×−−→DB
∥∥∥+ ∥∥∥−−→DB×−−→DC

∥∥∥+ ∥∥∥−−→DC×−−→DA
∥∥∥ = ∥∥∥−−→AB×−−→AC

∥∥∥,
را نقطه چهار این اگر که معنی این به است! جالب بسیار حکم این هندسی تعبیر باشد. برقرار
که می گیرد قرار ABC وجه داخل در وقتی تنها و وقتی D راس کنیم، قلمداد هرم یک رئوس

بالعکس. و باشد آن برابر هرم دیگر وجه سه مساحت

گانه سه ضرب ۴ . ٢ بخش

سه ضرب که حالی در دارند. نقش آنها در بردار دو یعنی تایی اند، دو خارجی و داخلی ضرب اعمال
دارد. بسیاری کاربردهای جدید ضرب است. تایی سه عمل یک گانه
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صورت به را سه این تایی سه حاصلضرب ،u,v,w ∈ R3 بردار سه ازای به تعریف. ١.۴.٢
داریم ،٢.٣.٢ قضیۀ از (۶) قسمت بنابه می دهیم. نشان [u,v,w] نماد با و کرده تعریف u • (v×w)

داریم ،٣.٣.٢ مثال از (۴) قسمت بنابه بعلاوه، .[u,v,w] = (u×v) •w

[u,v,w] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xu yu zu
xv yv zv
xw yw zw

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
آنگاه: ،a ∈ R و باشند بردار w و v ،u1 ،u اگر قضیه. ٢.۴.٢

1) [u+u1,v,w] = [u,v,w]+ [u1,v,w], 2) [au,v,w] = a[u,v,w],

3) [u,w,v] = [v,u,w] = −[u,v,w], 4) [u,v,w] = [w,u,v] = [v,w,u],

□ باشند. خطی وابستۀ w و v ،u بردارهای که [u,v,w] = 0 وقتی تنها و وقتی (۵

می گردد مشخص السطوح متوازی یک w و v ،u بردار سه با گانه. سه ضرب هندسی تعبیر ٣.۴.٢
شده ساخته الاضلاع متوازی مساحت با است برابر السطوح متوازی این حجم ٢ . ۴-الف). (شکل
این بر u×v چون الاضلاع. متوازی این بر w رأس از وارد ارتفاع در ضرب v و u بردارهای توسط

یعنی ،u×v بر w بردار تصویر طول با است برابر نظر مورد ارتفاع است، عمود الاضلاع ارتفاع

h = ∥proju×vw∥ = | (u×v) •w|
∥u×v∥ .

حجم است، ∥u× v∥ برابر v و u بردارهای توسط شده ساخته الاضلاع متوازی مساحت طرفی از
با: است برابر السطوح متوازی

V = ∥u×v∥h =
∣∣∣∣ (u×v) •w

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣[u,v,w]
∣∣∣∣.

مثال. ۴.۴.٢

و C = (3,4,2) ،B = (1,0,1) ،A = (1,2,−1) از عبارتند آن رئوس که بیابید را هرمی حجم (١
.D = (1,−1,1)

هندسی خواص بنابه می گردد. مشخص السطوحی متوازی −−→AD و −−→AC ،−−→AB بردار سه با حل:
متوازی حجم ششم یک برابر D و C ،B ،A رئوس با هرم حجم هرم، و السطوح متوازی
گانه ی سه ضرب ششم یک که است کافی پس شود. توجه ٢ . ۴-ب شکل به است. السطوح

کنیم: محاسبه را −−→AD و −−→AC ،−−→AB بردارهای

−−→
AB = B−A = (0,−2,2),

−−→
AC = C−A = (2,2,3),

−−→
AD = D−A = (0,−3,2).
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نتیجه در

V =
1
6

∣∣∣∣[−−→AB,
−−→
AC,
−−→
AD]

∣∣∣∣
=

1
6

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 −2 2
2 2 3
0 −3 2

∥∥∥∥∥∥∥∥ = 2
3
.

تعبیر الف) :۴ . ٢ شکل
گانه سه ضرب هندسی

مکعب حجم محاسبۀ ب)
گانه سه ضرب کمک به

صفحه اند؟ هم D = (4,1,3) و C = (0,1,−1) ،B = (3,2,1) ،A = (1,2,−1) نقاط آیا (٢

و وقتی مذکور نقطه چهار که می کنیم توجه نکته این به پرسش، این به پاسخ برای حل:
است کافی پس باشد. صفر آنها از حاصل هرم حجم که دارند قرار صفحه یک در وقتی تنها
یک بر نقاط باشد، صفر ضرب این اگر کنیم. محاسبه را −−→AD و −−→AC ،−−→AB گانۀ سه حاصلضرب

اما بالعکس. و →−−]صفحه اند
AB,
−−→
AC,
−−→
AD

]
=

[
B−A,C−A,D−A

]
= [(2,0,2), (−1,−1,0), (3,−1,4)]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 2
−1 −1 0
3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −8+0+8 = 0.

واقعند. صفحه یک در مذکور نقاط پس

آنگاه دلخواهف برداری a و باشند خطی مستقل w و v ،u بردارهای اگر که دهید نشان (٣

a =
[a,v,w]
[u,v,w]

u+
[u,a,w]
[u,v,w]

v+
[u,v,a]
[u,v,w]

w.

α,β,γ یکتای اعداد بنابراین شده اند، فرض خطی مستقل w و v ،u بردارهای چون حل:
،α= [a,v,w]/[u,v,w] کنیم ثابت است کافی بنابراین، .a=αu+βv+γw که دارند وجود طوری

داریم ،٢.۴.٢ قضیه از استفاده با اما . . . و

[a,v,w] = [αu+βv+γw,v,w]
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= α[u,v,w]+β[v,v,w]+γ[w,v,w]

= α[u,v,w]+0+0,

⃝ است. تمام برهان و

کنید. اثبات را ٢.۴.٢ قضیۀ (١ تمرین. ۵.۴.٢

بیابید. را D = (4,2,3) و C = (−1,2,1) ،B = (1,1,1) ،A = (1,2,0) رئوس با هرمی حجم (٢

و C = (0,1,1) ،B = (1,0,1) ،A = (1,1,0) از عبارتند آن رئوس که بیابید را هرمی حجم (٣
.D = (1,2,3)

صفحه یک در D = (2,1,3) و C = (1,1,2) ،B = (−1,2,0) ،A = (1,−1,0) نقطۀ چهار آیا (۴
واقعند؟

در E = (0,1,1) و D = (1,2,4) ،C = (1,1,1) ،B = (2,3,−4) ،A = (1,1,0) نقطۀ پنج آیا (۵
دارند؟ قرار صفحه یک

کنید: ثابت را شده داده روابط از یک هر

.[u+v,v+w,w+u] = 2[u,v,w] (۶

.(u×v)× (w×x) = [u,v,x]w− [u,v,w]x (٧

.[u×v,v×w,w×u] = [u,v,w]2 (٨

.[a,b,c] [u,v,w] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a •u b •u c •u
a •v b •v c •v
a •w b •w c •w

∣∣∣∣∣∣∣∣ (٩

.u× (v×w)+v× (w×u)+w× (u×v) = 0 (١٠

.[a×u,b×u,c×u
]
+

[
a×v,b×v,c×v

]
+

[
a×w,b×w,c×w

]
= 0 (١١

با است برابر i = 1,2,3,4 با Xi = (xi,yi,zi) نقاط در رئوس با هرم حجم که کنید ثابت (١٢

1
6

∣∣∣[X4−X1,X4−X2,X4−X3]
∣∣∣ = 1

6

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣.
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صفحه در خط ۵ . ٢ بخش

آن به ضربه ای ناگهان و نشود وارد آن بر نیرویی هیچ و باشد واقع خلاء در ذره ای اگر تعریف، بنابه
گاه تکیه یک با خط هر بنابراین می نامند. خط را مسیر این می گیرد. پی در را مسیری ذره شود، وارد

می گردد. مشخص ذره) بر وارد نیروی بردار (جهت هادی بردار یک و ذره) اولیۀ (مکان

از است عبارت v = (a,b) هادی بردار و X0 = (x0,y0) گاه تکیه با ℓ راست خط تعریف. ١.۵.٢
می نویسیم: حالت این در .t ∈ R که −→X0+ tv شکل به نقاط همه مجموعه

ℓ : X = X0+ tv ; t ∈ R

می نامند. ℓ خط پارامتری - برداری معادلۀ را معادله این شود. توجه ٢ . ۵-الف شکل به
از عبارتند ℓ خط پارامتری معادلات

ℓ : x = x0+at , y = y0+bt ; t ∈ R

از است عبارت ℓ خط کانونی معادلۀ باشند، صفر مخالف b و a که صورتی در

ℓ :
x− x0

a
=

y− y0

b

هادی و X2 گاه تکیه با خط ℓ2 و است v1 هادی و X1 گاه تکیه با خط ℓ1 کنید فرض قضیه. ٢.۵.٢
ℓ2 به X1 و باشد v2 موازی v1 که یکی اند ℓ2 و ℓ1 وقتی تنها و وقتی صورت این در می باشد. v2

□ باشد. داشته تعلق

غیر مضربی با را مفروض خط یک هادی بردار که است این ٢.۵.٢ قضیۀ از خاص نتیجۀ یک
گرفت. فرض خط بر نقطه ای هر می توان را گاه تکیه بعلاوه، کرد. عوض می توان همان از صفر

مثال. ٣.۵.٢

که بیابید صورتی در را می گذرد X2 = (x1,y2) و X1 = (x1,y1) نقاط از که راستی خط معادلۀ (١
.X1 , X2

شود. توجه ٢ . ۵-ب شکل به بگیریم. می توانیم هادی را −−−−→X1X2 بردار و گاه تکیه را X1 حل:
با: است برابر X2 و X1 نقاط از گذرنده ℓ خط معادله نتیجه در

ℓ : X = (1− t)X1+ tX2, t ∈ R.

: x = (1− t) x1+ tx2, y = (1− t)y1+ ty2, t ∈ R.

:
x− x1

x2− x1
=

y− y1

y2− y1
.
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تعریف الف) :۵ . ٢ شکل
از گذرنده خط ب) خط

نقطه دو

خط دو وضعیت (٢

ℓ1 : x+2y = 3, ℓ2 : x = t+1, y = 3t−1, t ∈ R,

کنید. مشخص هم به نسبت را

پس متقاطعند. الزماً R2 در موازی غیر خط دو هر دبیرستانی، هندسۀ مباحث به نظر حل:
می نویسیم: استاندارد شکل به را ℓ1 ابتدا کنیم. تحقیق را خطوط این بودن موازی است کافی

ℓ1 : x+2y = 3 :
x−3

2
=

y−0
−1

.

شرط .v2 = (1,3) و X2 = (1,−1) بعلاوه، .v1 = (2,−1) و X1 = (3,0) داریم بنابراین،
2
1
=
−1
3

معنی به v1∥v2 اما است، دو آن هادی بردارهای توازی هم، به نسبت خط دو توازی
بعلاوه: می باشند. متقاطع بنابراین، نیستند. موازی خط دو پس است. غلط که باشد، می

ℓ1∩ ℓ2 : x+2y = 3, x = t+1, y = 3t−1,

: t+1+6t−2 = 3, x = t+1, y = 3t−1,

: x = 11/7, y = 5/7.

می باشند. متقاطع X0 = (11/7,5/7) در مذکور خط دو یعنی

:۶ . ٢ شکل
تا نقطه فاصلۀ

خط

بیابید. را ax+by+ c = 0 معادلۀ به ℓ خط تا X1 = (x1,y1) نقطۀ فاصلۀ (٣

مثلث این در شود). توجه ۶ . ٢ شکل (به باشد ℓ خط بر X1 نقطۀ تصویر H کنیم فرض حل:
محاسبه اند: قابل d =

−−−→
X0H و −−−−→X0X1 اضلاع

X0X1 =
∥∥∥−−−−→X0X1

∥∥∥ = √
(x1− x0)2+ (y1− y0)2,
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d =
∥∥∥projv

−−−−→
X0X1

∥∥∥ = |−−−−→X0X1 •v|
∥v∥

=
|a (x1− x0)+b (y1− y0) |

√
a2+b2

,

رخ است ممکن حالت سه است. ℓ هادی v = (a,b) و گاه تکیه X0 = (x0,y1) اینجا در که
دهد:

را X1 بنابراین ℓ :
x−0
−b
=

y+ c/b
a

نوشت می توان باشند، صفر مخالف b و a اگر الف)
نتیجه: در کرد. فرض می توان (−b,a) را v و (0,−c/b)

h =
√

X0X1
2−d2

=

√
(x1)2+

(
y1+

c
b

)2
− (−bx1+a (y1+ c/b))2

b2+a2

=
|ax1+by1+ c|
√

a2+b2
. (١ . ٢ )

بنابراین ℓ : x = t , y = −c/b بنویسیم می توانیم باشد، صفر مخالف b و a = 0 اگر ب)
نتیجه: در .v = (1,0) و X0 = (0,−c/b)

h =
√

X0X1
2−d2

=

√
(x1)2+

(
y1+

c
b

)2
− |x1|2

1+0

=

∣∣∣∣∣y1+
c
b

∣∣∣∣∣ = |by1+ c|
|b| .

.h = |ax1+ c|
|a| داریم ب حالت مشابه باشد، صفر مخالف a و b = 0 اگر ج)

است. برقرار (١ . ٢ ) فرمول حالت، هر در پس،

کنید. مشخص را S : x2+ y2 = z2 هندسی شکل بر واقع خطوط همه مجموعه (۵

که باشد، داشته قرار S بر ℓ : x = x0+at, y = y0+bt, z = z0+ ct, t ∈ R کنیم فرض حل:
نتیجه در .a2+b2+ c2 = 1 یعنی است،

√
3 بطول v = (a,b,c) آن هادی برداری

(a2+b2− c2)t2+2(ax0+by0− cz0)t+ (x2
0 + y2

0− z2
0) = 0, ∀ t ∈ R.

باشند: صفر معادله این ضرایب باید پس است، دلخواه t چون

a2+b2− c2 = 0, ax0+by0− cz0 = 0, x2
0 + y2

0− z2
0 = 0. (٢ . ٢ )



صفحه در خط . ۵ . ٢ ٨۵ تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل

می شود نتیجه در .c2 = 4 و a2+b2 = 4 داریم ،(٢ . ٢ ) در معادله اولین و ∥v∥ =
√

3 فرض از
یک تنها تعیین چون بعلاوه .0 ≤ θ < 2π که ،c = ±2 و b = 2cosθ ،a = 2sinθ کرد فرض
مورد خطوط مجموعه بنابراین، .x0 = y0 = z0 = 0 نمود فرض می شود است، لازم خط از نقطه

که ،ε ∈ {−,+} و 0 ≤ θ < 2π با ها ℓθ,ε مجموعه از است عبارت نظر

ℓθ,ε : x = t sinθ, y = t cosθ, z = εt, t ∈ R.

ℓ0,+ : x = 0, y = z راست خط دوران از S شکل که نمود استنباط می شود چنین نتیجه این از
محور با و مبداء در مرکز به مخروطی بایستی بنابراین، است. شده حاصل ها z محور حول
⃝ شود. توجه ٢ . ٢١ شکل از الف قسمت به باشد. ها z محور مواری

تمرین. ۴.۵.٢

بیابید. را X2 = (3,2) و X1 = (1,3) نقاط از گذرنده خط معادلۀ (١

بیابید. را X2 = (2,2) و X1 = (1,−1) نقاط از گذرنده خط از را X0 = (1,2) نقطۀ فاصلۀ (٢

کانونی معادلۀ آنگاه کند، قطع b در را محور −y و a در را محور −x ،ℓ خط اگر که دهید نشان (٣
بود. خواهد x/a+ y/b = 1 آن

متقاطع خط دو ℓ2 : a2x+ b2y+ c2 = 0 و ℓ1 : a1x+ b1y+ c1 = 0 اگر که دهید نشان (۴
شکل به را دو آن تلاقی محل از گذرنده ℓ = ℓ2 خط هر معادلۀ آنگاه باشند،

ℓ : a1x+b1y+ c1+λ (a2x+b2y+ c2) = 0,

شده مشخص خط دسته را ℓ خطوط مجموعۀ است. حقیقی عدد یک λ که نوشت، می توان
می نامند. ℓ2 و ℓ1 توسط

که: مواقعند خط یک بر وقتی تنها و وقتی i = 1,2,3 که Xi = (xi,yi) نقطۀ سه که دهید نشان (۵∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

محور −y به نسبت ℓ2 : −ax+ by+ c = 0 و ℓ1 : ax+ by+ c = 0 خطوط که دهید نشان (۶
هستند. متقارن

محور −x به نسبت ℓ2 : ax− by+ c = 0 و ℓ1 : ax+ by+ c = 0 خطوط که دهید نشان (٧
هستند. متقارن

متقارن مبداء به نسبت ℓ2 : −ax−by+c = 0 و ℓ1 : ax+by+c = 0 خطوط که دهید نشان (٨
هستند.
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y−محور و x−محور ،ℓ : ax+by+c= 0 خط توسط شده ساخته مثلث مساحت که دهید نشان (٩
است. c2/2|ab| با برابر

و ℓ2 : x+ y = 2 و ℓ1 : x− 2y+ 3 = 0 خط دو تلاقی محل از که بنویسید را خطی معادلۀ (١٠
می گذرد. X3 = (2,5) نقطۀ نیز

فضا در صفحه ۶ . ٢ بخش

موجود خطوط جمیع بر خط آن باشد، عمود صفحه ای بر خطی اگر دبیرستانی، هندسۀ از قضیه ای بنابه
می گیریم: صفحه تعریف مبنای را این است. عمود صفحه در

همۀ مجموعۀ n = (a,b,c) نرمال بردار و X0 = (x0,y0,z0) گاه تکیه با P صفحۀ تعریف. ١.۶.٢
یعنی: است، عمود n بر −−−−→X0X1 که X = (x,y,z) مانند است نقاطی

P : n • (X−X0) = 0

از است عبارت معادله این مختصاتی شکل به می نامند. P صفحۀ برداری معادلۀ را مذکور معادلۀ

P : a (x− x0)+b (y− y0)+ c (z− z0) = 0

شود. توجه ٢ . ٧-الف شکل به می شود. نامیده صفحه کانونی معادلۀ که

مثال. ٢.۶.٢

عمود n = (2,1,0) بردار بر و گذشته X0 = (1,2,−1) نقطۀ از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (١
است.

.2x+ y = 4 یا 2(x−1)+ (y−2)+0(z+1) = 0 داریم ١.۶.٢ به توجه با حل:

مختلف صورتهای :٢ . ٧ شکل
فضا در صفحه تعریف

مفروض بردار دو با و می گذرد X0 = (1,−1,2) نقطۀ از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (٢
شود. توجه ٢ . ٧-ب شکل به است. موازی w = (1,1,0) و v = (0,1,1)
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است، عمود P صفحۀ از w و v موازی غیر بردار دو بر n = v×w خارجی حاصلضرب حل:
بنابراین: می آید. شمار به صفحه نرمال دلیل همین به می باشد. عمود نیز P برخورد لذا

n = v×w =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
0 1 1
1 1 0

 = (−1,1,−1),

P : − (x−1)+ (y+1)− (z−2) = 0,

: z+ x = y+4.

C = (0,−1,4) و B = (1,2,3) ،A = (1,2,−1) نقطۀ سه از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (٣
می گذرد.

بنابراین و دارند قرار صفحه بر −−→AC و −−→AB بردارهای واقعند، P صفحه بر C و B ،A چون حل:
که کنیم فرض قبل مثال مانند می توانیم پس شود). توجه ٢ . ٨ شکل (به صفحه اند. موازی

طرفی: از .n = −−→AB×−−→AC و X0 = A

n =
−−→
AB×−−→AC = (B−A)× (C−A)

= (0,0,4)× (−1,−3,5) = (12,−4,0).

.y = 3x−1 یا 12(x−1)−4(y−2)+0(z+1) = 0 از است عبارت صفحه معادله بنابراین،

:٢ . ٨ شکل
از گذرنده صفحۀ
مفروض نقطۀ سه

مشخص هم به نسبت را P2 : 2x+ y = z+ 3 و P1 : x− 2y+ 3z = 4 صفحۀ دو وضعیت (۴
کنید.

نرمال توازی صفحه، دو توازی شرط موازی. یا و هستند متقاطع یا فضا در صفحه دو حل:
موازیند صورتی در n2 و n1 .n2 = (2,1,−1) و n1 = (1,−2,3) مسأله این در اما است. آنها
بنابراین نیست. چنین که 1

2
=
−2
1
=

3
−1

دیگر بیان به باشد. برابر مختصاتشان نسبت که
⃝ متقاطعند. مذکور صفحۀ دو

بیابید. را 2x+ y+3z+1 = 0 و x = 2y ،x+ y+ z = 1 صفحۀ سه تلاقی محل (١ تمرین. ٣.۶.٢

می گذرد. C = (1,−1,3) و B= (0,1,1) ،A= (1,2,1) نقاط از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (٢
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P : x− 2y = z صفحۀ موازات به X1 = (1,2,−1) نقطۀ از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (٣
می گذرد.

با: است برابر i = 1,2,3 که Xi = (xi,yi,zi) نقطۀ سه از گذرنده صفحۀ معادلۀ که دهید نشان (۴∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y− y1 z− z1
x2− x1 y2− y1 z2− z1
x3− x1 y3− y1 z3− z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

c و b ،a صفر مخالف مقدار سه در بترتیب را z و y ،x محور سه P صفحۀ اگر که دهید نشان (۵
بود. خواهد x/a+ y/b+ z/c = 1 صورت به P معادلۀ آنگاه کند، قطع

با است برابر ax+by+ cz+d = 0 صفحۀ تا (x1,y1,z1) نقطۀ فاصلۀ که دهید نشان (۶
h =
|ax1+by1+ cz1+d|
√

a2+b2+ c2

کنید. مشخص را 6y+2z = 3x+15 و 2x+ y = 2z+3 معادلات به صفحۀ دو بین زاویۀ (٧

کنید. محاسبه را یکدیگر از x+2y = 3z+5 و x+2y−3z = 2 صفحۀ دو فاصلۀ (٨

متقاطع a2x+b2y+c2z+d2 = 0 و a1x+b1y+c1z+d1 = 0 صفحۀ دو اگر که دهید نشان (٩∗

ای λ ازای به که می گذرد دو آن تلاقی محل از وقتی تنها و وقتی P , P2 صفحۀ آنگاه باشند،
.P : a1x+b1y+ c1z+d1+λ (a2x+b2y+ c2z+d2) = 0 نوشت: بتوان

می گذرد: شده داده صفحۀ دو شده ساخته زاویۀ وسط از درست که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (١٠
P2 : 2x+ y+2z+1 = 0 و P1 : x+2y+2z = 4

فضا در خط ٢ . ٧ بخش

آن با موازی بردار یک و نقطه یک با یعنی می گردد. تعریف صفحه در خط به شبیه کاملا فضا در خط
می شود. تعریف

،v = (a,b,c) هادی بردار و X0 = (x0,y0,z0) نقطۀ در گاه تکیه با راست خط تعریف. ١.٧.٢
دارد وجود ای t ∈ R یعنی است. v موازی −−−→X0X بردار با که است X = (x,y,z) نقاطی همۀ مجموعه
ℓ : X =

−→
X0+ tv; t ∈ R, صورت به خط برداری-پارامتری معادلۀ بنابراین، .−−−→X0X = tv که

ℓ : x = x0+at, y = y0+bt, z = z0+ ct, t ∈ R, . . . . . . . . . . بصورت آن پارامتری معادلات و
ℓ :

x− x0

a
=

y− y0

b
=

z− z0

c
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بصورت آن کانونی معادلات و

می باشد.

بنویسید. را X2 = (x2,y2,z2) و X1 = (x1,y1,z1) نقاط از گذرنده خط معادلۀ (١ مثال. ٢.٧.٢
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بگیریم. می توانیم هادی بردار را −−−−→X1X2 = (x2− x1,y2− y1,z2− z1) و گاه تکیه را X1 حل.
از است عبارت خط این معادلۀ پس

ℓ :
x− x1

x2− x1
=

y− y1

y2− y1
=

z− z1

z2− z1
.

و P1 : x− 2y+ 3z+ 3 = 0 معادلات به صفحۀ دو برخورد از حاصل خط کانونی معادلات (٢
آورید. بدست را P2 : 2x+ y+5z = 4

می کنیم. حل دستگاهی در را صفحه دو آن معادلۀ ،ℓ خط از گاهی تکیه یافتن برای حل:
گذاری مقدار را متغیرها از یکی می توانیم پس دارد. جواب بینهایت دستگاه این چون البته
(به بنابراین و z0 = 0 می کنیم فرض پس کنیم. محاسبه آن حسب بر را دیگر تای دو کرده،
و y0 = 2 ،x0 = 1 نتیجه در .2x0+ y0 = 4 و x0−2y0 = −3 شود): توجه ٢ . ١٠-الف شکل

.X0 = (1,2,0)

عمود P1 صفحۀ n1 نرمال بردار بر v آن هادی بردار لذا است، واقع P1 صفحۀ بر ℓ خط چون
نمود فرض می توان نتیجه در است. عمود n2 بر v دلیل همین به است.

v = n1×n2 = (1,−2,3)× (2,1,5) = (−13,1,5) .

.ℓ :
x−1
−13

=
y−2

1
=

z−0
5

از: است عبارت ℓ خط معادلۀ بنابراین

یک تساوی هر واقع در بیاندازیم. نظری خط کانونی معادلات به است کافی دیگر: روش
z یکبار شده داده خط دو معادلات بین است کافی بنابراین، است. متغیر دو تنها بین معادله
z حسب بر را y و کنیم حذف را x دیگر بار و آوریم بدست x حسب بر را y و کنیم حذف را

آوریم: بدست

ℓ x−2y+3z+3 = 0, 2x+ y+5z = 4,

: x+13y = 27, 5y− z = 10,

:
x−27
−13

=
y−0

1
=

z+10
5

.

است. انتظار مورد خط معادلات از دیگری شکل حاصل

،x = 2t− 1 معادلات به ℓ2 نیز و 2x = y و x+ y+ z = 16 معادلات به ℓ1 خط وضعیت (٣
کنید. مشخص هم به نسبت را z = t−2 و y = 3t+1

بحث از قبل متنافر. و متقاطع موازی، هستند: کلی وضعیت سه دارای فضا در خط دو حل:
بصورت: را ℓ1 می یابیم: را شده داده خط دو هادی و گاه تکیه بیشتر،

ℓ1 : 2x = y, x+ y+ z = 16,



تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل ٩٠ فضا در خط . ٢ . ٧

تعبیر الف) :٢ . ٩ شکل
حاصلضرب طول هندسی
خط بین زاویه ب) دکارتی

صفحه و

: 2x = y, 3x+ z = 16,

:
x−0

1
=

y−0
2
=

z−16
−3

,

X2 = (−1,1,−2) مشابه، صورت به .v1 =
−−−−−−−→
(1,2,−3) و X1 = (0,0,−16) پس می نویسیم.

.v2 =
−−−−−→
(2,3,1) و

است. غلط که 1
2
=

2
3
=
−3
1

یعنی باشند، موازی v2 و v1 که موازیند صورتی در خط دو این

حل دستگاه یک در را آنها معادلات آنها، بودن متقاطع تحقیق برای نیستند. موازی پس
می دهیم: قرار ℓ1 معادلات در ،ℓ2 معادلات از را t حسب بر z و y ،x مقادیر می کنیم.

ℓ1∩ ℓ2 : 4t−2 = 3t+1, 2t−1+3t+1+ t−2 = 16,

: t = 3, 6t = 18,

: t = 3.

برخورد محل و بودند) متنافر خط دو می شدند، متفاوت t مقادیر (اگر متقاطعند خط دو پس
.X0 = (5,10,1) نقطۀ از است عبارت آنها

می کردی، حل ابتدا از را خط دو معادلات از متشکل معادلات دستگاه اگر دیگر. روش
دستگاه ب) و متقاطعند، خط دو لذا و بود جواب دارای دستگاه الف) بود: ممکن حالت دو
آنها بودن موازی امکان است کافی پس متنافرند. یا و موازی خط دو لذا و بود، ناسازگار

شود. بررسی

محاسبه را P : 2x+ 2y+ 3z+ 1 = 0 صفحۀ و ℓ : x = y+ 12, 3x = z− 4 خط بین زاویه (۴
کنید.

بین زاویۀ با است برابر P و ℓ بین زاویۀ می آید، بر ٢ . ١٠-ب شکل از که طوری همان حل:
صفحه نرمال و خط هادی بین β زاویۀ مکمل α زاویه این .(ℓ′ (یعنی P بر ℓ تصویر و ℓ
آن نرمال خارجی حاصلضرب برابر آن هادی پس است، صفحه دو برخورد محل ℓ اما است

می باشد: صفحه دو

v = n1×n2 = (3,−2,0)× (
3,0,−1

)
= (2,3,6).
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∠ (ℓ,P) = α =
π

2
−β = π

2
−∠ (v,n)

=
π

2
− arccos

(
v •n
∥v∥∥n∥

)
= arcsin

(
36
49

)
.

بیابید. را ℓ : x = 2y,z = 3y+1 معادلات به خط تا X1 = (2,1,−1) نقطۀ فاصلۀ (۵

است. برابر −−−→HX1 ضلع طول با h نظر مورد فاصلۀ آنگاه بنامیم، H را ℓ بر X1 تصویر اگر حل:
هادی و −−−−→X0X1 بین α زاویۀ سینوس در وتر برابر −−−→HX1 است. الزاویه قائم X0X1H مثلث چون

است: v خط

h = ∥−−−−→X0X1∥sin
(
∠
(−−−−→
X0X1,v

))
= ∥−−−−→X0X1∥

∥−−−−→X0X1×v∥
∥−−−−→X0X1∥∥v∥

=
∥−−−−→X0X1×v∥
∥v∥

.d(X1, ℓ) =
∥−−−−→X0X1×v∥
∥v∥ داریم: کلی حالت در بنابراین،

است، ℓ : x = 2t,y = t,z = 3t+ 1 صورت به ℓ کانونی معادلات خاص مسأله این در چون
با: است برابر نظر مورد فاصلۀ بنابراین .v = (2,1,3) و X0 = (0,0,1) پس

d(X1, ℓ) =

∥∥∥(X1−X0
)×v

∥∥∥
∥v∥ =

∥∥∥(2,1,−2)× (2,1,3)
∥∥∥

√
4+1+9

=
1
√

14

∥∥∥∥(5,−10,0
)∥∥∥∥ = 5

√
5

14
.

معادله به P صفحۀ بر ℓ : 2x+ 3y+ 4z+ 5 = 0, x− 6y+ 3z− 7 = 0 خط تصویر معادلۀ (۶
بنویسید. را 2x+2y+ z+15 = 0

بصورت: ℓ از گذشته صفحات دسته معادلۀ است، صفحه دو برخورد محل ℓ چون حل:

Pλ : 2x+3y+4z+5+λ (x−6y+3z−7) = 0,

است. عمود P بر که Pλ از عضو آن برخورد محل از است عبارت P بر ℓ تصویر اکنون است.
به امر این کنیم. تحقیق را P و Pλ بودن عمود شرط است کافی لذا ٢ . ١٠-ب). شکل (به
n=

(
2,2,1

) بردار و Pλ بر نرمال nλ =
(
2+λ,3−6λ,4+3λ

) بردار بودن عمود تحقیق معنی
اما است؛ P بر نرمال

n •nλ = 2(2+λ)+2(3−6λ)+ (4+3λ) = −7λ+14.

P2 : 4x−9y+10z−9= می آوریم بدست Pλ معادلۀ در λ مقدار دادن قرار با .λ= 2 باید پس
بنابراین: .0

ℓ′ = P∩P2 : 2x+2y+ z+15 = 0, 4x−9y+10z−9 = 0,
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: −13y+6z = 39, −16x−19y = 159.

فاصلۀ الف) :٢ . ١٠ شکل
تصویر ب) خط تا نقطه

صفحه بر خط

خط دو آیا (٧

ℓ1 : x = 2t−1, y = 5t+2,z = 1− t,

ℓ2 : x = y−1 =
1
2

(z−2) ,

چرا؟ واقعند؟ صفحه یک در

بردار X2 نقطۀ به X1 نقطۀ از باشد. vi هادی و Xi گاه تکیه دارای ℓi خط کنیم فرض حل:
باشند، واقع صفحه یک بر خط دو این اگر ٢ . ١١-الف). (شکل می کنیم متصل را −−−−→X1X2

و باشند خطی وابستۀ −−−−→X0X1 و v2 ،v1 بردارهای آنگاه هستند)، همصفحه اصطلاح، در (یا
،X1 = (−1,2,1) داریم بخصوص، حالت این در اما، [−−−−→

X0X1,v1,v2
]
= 0 یعنی بالعکس.

نتیجه: در .v2 = (1,1,2) و X2 = (0,1,2) و v1 = (2,5,−1)[−−−−→
X1X2,v1,v2

]
=

[
(1,−1,1), (2,5,−1), (1,1,2)

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 5 −1
1 1 2

 = 13 , 0.

نیستند. همصفحه مذکور خط دو پس

بیابید: را شده داده خطوط مشترک عمود معادله (٨

ℓ1 : x = 2t+2, y = t+3, z = t+1,

ℓ2 : x = s+5, y = 3s+4, z = 1− s.

بر و کرده قطع را دو هر که است خطی از عبارت خط دو مشترک عمود تعریف، بنابه حل.
خط آن پاسخ و است شده حل مسأله کنیم فرض ٢ . ١١-ب). (شکل می باشد نیز عمود آنها
و ℓ1 ،ℓ خط هادی بردار بترتیب v2 =

−−−−−−−→
(1,3,−1) و v1 =

−−−−−→
(2,1,1) ،v کنیم: فرض است. ℓ

باشد صفحه ای P1 باشند. ℓ2 و ℓ1 خط با ℓ خط برخورد محل بترتیب X2 و X1 باشند. ℓ1
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:٢ . ١١ شکل
فاصلۀ الف)
هم از خط دو
عمود ب)
دو مشترک

خط

می گذرد. X1 نقطۀ و ℓ2 خط از که باشد صفحه ای P2 می گذرد. X2 نقطۀ و ℓ1 خط از که
در که طوری همان صورت، این در باشند. P2 و P1 صفحۀ نرمال بردار بترتیب n2 و n1

هر با بنابراین است، شامل را ℓ و ℓ1 خطوط P1 صفحۀ چون است، مشهود ٢ . ١١-ب شکل
بنابراین است، شامل را ℓ و ℓ2 خطوط P2 .n1 = v×v1 نتیجه در و است موازی آنها دوی
ℓ2 و ℓ1 خط دو هر بر ℓ خط که این از .n2 = v×v2 نتیجه در و است موازی آنها دوی هر با

مجموع در پس .v = v1×v2 که می گردد نتیجه است عمود

v1×v2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
2 1 1
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−−−−−−−→
(−4,3,5),

n1 =
(
v1×v2

)
×v1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
−4 3 5
2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−−−−−−−−−−−→
(−2,14,−10),

n2 =
(
v1×v2

)
×v2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
−4 3 5
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−−−−−−−−−−−→
(−18,1,−15).

از است عبارت P1 صفحۀ معادلۀ ،(2,3,1) ∈ ℓ1 ⊂ P1 چون

−2(x−2)+14(y−3)−10(z−1) = 0.

از است عبارت P2 صفحۀ معادلۀ ،(5,4,−1) ∈ ℓ2 ⊂ P2 چون مشابه، صورت به

−18(x−5)+ (y−4)−15(z+1) = 0.

از است عبارت می باشد، P2 و P1 مقطع که ℓ نتیجه، در

ℓ : −2(x−2)+14(y−3)−10(z−1) = 0, −18(x−5)+ (y−4)−15(z+1),

: x−7y+5z+13 = 0, 18x− y+15z+109 = 0.

⃝ بنویسید. کانونی بشکل را معادلات این

بنویسید. را می گذرد x= y=
z−1

3
خط موازی (2,0,−3) نقطۀ از که خطی معادلۀ (١ تمرین. ٣.٧.٢

می کند؟ قطع را 2x+ y = z+1 صفحۀ (1,1,−2) و (3,−1,10) نقاط از گذرنده خط آیا (٢
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و x+ y− z = 0 صفحۀ دو مشترک فصل خط با x+2
3
=

y−1
−2
=

z
1

خط که کنید ثابت (٣
است. موازی x = y+5z+8

بیابید. را 2x+2y = 3z و x−2y+3z = 1 صفحۀ دو اشتراک از حاصل خط معادلۀ (۴

کند: قطع را زیر متنافر خط دو و گذشته (−4,−5,3) نقطۀ از که بیابید را خطی (۵

.ℓ2 :
x−2

2
=

y+1
3
=

z−1
−5

و ℓ1 :
x+1

3
=

y+3
−2
=

z−2
−1

بیابید. را x+3
2
=

y−1
2
= z معادلات به خط به نسبت X1 = (2,−5,7) نقطۀ قرینۀ (۶

شده داده خط دو مورد در سپس و بیابید خط دو بین فاصلۀ کوتاهترین محاسبۀ برای فرمولی (٧
ببندید: بکار را

ℓ1 : x = 2t−4 , y = 4− t , z = −2t−1,

ℓ2 : x = 4t−5 , y = −3t+5 , z = −5t+5,

بیابید. مختصاتی صفحه های تک تک بر را x−1
2
=

y−2
−2
=

z−1
3

خط تصویر (٨

و (x0,y0,z0) گاه تکیه با ℓ خط و (x1,y1,z1) نقطۀ از گذشته صفحۀ معادلۀ که دهید نشان (٩
است: زیر صورت به ،v = (a,b,c) ∣∣∣∣∣∣∣∣هادی

a b c
x− x1 y− y1 z− z1
x0− x1 y0− y1 z0− z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

صفحه یک در یا و خط یک در باشد، کوچک شعاعش چند هر کره ای، هیچ که دهید نشان (١٠
نمی گنجد.

خط با و نموده عبور (−4,3,1) از که بنویسید را x+2y+1 = z صفحه با موازی خطی معادله (١١
دارد. برخور (x+1)/3 = (5− y)/2 = (z−2)/2

دوم درجه منحنیهای ٢ . ٨ بخش

از حاصل تصاویر می آید، بر اسمشان از که طوری همان مخروطی مقاطع یا دوم درجه منحنیهای
دقیقتر بیان به هستند. xy−صفحه بر دلخواه صفحۀ یک و x2+ y2 = z2 استاندارد مخروط برخورد

به دوم درجه معادله ای جوابهای مجموعۀ مخروطی، مقطع یا دوم درجه منحنی تعریف. ١.٨.٢
،c = 0 چنانچه .a2+b2+c2 , 0 آن در که است C : ax2+by2+2cxy+dx+ey+ f = 0. شکل

می نامیم. استاندارد را C منحنی
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صورت ،c= 0 شرط برداشتن با سپس و می پردازیم استاندارد منحنیهای همۀ طبقه بندی به ادامه در
نمود. خواهیم بررسی را منحنیها گونه این کلی

می نامند. دایره را فاصله اند یک به بخصوص نقطه ای از که نقاطی همۀ هندسی مکان دایره. ٢.٨.٢
مختصات اگر شود. توجه ٢ . ١٢-الف شکل به می نامیم. دایره شعاع را ثابت عدد و مرکز را ثابت نقطۀ
C دایره بر وقتی تنها و وقتی X = (x,y) نقطۀ آنگاه کنیم، فرض R را شعاع و X0 = (x0,y0) را مرکز

مختصاتی: شکل به یا و R = ∥−−−→X0X∥ یعنی شود، R برابر X0 تا X فاصلۀ که دارد قرار

C : (x− x0)2+ (y− y0)2 = R2.

تعریف الف) :٢ . ١٢ شکل
دایرۀ کوچکترین ب) دایره
مفروض نقطۀ دو از گذرنده

مثال. ٣.٨.٢

بعبارت است، (x−1)2+ (y+1)2 = 22 معادلۀ به R = 2 شعاع و X0 = (1,−1) مرکز به دایرۀ (١
.x2+ y2−2x+2y = 2 دیگر،

به آن کردن کامل مربع با زیرا است. دایره یک معرف x2 + y2 − 6x+ 4y+ 9 = 0 معادلۀ (٢
نقطۀ در مرکز با و R = 2 شعاع به دایره ای معادلۀ که می رسیم (x−3)2+ (y+2)2 = 22 معادلۀ

است. X0 = (3,−2)

در که است روشن است. AB = (3,6)(3,2) خط پاره آن قطر که بنویسید را دایره ای معادلۀ (٣
وسط X0 نقطۀ دقیقاً نیز آن مرکز و است B تا A فاصلۀ نصف برابر دایره R شعاع حالت، این
از است عبارت دایره معادلۀ نتیجه، در شود. توجه ٢ . ١٢-ب شکل به است. AB خط پاره

زیرا .(x−3)2+ (y−4)2 = 22

R =
1
2

d (A,B) =
1
2

∥∥∥−−→AB
∥∥∥ = 1

2

∥∥∥(0,−4)
∥∥∥ = 2,

X0 =
1
2

(A+B) = (3,4).

می گذرد. C = (3,4) و B = (−1,2) ،A = (1,2) نقطۀ سه از که بنویسید را دایره ای معادلۀ (۴



تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل ٩۶ دوم درجه منحنیهای . ٢ . ٨

A,B,C ∈ S فرض از است. S : x2 + y2 +ax+by+ c = 0 دایره معادلۀ کنیم فرض حل:
که می شود نتیجه ترتیب به 1+4+a+2b+ c = 0,

1+4−a+2b+ c = 0,
9+16+3a+4b+ c = 0,

⇒

 a+2b+ c = −5,
−a+2b+ c = −5,
3a+4b+ c = −25,

مورد دایرۀ بنابراین می شود. حاصل c = 15 و b = −10 ،a = 0 مقادیر دستگاه، حل از پس که
.(x−0)2+ (y−5)2 = 10 یا x2+ y2−10y+15 = 0 از عبارتست نظر

کنید. مشخص را (0,±1) نقاط از گذرنده دوایر مجموعه (۵

بنابراین باشد، دوایر این از یکی C : (x− x0)2+ (y− y0)2 = R2 کنیم فرض حل:

x2
0 + (y0−1)2 = R2, x2

0 + (y0+1)2 = R2.

نتیجه در .x2
0+1 = R2 و (y0−1)2 = (y0+1)2 که می شود نتیجه معادلات دستگاه این حل از

(x0,0) مرکز به است دایره ای C : x2+y2+2x0x = 1 دیگر بعبارت .x2
0+1 = R2 و y0 = 0

.x2+ y2 = 1 واحد دایره نمونه، برای .R =
√

1+ x2
0 شعاع به و y−محور بر واقع

از قطعه ای که داریم قرار O مکان در طولانی پلی زیر کنید فرض نمایید. توجه ٢ . ١٣ شکل به (۶
(بترتیب، n و m پل انتهای دو تا ما فاصله اگر است. A در مرکز و R شعاع به بزرگ دایره یک
دایره تقریبی شعاع ،(OP = p (یعنی باشد p ما سر بالای در پل ارتفاع و بوده (N و M در

نمایید. محاسبه را پل سازنده

مقدار :٢ . ١٣ شکل
چقدر R تقریبی

است؟

داریم ،DA = OB = (m−n)/2 چون بنابراین است. قائمه D در ADP مثلث حل:

(m−n)2

2
+ (d+ p)2 = R2. (٣ . ٢ )

داریم ،BN = (m+n)/2 چون بنابراین است. قائمه B در ABN مثلث مشابه، صورت به

(m+n)2

2
+d2 = R2. (٢ . ۴ )
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p اغلب اما .mn− 2dp− p2 = 0 که می شود نتیجه (٢ . ۴ ) از (٣ . ٢ ) معادله کردن کم از
یا mn−2pR ≈ 0 نتیجه در .p2 ≈ 0 و d ≈ R نمود فرض می شود تقریب با که است کم آنقدر
⃝ می آید. بکار نیز p ≈ mn/2R فرمول مواردی در .R ≈ mn/2p معادل بطور

کنید. مشخص را هم به نسبت x2+ y2 = 2 دایرۀ و x+ y = 1 خط وضعیت (١ تمرین. ۴.٨.٢

X1 = (3,6) آیا هستند. R = 5 فاصلۀ به X0 = (2,−1) از که بیابید را نقاطی هندسی مکان (٢
است؟ واقع آن درون X1 آیا است؟ واقع آن روی بر

مماس 2x+ 5 = 3y خط بر و است X0 = (3,2) در آن مرکز که بنویسید را دایره ای معادلۀ (٣
است.

از: عبارتست آن معادلۀ که بیابید را دایره ای شعاع و مرکز (۴

a) 2x2+2y2+6x−8y = 0, b) x2+ y2−4y = 5.

کنید. مشخص را هم به نسبت C : x2+ y2−2y = 0 دایرۀ و A = (1,−2) نقطۀ وضعیت (۵

کنید. مشخص را هم به نسبت x2+ y2 = x+ y+2 و x2+ y2−2x+2y = 3 دوایر وضعیت (۶

کرد: پارامتره می توان ذیل بصورت را R شعاع و X0 = (x0,y0) مرکز به دایرۀ که دهید نشان (٧
.C : x = x0+Rcos t , y = y0+Rsin t ; 0 ≤ t < 2π

را ℓ2 : 2x = 3y و ℓ1 : x+ y = 5 مفروض خط دو بر مماس دوایر همه مرکز هندسی مکان (٨
بیابید.

بیابید. را x = 3 خط و x2+ y2 = 1 دایرۀ بر مماس دایره های همۀ مرکز هندسی مکان (٩

نمایید. مشخص را x+ y = 1 خط بر مماس و مبداء از گذرنده دوایر مجموعه (١٠

عددی برابر مشخص نقطۀ دو تا آنها فواصل مجموع که نقاطی همۀ هندسی مکان بیضی. ۵.٨.٢
آن نرم را معلوم عدد و بیضی کانونهای را شده مشخص نقاط می نامند. بیضی را است معلوم
و A = (−c,0) کانونها که کرد فرض می توان بحث در سهولت برای ٢ . ١۴-الف). (شکل می نامند
واقع C بر X = (x,y) و باشد نظر مورد بیضی C اگر پس است. 2a ثابت عدد و اند B = (c,0)

داریم تعریف بنابه آنگاه باشد،

d(X,A)+d(X,B) =
√

(x+ c)2+ y2+

√
(x− c)2+ y2 = 2a,

داریم b2 = c2−a2 فرض با و کردن، ساده از پس که

C :
x2

a2 +
y2

b2 = 1
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بترتیب را b و a عدد است. ±b برابر y−محور با و ±a برابر x−محور با C برخورد محل که شود توجه
قطرهای نیم با بیضی کلی، حالت در است. (0,0) بیضی این مرکز می نامند. y و x به نظیر نیم-قطر

(تمرین): است زیر معادله ی به X0 = (x0,y0) در مرکز با و b و a

C :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = 1.

2a نیز آن نرم و (x0± c,y0) از عبارتند C کانونهای آنگاه ،c =
√

a2−b2 و b < a کنیم فرض اگر

تعریف الف) :١۴ . ٢ شکل
محاط بیضی ب) بیضی

مستطیل یک در

(x0,y0± c) از عبارتند C کانونهای آنگاه ،c =
√

b2−a2 کنیم فرض و a < b اگر که حالی در است.
⃝ بود. خواهد 2b آن نرم و

کنید. مشخص را C : 9x2+4y2 = 18x+16y+11 معادلۀ به منحنی نوع (١ مثال. ۶.٨.٢

معادلۀ به کردن کامل مربع با حل:

C :
(x−1)2

22 +
(y−2)2

32 = 1

است. b = 3 و a = 2 قطرهای نیم و X0 = (1,2) در مرکز با بیضی یک که می رسیم،

بنویسید. را 4 نرم و B = (1,4) و A = (1,2) کانونهای با بیضی معادلۀ (٢

که هستند، (x0,y0± c) شکل به کانونها پس است، یکی نقطه دو هر x مختص چون حل:
نتیجه، در است. کانونش دو وسط بیضی مرکز چون است. c =

√
b2−a2 و a < b حالت

.2b = 4 فرض مطابق اما .c = 1 یا 2c = 4−2 = 2 بعلاوه .X0 = (A+B)/2 = (1,3) داریم
از است عبارت بیضی معادلۀ پس .a =

√
3 نتیجه در 1 =

√
4−a2 و b = 2 بنابراین

C :
(x−1)2

3
+

(y−3)2

4
= 1

و C = (6,3) ،B = (6,5) ،A = (2,5) رئوس با الاضلاع متوازی در محاط بیضی معادلۀ (٣
بیابید. را D = (2,3)

نیم ٢ . ١۴-ب، شکل مطابق آنگاه باشند، D و C ،B ،A بترتیب را شده داده نقاط اگر حل:
با: برابرند قطرها

a =
1
2

AB =
1
2
∥B−A∥ = 2, b =

1
2

BC =
1
2
∥C−B∥ = 1.
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بنابراین است، چهارضلعی وسط بیضی، مرکز بعلاوه

X0 =
1
4

(A+B+C+D) = (4,4) .

⃝ (چرا؟) است. (x−4)2

4
+

(y−4)2

1
= 1 بیضی معادلۀ نتیجه در

بیابید: را شده داده بیضیهای کانونی معادلۀ تمرین. ٧.٨.٢

1) 9x2+4y2 = 36, 2) 5x2+4y2 = 10x+24y−21,

3) x2+4y2 = 8x+32y−76, 4) 4x2+ y2+8x = 2y−1.

بیابید. را 10 نرم و (10,3) و (4,3) کانونهای با بیضی معادلۀ (۵

می توان زیر بصورت را b و a قطرهای نیم و X0 = (x0,y0) مرکز به بیضی که دهید نشان (۶
C : x = x0+acos t,y = y0+bsin t;0 ≤ t < 2π کرد: پارامتره

کنید. مشخص هم به نسبت را 9x2+4y2 = 36 بیضی و X0 = (1,−1) نقطۀ وضعیت (٧

کنید. مشخص هم به نسبت را 4x2+ y2+8x+1 = 2y بیضی و x+ y = 2 خط وضعیت (٨

تاثیر از پس را C وضعیت .F (x,y) =
(
x+2y−3, x+y+1

) و C : x2+y2 = 9 کنید فرض (٩
است؟ بیضی حاصل شکل آیا کنید. مشخص F

خط یک تا آنها فاصلۀ که است صفحه از نقاطی هندسی مکان سهمی تعریف مطابق سهمی. ٨.٨.٢
می نامند. سهمی کانون را نقطه و مولد را خط است. مفروض نقطۀ یک تا آنها فاصلۀ برابر مفروض
کانون می کنیم فرض بحث در سهولت برای می نامند. کانونی فاصلۀ را کانون تا مولد فاصلۀ نصف
C سهمی بر X = (x,y) وقتی تنها و وقتی اکنون باشد. x = −p خط آن مولد و (p,0) نقطه ی سهمی
شود): توجه ٢ . ١۵-الف شکل (به باشد x = −p تا X فاصلۀ برابر (p,0) تا X فاصلۀ که است واقع

C : (p,0)(x,y) = (x− (−p))

:
√

(x− p)2+ y2 = x+ p : x =
y2

4p
.

آورد: بدست سهمی ها برای استاندارد شکل چهار می توان مشابه صورت به

سهمی معادلۀ کانون مولد
x− x0 = a (y− y0)2 (x0+1/4a,y0) x = x0−1/4a

x− x0 = −a (y− y0)2 (x0−1/4a,y0) x = x0+1/4a

y− y0 = a (x− x0)2 (x0,y0+1/4a) y = y0−1/4a

y− y0 = −a (x− x0)2 (x0,y0−1/4a) y = y0+1/4a
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-١۵ . ٢ شکل (در است (x0,y0) آنها رأس و است 1/4a کانونی فاصلۀ حالت چهار هر در اینکه توضیح
٢ . ١۵-ب شکل به ممکن حالتهای مشاهدۀ برای می باشد. مثبت عددی a و است) (0,0) رأس الف

کنید. توجه

الف) :١۵ . ٢ شکل
ب) سهمی تعریف
استاندارد سهمی انواع

مثال. ٩.٨.٢

معادلۀ دارای 1/8 کانونی فاصلۀ با و y−محور منفی جهت به رو ،(1,−1) در رأس با سهمی (١

y− (−1) =
−1

4(1/8)
(x−1)2

است. y+1 = −2(x−1)2 یا

معادلۀ دارای 1/4 کانونی فاصلۀ با و x−محور مثبت جهت به رو ،(4,3) نقطۀ در رأس با سهمی (٢

x−4 =
1

4(1/4)
(y−3)2

است. x−4 = (y−3)2 یا

از پس زیرا است، 1/12 کانونی فاصلۀ و (−1,3) در رأس با سهمی یک y = 3x2+6x منحنی (٣
y−محور مثبت جهت به رو سهمی این .y−3 = 3(x+1)2 نوشت می توان کردن، کامل مربع

می باشد.

جهت به که است 1/8 کانونی فاصلۀ و (2,1) در رأس با سهمی یک 2y2 + x = 4y منحنی (۴
⃝ .x−2 = −2(y−1)2 نوشت می توان زیرا دارد، تمایل x−محور منفی

بنویسید: را زیر سهمی های از یک هر معادلۀ تمرین. ١٠.٨.٢

است. جهتدار x−محور مثبت سمت به و است ١ آن کانونی فاصلۀ و است (2,1) آن رأس (١

است. جهتدار x−محور منفی سمت به و است 1/4 آن کانونی فاصلۀ و است (1,2) آن رأس (٢
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است. جهتدار y−محور مثبت سمت به و است ١ آن کانونی فاصلۀ و است (−1,2) آن رأس (٣

است. جهتدار y−محور منفی سمت به و است 1/8 آن کانونی فاصلۀ و است (1,1) آن رأس (۴

کنید: مشخص را زیر سهمی های از یک هر کانونی فاصلۀ و کانون رأس،

5) x+ y2 = 2y, 6) x2+2y+1 = 0,

7) x = 1+4y2+8y, 8) 5y = 4x2.

کنید. مشخص هم به نسبت را y = x2−1 سهمی و (1,−1) نقطۀ وضعیت (٩

کنید. مشخص هم به نسبت را x = −2(y−3)2 سهمی و y = 2x خط وضعیت (١٠

کنید. رسم را F(C) شکل .F (x,y) = (x+ y+1,2x− y) و است y = x2 سهمی C کنید فرض (١١
است؟ سهمی آیا

بیابید. را سوم و اول ربع نیمساز و y−محور مبداء، به نسبت y = x2 سهمی منعکس (١٢

تغییری چه منحنی شکل ،x0 تغییر با که کنید مشخص C : y− y0 = P (x− x0) کنید فرض (١٣
می کند.

تغییری چه منحنی شکل ،y0 تغییر با که کنید مشخص C : y− y0 = P (x− x0) کنید فرض (١۴
می کند.

تغییری چه منحنی شکل ،P تغییر با که کنید مشخص C : y− y0 = P (x− x0) کنید فرض (١۵
می کند.

نقطه دو از آنها فواصل تفاضل که است نقاط از مجموعه ای هذلولی تعریف بنابه هذلولی. ١١.٨.٢
مورد ثابت عدد و کانون را شده مشخص نقاط .(١۶ . ٢ (شکل است مشخص عددی برابر مشخص
است، 2a نرم و (−c,0) و (c,0) کانونهای با هذلولی C کنیم فرض اگر می نامند. هذلولی نرم را نظر

:١۶ . ٢ شکل
هذلولی تعریف

بنابراین و (−c,0)(x,y)− (c,0)(x,y) = 2a که است واقع C بر X = (x,y) وقتی تنها و وقتی √آنگاه
(x+ c)2+ y2−

√
(x− c)2+ y2 = 2a.
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داریم: ،b =
√

c2−a2 فرض و کردن ساده از پس

C :
x2

a2 −
y2

b2 = 1

می نامند. هذلولی قطرهای نیم را b و a اعداد است. y = ±bx/a مجانب دو دارای مذکور هذلولی
داریم: هذلولی دسته دو کلی حالت در

٢ . ١٧-الف شکل (به x−محور امتداد در و b و a قطرهای نیم و X0 = (x0,y0) مرکز به هذلولی الف)
شود): توجه

(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 = 1

٢ . ١٧-ب شکل (به y−محور امتداد در و b و a قطرهای نیم و X0 = (x0,y0) مرکز به هذلولی ب)
شود): توجه

(y− y0)2

b2 − (x− x0)2

a2 = 1.

.y− y0 = ±b(x− x0)/a از عبارتند مجانبها حالت دو هر در

مثال. ١٢.٨.٢

امتداد در و 4 و 3 قطرهای نیم و (1,−1) مرکز به هذلولی (x− 1)2/16− (y+ 1)2/9 = 1 (١
است. x−محور

y−محور امتداد در و 3 و 2 قطرهای نیم و (2,3) مرکز به (y−3)2 /9− (x−2)2 /4= 1 هذلولی (٢
است.

صورت به را آن معادلۀ زیرا است، هذلولی یک 4x2 − y2 + 6y = 25 منحنی (٣
و 2 قطرهایش نیم و (0,3) هذلولی این مرکز نوشت. می توان x2/22 − (y−3)2 /42 = 1

هستند. 4

کنید. مشخص را (0,1) و (1,0) ،(1,−2) ،(2,1) نقاط از گذرنده افقی استاندار هذلولی معادله (۴

بنابه .h(x,y) := ax2+by2+cx+dy+e آن در که باشد، h = 0 آن معادله کنیم فرض حل:
معادله چهار از مرکب دستگاه یک نتیجه، باشد. صفر نقاط از یک هر در h مقدار بایستی فرض
مورد هذلولی از دلخواهی نقطه (x,y) اگر است. a,b,c,d,e متغیرهای برحسب مجهولی پنج
می توان قبلی معادله چهار به را آن و است دیگر معادله ای که ،h(x,y) = 0 بایستی باشد، نظر
بردار O آن در که نوشت، می توان AX =O ماتریسی صورت به را معادلات دستگاه این افزود.

و X = (a,b,c,d,e)t است، صفر ستونی

A =


x2 y2 x y 1
4 1 2 1 1
1 4 1 −2 1
1 0 1 0 1
0 1 0 1 1

 .
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ضرایب ماتریس دترمینان که دارد صفر غیر جواب وقتی تنها همگن معادلات این دستگاه اما،
.(y+ 1)2 − 3(x− 1)2 = 2 دیگر، بیان به .y2 + 12x+ 2y = 3x2 + 3 یعنی، باشد. صفر آن
⃝

هذلولی انواع :٢ . ١٧ شکل
استاندارد

کنید: رسم را آن هذلولی ، مجانبهای و قطرها نیم مرکز، تعیین ضمن مورد هر در تمرین. ١٣.٨.٢

1) (x−1)2− (y+1)2

9
= 1, 2) x2− y2 = 4,

3)
(x−2)2

4
− y2 = 1, 4) 25y2− (x−1)2

4
= 1.

پرداختیم. دوم درجه منحنیهای بندی طبقه به اینجا تا استاندارد. غیر دوم درجۀ منحنیهای ١۴.٨.٢
کلی منحنی و برداشته را c = 0 فرض اکنون

C : ax2+by2+2cxy+dx+ ey+ f = 0, (٢ . ۵ )

منحنی مناسب، دوران احتمالا و انتقال یک از پس دهیم نشان که است آن هدف می گیریم. نظر در را
نمود. تبدیل می توان استاندارد منحنی یک به را C

ضریب می توان محورها دادن دوران با اول. روش - دوم درجۀ منحنی سازی نرمال ١۵.٨.٢
کرد: فرض باید حالت این در نمود. صفر را (٢ . ۵ ) دوم درجه منحنی معادلۀ در xy جملۀ

α =
1
2

arctan
(

2c
a−b

)
=

1
2

arccot
(

a−b
2c

)
.

آنها در که
x = ucosα− vsinα,

y = usinα+ vcosα,

گفته سازی نرمال کار این به بود. خواهد صفر uv ضریب بنویسیم، v و u حسب بر را (٢ . ۵ ) اگر حال
محورهای موازی آنها تقارن محورهای که است آن دست این از منحنی های ویژگی مهمترین می شود.

می باشند. مختصاتی
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داریم: ،١۵.٨.٢ بنابه صورت این در بگیرید. نظر در را 2xy = 9 منحنی (١ مثال. ١۶.٨.٢

α =
1
2

arccot
(

0
2

)
=
π

4
,

x = ucos
(
π

4

)
− vsin

(
π

4

)
=

√
2

2
(u− v) ,

y = usin
(
π

4

)
+ vcos

(
π

4

)
=

√
2

2
(u+ v) .

٣ قطرهای نیم و (0,0) مرکز به هذلولی یک معادلۀ که u2 − v2 = 9 داریم جایگذاری، از پس
شود). توجه ٢ . ١٨ شکل (به می باشد uv صفحۀ در v−محور امتداد در و ٣ و

هذلولی انواع :٢ . ١٨ شکل
استاندارد

اینصورت: در بگیرید. نظر در را 2x2+
√

3xy+ y2−10 = 0 منحنی (٢

α =
1
2

arctan
 √3

2−1

 = π6 , x = ucos
(
π

6

)
− vsin

(
π

6

)
=

1
2

(√
3u− v

)
,

y = usin
(
π

6

)
+ vcos

(
π

6

)
=

1
2

(
u+
√

3v
)
.

u2/4+v2/20 = 1 معادلۀ به نتیجه، کردن ساده و شده داده معادلۀ در y و x جایگذاری از پس
(به می باشد uv−صفحه در 2

√
5 و 2 قطرهای نیم و مبداء مرکز به بیضی یک که می رسیم

⃝ شود). توجه ٢ . ١٩ شکل

کنید: نرمال را شده داده دوم درجه منحنی های از یک هر تمرین. ١٧.٨.٢

1) xy = 2, 2) x2+2y2 =
√

3xy+1,

3) xy+1 = x+ y, 4) 3x2+4
√

3xy = y2+7,

5) 3x2+2xy+3y2 = 19, 6) x2+ y2 = 2xy+2,

7) xy+2y = 2, 8) x2+ y2+2x = 2xy+2y+1.

را △ = c2−ab مبین (٢ . ۵ ) دوم درجۀ منحنی به دوم. درجۀ منحنی نوع تعیین آزمون ١٨.٨.٢
مهم: غیر خاص حالتهای از نظر صرف اینصورت، در می دهیم. نسبت

است. سهمی C منحنی آنگاه ،△ = 0 اگر الف)
است. هذلولی C منحنی آنگاه ،△ > 0 اگر ب)

□ است. بیضی C منحنی آنگاه ،△ < 0 اگر ج)
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نمودن نرمال :٢ . ١٩ شکل
بیضی یک

معادلات دستگاه و △= c2−ab مبین دوم. درجۀ منحنی یک تقارن محور و مرکز تعیین ١٩.٨.٢

Σ : 2ax+2cy+d = 0, 2by+2cx+ e = 0,

اینصورت: در می کنیم. نظیر (٢ . ۵ ) دوم درجۀ منحنی به را
شکل تقارن محور خط این که است، جوابها از خط یک دارای Σ دستگاه آنگاه ،△ = 0 اگر الف)

است. آمده بدست
هر است. C هذلولی یا بیضی مرکز دستگاه جواب دارد. جواب یک Σ دستگاه آنگاه ،△ , 0 اگر ب)

می کنند. مشخص را منحنی تقارن محورهای از یکی Σ دستگاه معالات از یک

مثال. ٢٠.٨.٢

شکل لذا و است مثبت △ = 1/4 اینصورت در بگیرید. نظر در را xy = 2 معادلۀ به منحنی (١
هذلولی این مرکز پس {x = 0,y = 0} از عبارتست منحنی به نظیر Σ دستگاه است. هذلولی

هستند. آن تقارن محورهای y−محور و x−محور و است (0,0)

است منفی △ = −3/4 اینصورت در بگیرید. نظر در را x2 + y2 = xy+ x معادلۀ به منحنی (٢
که است {2x− y− 1 = 0 , 2y− x = 0} منحنی به نظیر Σ دستگاه است. بیضی شکل لذا و
و x = 2y تقارن محورهای و (2/3,1/3) مرکز با بیضی این پس است. (2/3,1/3) آن جواب

می باشد. 2x = y+1

صفر △= 1−1= 0 اینصورت در بگیرید. نظر در را x2+y2+2xy= x+y+1 معادلۀ به منحنی (٣
{2x+2y−1 = از عبارتست منحنی این به نظیر Σ دستگاه می باشد. سهمی شکل لذا و است
معادلۀ این است. 2x+2y = 1 معادلۀ در صادق جواب بینهایت دارای که 0,2y+2x−1 = 0}
⃝ می باشد. سهمی تقارن محور

کنید: مشخص را تقارن مرکز و تقارن محورهای منحنی، نوع مورد هر در تمرین. ٢١.٨.٢

1) x2+ y2 = 3xy+ x, 2) 3x2+27y2+7y = 18xy+5x,

3) xy+ y2 = 3x+ y, 4) 3x2+
√

3xy = y2,
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5) 2x2+7xy+9y2+20x = 86, 6) x2+4y2 = 4xy+5x+ y.

منحنی، آن معادلۀ استخراج ضمن است. شده داده پارامتری شکل به دوم درجۀ منحنی مورد،یک هر در
کنید: مشخص را منحنی تقارن مرکز و تقارن محورهای نوع،

7) x = 2sin t−1, y = 4cos t+2, 0 ≤ t < 2π,

8) x = 3t, y = 9t2− t, −∞ < t <∞,

9) x = −cosh t, y = sinh t, −∞ < t <∞,

10) x = t, y =
√

1− t2, −1 ≤ t ≤ 1,

11) x = 2sinh t+1, y = cosh t+3, −∞ < t <∞,

12) x = t2, y =
√

t4+1, 0 ≤ t,

کنید: پارامتره را زیر دوم درجه منحنی های از یک هر

13) xy = 2, 14) xy+ y2 = 3x+ y,

15)
x2

4
− (y−1)2 = 1, 16) x2+ y2+2xy = x− y,

17)
x2

4
+

y2

9
= 1, 18) 3x2+

√
3xy = y2.

مجانبهای با هذلولی یک (a1x + b1y+ c1)(a2x + b2y+ c2) = a منحنی که دهید نشان (١٩
آنکه به مشروط است، ℓ2 : a2x+ b2y+ c2 = 0 و ℓ1 : a1x+ b1y+ c1 = 0 معادلات به
آن تقارن محورهای ℓ4 := ℓ1 − ℓ2 و ℓ3 := ℓ1 + ℓ2 که دهید نشان ادامه در .a1b2 , a2b1

می باشد. آن تقارن مرکز ℓ3∩ ℓ4 خط دو این مقطع و هستند

است؟ هذلولی (a1x+b1y+ c1)2 = (a2x+b2y+ c2)2 + a آیا ،a1b2 , a2b1 کنید فرض (٢٠∗

است؟ شکلی چه (a1x+b1y+ c1)2 = a2x+b2y+ c2

مطلب این اثبات بخش این از هدف دوم. روش - دوم درجۀ منحنی های نرمالسازی ٢٢.٨.٢
که است

هذلولی، بیضی، دایره، » است: زیر شرح به اشکال از یکی دوم درجۀ منحنی هر قضیۀ. ٢٣.٨.٢
تهی.» مجموعه ای یا و نقطه یک خط، یک متقاطع، خط دو سهمی،

ماتریسی شکل به را (٢ . ۵ ) معادلۀ مطلب، این اثبات برای اثبات:

[
x y

] [ a c
c b

] [
x
y

]
+dx+ ey+ f = 0 (٢ . ۶ )
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، ۶.٨.١ قضیۀ بنابه می باشد. 2×2 متقارن ماتریس یک که ،A =
[

a c
c b

]
می کنیم فرض و نوشته

دهد: رخ که است ممکن حالت دو آنگاه باشند، A ویژۀ مقادیر β و α اگر
دو می توان بنابراین و عمودند هم بر آنها به نظیر ویژۀ بردارهای صورت این در که α , β الف)
ویژۀ بردار بترتیب v2 و v1 که یافت گونه ای به v2 = [a12,a22]t و v1 = [a11,a21]t یکۀ متعامد بردار

باشند. β و α به نظیر
v2 = و v1 = [a11,a21]t یکۀ متعامد بردار دو می توان هم باز صورت این در که α = β ب)
در می دهند. تشکیل α به نظیر ویژۀ بردارهای برای پایه ای دو هر که که یافت گونه ای به [a12,a22]t

B−1 = Bt صورت این در نمود. تهیه می توان را B =
[

a11 a12
a21 a22

]
متعامد ماتریس حالت، دو هر

آنگاه ،
[

x
y

]
= Xv1+Yv2 شود فرض اگر نتیجه در .BtAB =

[
α 0
0 β

]
و

ax2+by2+2cxy =
[

x
y

]t

A
[

x
y

]
= αX2+βY2.

بود: خواهد نرمال حاصل معادلۀ آنگاه بنویسیم، Y و X حسب بر را C اگر بنابراین

C : αX2+βY2+γX+ηY + θ = 0.

است: زیر موارد از یکی به C منحنی ،θ و η ،γ ،β ،α مختلف مقادیر به بسته ترتیب، این به

این در باشد، صفر ϕ := θ−
(
γ2/β+η2/α

)
/4 و بوده علامت هم و صفر مخالف β و α اگر (١

به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و u = X + γ/2α فرض با صورت
یعنی، .u = v = 0 است: نقطه یک آن جواب تنها که می رسیم αu2+βv2 = 0 شکل به معادلۀ

است. نقطه یک C دوم درجه منحنی حالت این در

با صورت این در باشد، علامت هم دو آن با نیز ϕ و بوده علامت هم و صفر مخالف β و α اگر (٢
شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y +η/2β و u = X+γ/2α فرض
دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، ندارد. جوابی گونه هیچ که می رسیم αu2+βv2+ϕ = 0

است. تهی C

با صورت این در باشد، العلامه مختلف آنها با ϕ و بوده علامت هم و صفر مخالف β و α اگر (٣
شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y +η/2β و u = X+γ/2α فرض
درجه منحنی حالت این در یعنی، است. uv−صفحه در بیضی یک که می رسیم αu2+βv2 = ϕ

است. بیضی یک C دوم

فرض با صورت این در باشد، صفر ϕ و بوده العلامه مختلف و صفر مخالف β و α اگر (۴
شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و u = X + γ/2α

خط دو از عبارت و نوشت می توان v = ±αu/β شکل به را آن که می رسیم αu2 + βv2 = 0
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خط دو از اجتماعی C دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، است. uv−صفحه در متقاطع
است. متقاتع

فرض با صورت این در باشد، صفر مخالف ϕ و بوده العلامه مختلف و صفر مخالف β و α اگر (۵
شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و u = X + γ/2α

یک که نوشت می توان u2/A2− v2/B2 = ±1 شکل به را آن که می رسیم αu2+βv2+ϕ = 0

است. هذلولی یک C دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، است. uv−صفحه در هذلولی

u = X ،ϕ := θ− η2/4β فرض با صورت این در باشند، صفر مخالف γ و β و α = 0 اگر (۶
γu+βv2 +ϕ = 0 شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و
uv−صفحه در سهمی یک که نوشت می توان u = −ϕ/γ− βv2/γ شکل به را آن که می رسیم

است. سهمی یک C دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، است.

است. (۶) به شبیه کاملا وضعیت آنگاه باشند، صفر مخالف γ و α و β = 0 اگر (٧

فرض با صورت این در باشد، β با علامت هم ϕ := θ− η2/4β و β , 0 ،α = γ = 0 اگر (٨
βv2+ϕ = 0 شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y +η/2β و u = X

است. تهی C دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، ندارد. جوابی گونه هیچ که می رسیم

وضعیت آنگاه باشد، α با علامت هم ϕ := θ−γ2/4α و باشد صفر مخالف α و β = γ = 0 اگر (٩
است. (٨) به شبیه کاملا

این در باشند، العلامه مختلف β و ϕ := θ−η2/4β و باشد صفر مخالف β و α = γ = 0 اگر (١٠
به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و u = X فرض با صورت
این در یعنی، است. uv−صفحه در v = ±

√
−ϕ/βu خط دو که می رسیم βv2 +ϕ = 0 شکل

است. موازی خط دو از اجتماعی C دوم درجه منحنی حالت

آنگاه باشند، العلامه مختلف α و ϕ := θ−γ2/4β و باشد صفر مخالف α و β = γ = 0 اگر (١١
است. (١٠) به شبیه کاملا وضعیت

u = X فرض با صورت این در ،ϕ := θ−η2/4β = 0 و باشد صفر مخالف β و α = γ = 0 اگر (١٢
می رسیم βv2 = 0 شکل به معادلۀ به v و u حسب بر C معادلۀ نوشتن و ،v = Y + η/2β و
راست خط C دوم درجه منحنی حالت این در یعنی، است. uv−صفحه در v = 0 خط یک که

است.

به شبیه کاملا وضعیت آنگاه ،ϕ := θ−γ2/4α = 0 و باشد صفر مخالف α و β = γ = 0 اگر (١٣
است. (١٢)

است. تهی C صورت این در ،θ , 0 و α = β = γ = 0 اگر (١۴

2 است. تمام برهان ترتیب این به
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نوشت: می توان بگیرید. نظر در را x2+ y2 = 4xy+ x منحنی (١ مثال. ٢۴.٨.٢[
x y

] [ 1 −2
−2 1

] [
x
y

]
− x = 0, A =

[
1 −2
−2 1

]
.

است: چنین A ماتریس مشخصۀ معادلۀ

0 = |λI2−A| =
∣∣∣∣∣∣ λ−1 2

2 λ−1

∣∣∣∣∣∣ = λ2−2λ−3,

α = −1 به نظیر ویژۀ یکۀ بردار .β = 3 و α = −1 از عبارتند آن ویژۀ مقادیر پس است.
v2 = از عبارتست نیز β = 3 به نظیر ویژۀ یکۀ بردار و v1 =

[√
2/2,
√

2/2
]t از عبارتست

می کنیم: فرض بنابراین
[√

2/2,−
√

2/2
]t

[
x
y

]
= Xv1+Yv2 =

√
2

2

[
X+Y
X−Y

]
.

شده، داده معادلۀ در دادن قرار از پس که y= (
√

2/2)(X−Y) و x = (
√

2/2)(X+Y) بنابراین
.v = Y +

√
2/12 و u = X−

√
2/4 می کنیم فرض اکنون .2X2 = 6Y2+

√
2(X+Y) داریم

در هذلولی یک معادلۀ که u2

1/12
− v2

1/4
= 1 یا 12(u2 − 3v2) = 1 داشت: خواهیم نتیجه در

است. uv−صفحه

نوشت: می توان بگیرید. نظر در را 3x2 = 3y2+8xy+10y+3 منحنی (٢[
x y

] [ 3 −4
−4 −3

] [
x
y

]
−10y−3 = 0, A =

[
3 −4
−4 −3

]
.

است: چنین A ماتریس مشخصۀ معادلۀ

0 = |λI2−A| =
∣∣∣∣∣∣ λ−3 4

4 λ+3

∣∣∣∣∣∣ = λ2−25,

α = 5 به نظیر ویژۀ یکۀ بردار .β = −5 و α = 5 از عبارتند آن ویژۀ مقادیر پس است.
از عبارتست نیز β = −5 به نظیر ویژۀ یکۀ بردار و v1 =

[
−2
√

5/5,
√

5/5
]t از عبارتست

می کنیم: فرض بنابراین v2 =
[√

5/5,2
√

5/5
]t

[
x
y

]
= Xv1+Yv2 =

√
5

5

[
Y −2X
X+2Y

]
داده معادلۀ در دادن قرار از پس که y = (

√
5/5)(X+2Y) و x = (

√
5/5)(−2X+Y) بنابراین

داریم شده،
5X2 = 5y2+2

√
5X+4

√
5Y +3

u2 = v2 داشت: خواهیم نتیجه در .v = Y −2
√

5/5 و u = X−
√

5/5 می کنیم فرض اکنون
⃝ است. uv−صفحه در متقاطع خط دو معادلۀ که v = ±u یا
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کنید: اجرا زیر دوم درجه منحنیهای از یک هر مورد در را بالا روند تمرین. ٢۵.٨.٢

1) xy = 2, 2) 3x2+
√

3xy = y2,

3) x2− y2+ xy = 1, 4) xy+ y2 = 3x+ y.

p(x,y) = ax2 +bxy+ cx+ · · · اگر کلی بطور نمودن. کامل مربع روش به نرمالسازی ٢۶.٨.٢
نمود: نرمال می شود زیر روش به را آن ،a , 0 که باشد دومی درجه عبارت

p = a
(
x+

b
2a

y+
c

2a

)2
+q(y),

اکنون، .q = αy2+βy+γ دیگر بعبارت ندارد. وجود q در x شامل جملات آن در که

q = α
(
y+

β

2α

)2
+ r,

مشابه صورت به بود، y2 شامل ولی نبود x2 شامل جمله p در اگر است. ثابت عددی r آن در که
متغیر تغییر از حال داشت. خواهد وجود xy شامل جمله ای حتما صورت، این غیر در می کنیم. عمل

شوند. ظاهر v2 و u2 جملات تا می کنیم استفاده y = u− v و x = u+ v

مثال. ٢٧.٨.٢

بالا روش به بگیرید. نظر در را 4x2 + 12xy+ 8y2 = 4y+ 5 معادله به C دوم درجه منحنی (١
بنابراین می کنیم، عمل

4x2+12xy+8y2−4y−5 = 4
(
x+

3y
2

)2
− y2−4y−5

= (2x+3y)2− (y+2)2−1.

هذلولی یک که می رسیم، X2−Y2 = 1 معادله به Y = y+2 و X = 2x+3y فرض با بنابراین،
است. صفحه xOy در هذلولی پس است. صفحه XOY در مبداء در مرکز به

به بگیرید. نظر در را 4x2 − 12xy+ 5y2 + 8x− 8y+ 3 = 0 معادله به C دوم درجه منحنی (٢
بنابراین می کنیم، عمل بالا روش

4x2−12xy+5y2+8x−8y+3 = 4
(
x− 3y

2
+1

)2
−4y2+4y−1

= (2x−3y+2)2− (2y−1)2.

اجتماعی که می رسیم، X2−Y2 = 0 معادله به Y = 2y−1 و X = 2x−3y+2 فرض با بنابراین،
2x−5y+3 = 0 خط دو اجتماع واقع در است. صفحه XOY در Y = ±X متقاطع خط دو از

.2x− y+1 = 0 و
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روش به بگیرید. نظر در را x2−2xy+17y2+2x+14y = 11 معادله به C دوم درجه منحنی (٣
بنابراین می کنیم، عمل بالا

x2−2xy+17y2+2x+14y−11 = (x− y+1)2+16y2+16y−12

= (x− y+1)2+16
(
y+

1
2

)2
−16.

یک که می رسیم، X2 +Y2 = 16 معادله به Y = 4y+ 2 و X = x− y+ 1 فرض با بنابراین،
است. صفحه xOy در بیضی پس است. صفحه XOY در مبداء در مرکز به و 4 شعاع به دایره
⃝

تبدیلات کلی نام تحت که تبدیلات این شود. توجه بالا مثال در گرفته بکار تبدیلات هندسی تعبیر به
و است 2×2 وارونپذیر ماتریس A که ،x 7→ Ax+a بشکل تبدیلاتی (یعنی، می شوند شناخته آفین

نمی دهند. تغییر را منحنی نوع (R2 در ثابت برداری a

کنید: اجرا زیر دوم درجه منحنیهای از یک هر مورد در را بالا روند تمرین. ٢٨.٨.٢

1) x2+2x = 2xy, 2) xy = y2+1, 3) x2+2xy+2x+4y = 0, 4) xy = 3x+ y.

دوم درجه منحنیهای نمودن پارامتره ٢ . ٩ بخش

بخش این مطالعۀ است. نه فصل نیز و هشت فصل مطالعۀ برای لازم زمینۀ ایجاد بخش این از هدف
کنید. متوقف می توانید هنگام آن تا را

چند یا یک برد صورت به مجموعه آن بیان مجموعه، یک نمودن پارامتره از منظور تعریف. ١.٩.٢
است. تابع

نمود فرض می توان ،C : (x− x0)2 + (y− y0)2 = R2 دایره کلی شکل به توجه با دایره. ٢.٩.٢
نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را C نتیجه، در .y− y0 = Rsin t و x− x0 = Rcos t

r(t) =
(
x0+Rcos t,y0+Rsin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

بیضی کلی شکل به توجه با دایره، حالت به شبیه کاملا بیضی. ٣.٩.٢

C :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = 1,

زیر تابع برد صورت به را C نتیجه، در .y− y0 = bsin t و x− x0 = acos t نمود فرض می توان
نوشت: می توان

r(t) =
(
x0+acos t,y0+bsin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.



تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل ١١٢ دوم درجه منحنیهای نمودن پارامتره . ٢ . ٩

نمود فرض می توان ،C : y− y0 = a(x− x0)2 قائم سهمی کلی شکل به توجه با سهمی. ۴.٩.٢
نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را C نتیجه، در و x− x0 = t

r(t) =
(
t,y0+at2) ; −∞ < t <∞.

در و y− y0 = t نمود فرض می توان ،C : x− x0 = b(y− y0)2 افقی سهمی برای مشابه، صورت به
نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را C نتیجه،

r(t) =
(
x0+bt2, t

)
; −∞ < t <∞.

افقی هذلولی کلی شکل به توجه با هذلولی. ۵.٩.٢

C :
(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 = 1,

دو برد اجتماع صورت به را C نتیجه، در .y−y0 = bsinh t و x− x0 = acosh t نمود فرض می توان
نوشت: می توان زیر تابع

r(t) =
(
x0+acosh t,y0+bsinh t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

h(t) =
(
x0−acosh t,y0+bsinh t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

قائم هذلولی مشابه، صورت به

C : − (x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = 1,

نوشت: می توان زیر تابع دو برد اجتماع شکل به را

r(t) =
(
x0+asinh t,y0+bcosh t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

h(t) =
(
x0+asinh t,y0−bcosh t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

هستند، دوم درجه منحیهای پیمایش روشهای ترین رایج بالا، در مشروح روشهای یادداشت. ۶.٩.٢
می توان دیگری شیوه به را (x− x0)2 + (y− y0)2 = R2 دایره نمونه برای ممکن! روشهای تنها نه
قطع را دایره می کند، عبور دایره مرکز از که y−y0 = t(x− x0) خط کنیم فرض جمله، از نمود. پارامتره
.x = x0 ±R/

√
1+ t2 بنابراین دارد. صدق (x− x0)2(1+ t2) = R2 رابطه در برخورد محل نماید.

صورت به را دایره مجموع، در پس (چرا؟). کنیم انتخاب + را حالت است کافی

r(t) =
(
x0+

R
√

1+ t2
,y0+

Rt
√

1+ t2

)
, −∞ < t <∞,

دایره پیمایش استاندارد شیوه همان به ،t = tan s فرض با واقع در البته، نمود. پارامتره می شود
کنید. بررسی می رسیم.
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دوم درجۀ رویه های ٢ . ١٠ بخش

دسته بخش این از هدف می نامند. دوم درجۀ رویه ی را بعدی سه حالت به دوم درجه منحنیهای تعمیم
می شود. استفاده بسیار ادامه در رویه ها این از است. اشیاء این بندی

فضا در z و y ،x حسب بر دوم درجه جمله ای چند معادلۀ یک جوابهای مجموعۀ تعریف. ١.١٠.٢

S : a11x2+a22y2+a33z2+2a12xy+2a13xz+2a23yz (٧ . ٢ )

+2a1x+2a2y+2a3z+a = 0,

صفر آن در yz و xz،xy جملات ضرایب که گوئیم نرمال صورتی در را رویه می نامند. دوم درجه رویه را
،فعلا شد. خواهد داده نشان (٧ . ٢ ) مفروض رویۀ سازی نرمال روش ١٣.١٠.٢ قسمت در باشند.
به ادامه در .a12 = a13 = a23 = 0 باشد: نرمال S رویۀ می کنیم فرض بحث در سهولت ایجاد برای

می پردازیم. دوم درجۀ رویه های بندی دسته

به X0 نقطۀ از که است فضا از نقاطی همۀ مجموعۀ ،R شعاع و X0 در مرکز به کرۀ کره. ٢.١٠.٢
شکل به دومی درجه رویۀ چنین معادلۀ هستند. R فاصلۀ

S : (x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2 = R2,

شود). توجه ٢ . ٢٠-الف شکل (به می باشد آن تقارن نقطه ،X0 = (x0,y0,z0) کره مرکز است.

بیضی گون و کره :٢ . ٢٠ شکل

یک یا و نقطه یک تهی، دلخواهی صفحۀ هر با برخوردش که فضایی شکل بیضی گون. ٣.١٠.٢
دوم درجه رویۀ این کلی معادلۀ می نامند. بیضی گون را باشد بیضی

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 +
(z− z0)2

c2 = 1,

(به می نامند S بیضی گون قطرهای نیم بترتیب را c و b ،a اعداد و مرکز را X0 = (x0,y0,z0) است.
سطح بر (x0,y0,z0± c) و (x0,y0±b,z0) ،(x0±a,y0,z0) نقطۀ شش شود). توجه ٢ . ٢٠-ب شکل

واقعند. بیضی گون
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واقع غیر X0 نقطه ای و xy−صفحه، با موازی صفحه ای در بیضی یک کنید فرض مخروط. ۴.١٠.٢
نقطۀ نیز و بیضی آن نقاط از گذرنده خطوط بر واقع نقاط هندسی مکان داریم. اختیار در صفحه آن بر

شکل به دومی درجۀ رویۀ چنین معادلۀ X0 در رأس با است مخروطی ،X0

S :
(z− z0)2

c2 =
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 ,

که است روشن است. z−محور موازی مخروط تقارن محور شود). توجه ٢ . ٢١-الف شکل (به است
x حسب بر اگر و است y−محور موازات به تقارن محور باشد، y حسب بر تساوی اول طرف اگر

دارد. وجود نرمال مخروط نوع سه جمعاً بنابراین است. x−محور موازی آن تقارن محور باشد،
با را z = ax+b صفحۀ مثلا) دهیم قطع مخروط با را صفحه ای اگر شد، گفته قبلا که همانطوری
منحنیهای دلیل همین به است. دوم درجه منحنی یک آمده بدست منحنی ،(z2 = x2 + y2 مخروط

می نامند. مخروطی مقاطع را دوم درجۀ

دوم درجه رویۀ یکپارچه. هذلولی گون ۵.١٠.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 − (z− z0)2

c2 = 1,

-٢ . ٢١ شکل (به می نامند z−محور موازی تقارن محور و X0 = (x0,y0,z0) مرکز با یکپارچه هذلولی گون را
شود). توجه ب

است کافی منظور این برای نمود. تعریف یکپارچه هذلولی می توان نیز x−محور و y−محور موازی
ببریم. x یا و y عبارت از قبل را منفی

دوم درجه رویۀ پارچه. دو هذلولی گون ۶.١٠.٢

S : − (x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 +
(z− z0)2

c2 = 1,

(به می نامند z−محور موازی تقارن محور و X0 = (x0,y0,z0) مرکز با پارچۀ دو هذلولی گون را
دوپارچۀ گونهای هذلولی می توان + علامت مکان کردن عوض با شود). توجه ٢ . ٢٢-الف شکل

نمود. تعریف را y−محور یا و x−محور موازی محور با

الف) :٢ . ٢١ شکل
هذلولی گون ب) مخروط

یکپارچه
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محورش بر عمود صفحات با آن مقاطع که است دومی درجه رویه بیضوی. سهمی گون ٧.١٠.٢
سهمی گون سهمی اند. همگی محورش موازی صفحات با آن مقاطع و است بیضی یا و نقطه تک تهی،
مثبت جهت به رو و z−محور موازی تقارن محور و X0 = (x0,y0,z0) نقطه ی در رأس با نرمال بیضوی

معادلۀ: به z−محور

S : z− z0 =
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 ,

اگر چرخید. خواهد z−محور منفی جهت به رو سهمی گون راست، سمت علامت تعویض با است.
باشد، اختیار در y حسب بر یک درجه عبارتی باشیم، داشته z حسب بر اول درجه عبارت اینکه بجای
نتیجه در است. درست x−محور برای مطلب همین بود. خواهد y−محور موازات به سهمی گون S

شود). توجه ٢ . ٢٢-ب شکل (به دارد وجود نرمال بیضوی سهمی گون نوع شش جمعاً

محورش بر عمود صفحات با آن مقاطع که است دومی درجه رویه هذلولوی. سهمی گون ٨.١٠.٢
نرمال بیضوی سهمی گون سهمی اند. همگی محورش با موازی صفحات با آن مقاطع و می باشد هذلولی
به y−محور، موازات به دهانۀ و z−محور موازی تقارن محور با و X0 = (x0,y0,z0) نقطۀ در رأس با

معادلۀ:

S : z− z0 =
(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 ,

شد. خواهد x−محور به رو S دهانۀ کنیم، عوض را راست سمت در - جای اگر است.

الف) :٢ . ٢٢ شکل
پارچه دو هذلولی گون

بیضوی سهمی گون ب)

y−محور برای مطلب همین شد. خواهد x−محور ،S تقارن محور کنیم، عوض را x و z نقش اگر
توجه ٢ . ٢٣-الف شکل (به دارد وجود نرمال هذلولوی گون سهمی نوع شش بنابراین است. درست

شود).

معادلۀ اگر بیضوی. استوانۀ ٩.١٠.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = 1,
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سهمی گون الف) :٢ . ٢٣ شکل
بیضوی استوانۀ ب) هذلولوی

اگر اما بود. خواهد b و a قطرهای نیم و (x0,y0) در مرکز با بیضی یک پاسخ کنیم، حل صفحه در را
دارند. قرار S بر است، دلخواه z که (y, x,z) نقاط همۀ آنگاه باشد، واقع بیضی این بر (x,y,0) نقطۀ
توجه ٢ . ٢٣-ب شکل (به است z−محور موازات به و بیضی قائدۀ با استوانۀ یک S ترتیب این به
y−محور با موازی استوانۀ کنیم، عوض z با را y جای یعنی نباشد، y معادله در چنانچه اگر شود).

داریم. بیضوی استوانۀ نوع سه یعنی آمد. خواهد بدست

دوم درجه رویه هذلولوی. استوانه ١٠.١٠.٢

S :
(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 = 1,

ترسیم برای بود، خواهد هذلولوی کنیم، رسم صفحه در را معادله این اگر می نامند. هذلولوی استوانۀ را
عوض S معادلۀ در را منفی جای اگر دهیم. حرکت ها z محور امتداد در را هذلولوی این است کافی S

امتداد در هذلولوی استوانۀ S یعنی بود. خواهد x−محور y−محور، امتداد در بجای شکل دهانۀ کنیم،
شش جمعاً بنابراین شود). توجه ٢ . ٢۴-الف شکل (به است y−محور امتداد در دهانۀ با و z−محور

دارد. وجود نرمال هذلولوی استوانۀ نوع

معادلۀ به دوم درجه رویه سهموی. استوانۀ ١١.١٠.٢

S : y− y0 = a (x− x0)2 ,

٢ . ٢۴-ب شکل (به می نامیم x−محور مثبت جهت و z−محور موازات به سهموی استوانۀ را a > 0 که
y نقش اگر داشت. خواهد x−محور منفی جهت به رو سهموی استوانۀ آنگاه ،a < 0 اگر شود). توجه
نوع شش جمعاً بنابراین، آمد. خواهد بدست y−محور موازات به سهموی استوانۀ کنیم، عوض z با را

دارد. وجود نرمال سهموی استوانۀ
کنید: رسم را آنها نموده، مشخص را زیر دوم درجه رویه های از یک هر نوع تمرین. ١٢.١٠.٢

1) x2+4y2+4z2 = 9, 2) x2+ y2− z2 = 1,

3) x = z2− y2, 4) x = y2+4z2,

5) y = z2, 6) z = y2−1,

7) x2+ y2 = 4z2, 8) x2+ z2 = y2+2y+1,
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استوانۀ الف) :٢۴ . ٢ شکل
سهموی استوانۀ ب) هذلولوی

9) x2+ y2+2z = 0, 10) 16x2+9y2 = 25,

11) ax2+ y2 = 1, a > 0, 12) x2+ y2 = az, a ∈ R.

درجۀ رویۀ یک معادلۀ سازی نرمال بخش این از هدف دوم. درجۀ رویه های نرمالسازی ١٣.١٠.٢
شکل به مناسب مختصات تغییر یک انتخاب یعنی است، دلخواه دوم


x = α11u+α12v+α13w+α14,

y = α21u+α22v+α23w+α24,

z = α31u+α32v+α33w+α34,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 0.

ضریب آن در که معادله ای (یعنی، استاندارد معادلۀ یک به را (٧ . ٢ ) معادلۀ بتواند که نحوی به
نامیده خطی مختصات تغییر (که مختصات تغییر نوع این کند. تبدیل صفرند) vw و uw ،uv جملات
یافتن تجانس یا و انعکاس دوران، انتقال، باعث بلکه نمی دهند، تغییر را رویه کلی شکل می شوند)

می گردد. شکل
ماتریس این در که شود توجه ) می دهیم نسبت را A= [ai j] متقارن 3×3 ماتریس (٧ . ٢ ) معادلۀ به
بنابه .(a12xy+a21yx می نویسیم آن بجای که است 2a12xy برابر xy جملۀ ضریب ،مثلا ai؛ j = a ji

بردارهای که می دانیم است. تکرار) با ،احتمالا) حقیقی ویژۀ مقدار ٣ دارای A ماتریس ، ۶.٨.١ قضیۀ
بار یک از بیش بخصوصی ویژۀ مقدار اگر بعلاوه و عمودند هم بر متفاوت ویژۀ مقادیر به نظیر ویژۀ
حکم درنتیجه، نمود. انتخاب آن به نظیر ویژۀ بردارهای فضای برای پایه ای می توان همواره شود، تکرار

داریم: را زیر

λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 و باشد (٧ . ٢ ) دوم درجۀ معادلۀ به نظیر ماتریس A کنیم فرض قضیه. ١۴.١٠.٢
دارند وجود طوری

{
v1,v2,v3

}
یکه متعامد بردارهای صورت این در باشند. A به نظیر ویژۀ مقادیر

□ است. λi به نظیر ویژۀ بردار vi که

و باشند ١۴.١٠.٢ قضیۀ همانند ها vi و ها λi کنیم فرض قضیه. ١۵.١٠.٢

[
x y z

]t
= Xv1+Yv2+Zv3
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حاصل معادلۀ دهیم، قرار را Z و Y ،X حسب بر مقادیر z و y ،x بجای (٧ . ٢ ) در اگر صورت، این در
شکل به یعنی، بود. خواهد نرمال

λ1X2+λ2Y2+λ3Z2+αX+βY +γZ+η = 0.

از یکی به تبدیل قابل خطی مختصات تغییر یک کمک به دوم درجه رویۀ هر قضیه. ١۶.١٠.٢
است: زیر رویه های

سهمی گون بیضوی، سهمی گون مخروط، دوپارچه، هذلولی گون یکپارچه، هذلولی گون بیضی، «کره،
دو صفحه، یک متقاطع، صفحۀ دو هذلولوی، استوانۀ سهموی، استوانۀ بیضوی، استوانۀ هذلولوی،
□ نقطه». یک یا و نقطه دو خط، یک موازی، خط دو متقاطع، خط دو موازی، صفحۀ

مثال. ١٧.١٠.٢

A ماتریس بگیرید. نظر در را S : 2x2 +2y2 +2z2 +2yz = 2xz+2xy+1 دوم درجه رویه (١
از عبارتست S به نظیر

A =

 2 −1 −1
−1 2 1
−1 1 2

 .
ویژۀ مقادیر بنابراین، است. λ3 −6λ2 +9λ−4 = 0 برابر متقارن ماتریس این مفسر معادلۀ
v1 = از عبارتند 1 به نظیر یکه متعامد ویژۀ بردارهای .λ3 = 4 و λ1 = λ2 = 1 از Aعبارتند

v3 = از است عبارت نیز 4 به نظیر ویژۀ بردار و v2 = (
√

6/6)[1,2,−1]t و (
√

2/2)[1,0,1]t

x=صورت این در ،[x,y,z]t = Xv1+Yv2+Zv3 می کنیم فرض اکنون، .(
√

3/3)[−1,1,1]t

.z= (3X
√

2−Y
√

6+2Z
√

3)/6 و y= (3X
√

2+Y
√

6−2Z
√

3)/6 ،(Y
√

6−2Z
√

3)/3

بیضی گون یک که می رسیم. X2+Y2+4Z2 = 1 به ،S معادلۀ در مقادیر این جایگزاری از پس
است. (x−y)2+ (y+z)2+ (z− x)2 = 4 صورت به معادله خود واقع در است. XYZ−فضا در

برابر S به نظیر ماتریس بگیرید. نظر در را S : 2y2+3yz+2z2 = 4x2+1 دوم درجه رویه (٢

A =

 −4 0 0
0 2 3/2
0 3/2 2

 ,
λ1 = از عبارتند A ویژۀ مقادیر بنابراین، است. λ3 − 2λ2 = 0 آن مفسر معادلۀ و است
v1 = با: برابرند ترتیب به سه این به نظیر یکه متعامد ویژۀ بردارهای .λ3 = 2 و λ2 = 0

[x,y,z]t = می کنیم فرض اکنون، .v3 = [1,0,0]t و v2 = (
√

2/2)[0,−1,1]t ،(
√

2/2)[0,1,1]t

پس .z= (
√

2/2)(Y+Z) و y= (
√

2/2)(Y−Z) ،x = X صورت این در ،Xv1+Yv2+Zv3

هذلولی گون یک که می رسیم، 7X2 +Y2 −8Z2 = 4 به ،S معادلۀ در مقادیر این جایگزاری از
است. Z−محور راستای در یکپارچه



دوم درجۀ رویه های . ٢ . ١٠ ١١٩ تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل

از عبارتست S به نظیر A ماتریس بگیرید. نظر در را S : x2+ z2+2xy = 0 دوم درجه رویه (٣

A =

 1 0 1
0 0 0
1 0 1

 ,
λ1 = از عبارتند A ویژۀ مقادیر بنابراین، است. λ3−2λ2 = 0 برابر ماتریس این مفسر معادلۀ
v1 = (

√
2/2)[−1,0,1]t از عبارتند آنها به نظیر یکه متعامد ویژۀ بردارهای .λ3 = 2 و λ2 = 0

[x,y,z]t = Xv1+Yv2+ می کنیم فرض اکنون، .v3 = [0,1,0]t و v2 = (
√

2/2)[1,0,1]t و
جایگزاری از پس .z = (

√
2/2)(X+Z) و y = Y ،x = (

√
2/2)(Z−X) صورت این در Zv3

نوشت می توان Z = ±1 صورت به را معادله این می رسیم. Z2 = 1 به ،S معادلۀ در مقادیر این
(x+z)2 = 1 صورت به معادله خود واقع در است. XY−صفحه موازی صفحۀ دو از اجتماعی که
⃝ است.

کنید: مشخص آنرا نوع و درآورده نرمال شکل به را دوم درجه رویه های از یک هر تمرین. ١٨.١٠.٢

1) 3x2+3y2−2xy+4xz+4yz = 0, 2) x2− y2+2z2+2x+4y−8z = 0,

3) (x+ y)2+2y+2z = 0, 4) x2−4y2+ xz+2x−6z+5 = 0,

5) xy+ xz+ yz = 3, 6) xy− yz = x,

7) 6x2−2y2+6z2+4xz+8x−4y−8z+1 = 0,

8) 4x2+16y2+25z2+4xy+6xz−10yz+2x+4z = 0.

اگر کلی بطور نمودن. کامل مربع روش به نرمالسازی ١٩.١٠.٢

p(x,y,z) = ax2+bxy+ cxz+dx+ · · ·

نمود: نرمال می شود زیر روش به را آن ،a , 0 که باشد دومی درجه عبارت

p = a
(
x+

b
2a

y+
c

2a
z+

c
2a

)2
+q(y,z),

اکنون، .q = αy2+βyz+γy+ · · · دیگر بعبارت ندارد. وجود q در x شامل جملات آن در که

q = α
(
y+

β

2α
z+

γ

2α

)2
+ r(z),
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ادامه در .r = uz2+ vz+w دیگر بعبارت ندارند. وجود r در y و x شامل جملات آن در که

r = u
(
z+

v
2u

)2
+w− v2

2u
.

این غیر در می کنیم. عمل مشابه صورت به بود، z2 یا و y2 شامل ولی نبود x2 شامل جمله p در اگر
از ،xy شامل مثلا حالت در برای داشت. خواهد وجود yz یا و xz ،xy شامل جمله ای حتما صورت،

شوند. ظاهر v2 و u2 جملات تا می کنیم استفاده y = u− v و x = u+ v متغیر تغییر

مثال. ٢٠.١٠.٢

نظر در را ١٨.١٠.٢ از ١ تمرین در 3x2 + 3y2 − 2xy+ 4xz+ 4yz = 0 معادله به S رویه (١
می کنیم: عمل بالا روش به بگیرید.

3x2+3y2−2xy+4xz+4yz = 3
(
x− y

3
+

2z
3

)2
+

8
3

y2+
16
3

yz− 4
3

z2

= 3
(
x− 1

3
y+

2
3

z
)2
+

8
3

(y+ z)2−4z2

=
1
3

(
(3x− y+2z)2+8(y+ z)2−12z2

)
.

S معادله آنگاه ،Z = 2
√

3z و Y = 2
√

2(y+3z) ،X = 3x−y+2z کنیم فرض اگر بنابراین،
S یعنی، می باشد. Z−محور راستای در مخروطی یک که می شود، X2 +Y2 = Z2 صورت به

می گردد. تبدیل مخروط یک به خطی تبدیل یک با

جملات چون بگیرید. نظر در را ١٨.١٠.٢ از ۵ تمرین در xy+ xz+ yz = 3 معادله به S رویه (٢
شکل به S معادله بنابراین ،y = u−v و x = u+v می کنیم فرض نیست، معادله این در تواندار

نتیجه در می شود. u2− v2+2uz = 3

u2− v2+2uz−3 = (u+ z)2− v2− z2−3.

X2−Y2−Z2 = معادله به رویه  به Z = z و Y = (x−y)/2 ،X = (x+y)/2+z فرض با بنابراین،
است. X−محور راستای در دوپارچه هذلولی گون که می گردد، تبدیل 3

صورت این در بگیرید. نظر در را x2−2xy+2xz−6yz−3z2+ z = 3 معادله به S رویه (٣

x2−2xy+2xz−6yz−3z2+ z−3 = (x− y+ z)2− y2−4yz−4z2+ z−3

= (x− y+ z)2− (y+2z)2+ z−3.

Z = X2 −Y2 معادله به رویه  به Z = z− 3 و Y = y+ 2z ،X = x− y+ z فرض با بنابراین،
⃝ است. Z−محور راستای در هذلولوی  سهمی گون که می گردد، تبدیل

تبدیلات کلی نام تحت که تبدیلات این شود. توجه بالا مثال در گرفته بکار تبدیلات هندسی تعبیر به
و است 3×3 وارونپذیر ماتریس A که ،x 7→ Ax+a بشکل تبدیلاتی (یعنی، می شوند شناخته آفین

نمی دهند. تغییر را رویه نوع (R3 در ثابت برداری a
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دوم درجه رویه های پیمایش ٢ . ١١ بخش

بخش این مطالعۀ است. نه فصل نیز و هشت فصل مطالعۀ برای لازم زمینۀ ایجاد بخش این از هدف
کنید. متوقف می توانید هنگام آن تا را

تابع چند یا یک برد صورت به مجموعه آن بیان مجموعه، یک پیمایش از منظور تعریف. ١.١١.٢
است.

کره کلی شکل به توجه با کره. ٢.١١.٢

S : (x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2 = R2,

S نتیجه، در .z− z0 = Rcos t و y− y0 = Rsin t sin s ،x− x0 = Rsin t cos s نمود فرض می توان
نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را

r(s, t) =
(
x0+Rsin t cos s,y0+Rsin t sin s,z0+Rcos t

)
0 ≤ t < π, 0 ≤ s < 2π.

بیضی گون کلی شکل به توجه با بیضی گون. ٣.١١.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 +
(z− z0)2

c2 = 1,

نمود فرض می توان

x− x0 = asin t cos s, y− y0 = bsin t sin s, z− z0 = ccos t.

نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را S نتیجه، در

r(s, t) =
(
x0+asin t cos s,y0+bsin t sin s,z0+ ccos t

)
, 0 ≤ t < π, 0 ≤ s < 2π.

یکپارچه هذلولی گون کلی شکل به توجه با یکپارچه. هذلولی گون ۴.١١.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 − (z− z0)2

c2 = 1,

نمود فرض می توان

x− x0 = acosh t cos s, y− y0 = bcosh t sin s, z− z0 = csinh t.
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نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را S نتیجه، در

r(s, t) =
(
x0+acosh t cos s,y0+bcosh t sin s,z0+ csinh t

)
, −∞ < t <∞, 0 ≤ s < 2π.

پارچه دو هذلولی گون کلی شکل به توجه با پارچه. دو هذلولی گون ۵.١١.٢

S : − (x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 +
(z− z0)2

c2 = 1,

نمود فرض می توان

x− x0 = asinh t cos s, y− y0 = bsinh t sin s, z− z0 = ccos t.

نوشت: می توان زیر تابع دو برد اجتماع صورت به را S نتیجه، در

r(s, t) =
(
x0+asinh t cos s,y0+bsinh t sin s,z0+ ccosh t

)
,

h(s, t) =
(
x0+asinh t cos s,y0−bsinh t sin s,z0− ccosh t

)
, −∞ < t <∞, 0 ≤ s < 2π.

مخروط کلی شکل به توجه با مخروط. ۶.١١.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 =
(z− z0)2

c2 .

آنگاه ،z− z0 = cs کنیم فرض چنانچه

(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = s2.

تابع برد صورت به را S نتیجه، در .y− y0 = bssin t و x− x0 = ascos t می کنیم فرض بنابراین،
نوشت: می توان زیر

r(s, t) =
(
x0+ascos t,y0+bssin t,z0+ cs

)
, 0 ≤ t < 2π, 0 ≤ s <∞.

بیضوی سهمی گون کلی شکل به توجه با بیضوی. سهمی گون ٧.١١.٢

S :
z− z0

c
=

(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 .

آنگاه ،z− z0 = cs2 کنیم فرض چنانچه

(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = s2
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تابع برد صورت به را S نتیجه، در .y− y0 = bssin t و x− x0 = ascos t می کنیم فرض بنابراین،
نوشت: می توان زیر

r(s, t) =
(
x0+ascos t,y0+bssin t,z0+ cs2), 0 ≤ t < 2π, 0 ≤ s <∞.

هذلولوی سهمی گون کلی شکل به توجه با هذلولوی. سهمی گون ٨.١١.٢

S :
z− z0

c
=

(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 .

به را S نتیجه، در .z− z0 = 4cst آنگاه ،y− y0 = b(s− t) و x− x0 = a(s+ t) کنیم فرض چنانچه
نوشت: می توان زیر تابع برد اجتماع صورت

r(s, t) =
(
x0+a(s+ t),y0+b(s− t),z0+4cst)

)
, −∞ < t <∞, −∞ < s <∞.

بیضوی استوانه کلی شکل به توجه با بیضوی. استوانه ٩.١١.٢

S :
(x− x0)2

a2 +
(y− y0)2

b2 = 1,

تابع برد صورت به را S نتیجه، در .z = s و y− y0 = bsin t ،x− x0 = acos t نمود فرض می توان
نوشت: می توان زیر

r(s, t) =
(
x0+acos t,y0+bsin t, s

)
, 0 ≤ t < π, −∞ < s <∞.

هذلولوی استوانه کلی شکل به توجه با هذلولوی. استوانه ١٠.١١.٢

S :
(x− x0)2

a2 − (y− y0)2

b2 = 1,

اجتماع صورت به را S نتیجه، در .z= s و y−y0 = bsinh t ،x− x0 =±acosh t نمود فرض می توان
نوشت: می توان زیر تابع دو برد

r(s, t) =
(
x0+acosh t,y0+bsinh t, s

)
,

h(s, t) =
(
x0−acosh t,y0+bsinh t, s

)
, −∞ < t <∞, −∞ < s <∞.

می توان ،S : y−y0 = a(x− x0)2 سهموی استوانه کلی شکل به توجه با سهموی. استوانه ١١.١١.٢
نوشت: می توان زیر تابع برد صورت به را S نتیجه، در .z = s و y−y0 = at2 ،x− x0 = t نمود فرض

r(s, t) =
(
x0+ t,y0+at2, s

)
, −∞ < t <∞, −∞ < s <∞.
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میپل از استفاده ٢ . ١٢ بخش

نمود. استفاده می توان نیز فصل این مباحث مورد در میپل افزار نرم از

⟨a,b,c⟩ یا و ⟨a|b|c⟩ ،vector([a, b, c]) صورت به ٢.١٠.١ در مانند آن. بر اعمال و بردار ١.١٢.٢
خارجی ضرب و داخلی ضرب مجموع، نرم، دستورات نمود. تعریف میپل محیط در را بردار می توان
می توان with(LinearAlgebra) دستور با که دارد قرار LinearAlgebra افزاری نرم بستۀ در بردارها
v و u کنید فرض داد: انجام می توان زیر شکل به را بردارها بر اعمال نمود. آماده حافظه در را آن

صورت این در باشد، عدد a و بردارند

نوشت باید ایجاد برای نوشت باید ایجاد برای
u+v v و u مجموع v[i] v از ام i مختص
a u u در a ضرب Norm(u) u طول

CrossProduct(u,v) v در u خارجی ضرب DotProduct (u, v) v در u داخلی ضرب

می توان v بردار بر u بردار تصویر محاسبۀ برای زیر برنامۀ از دیگر. بردار بر بردار تصویر ٢.١٢.٢
نمود: استفاده

proj := proc(u,v) DotProduct(u,v)/DotProduct(v, v) v end;

شود. استفاده proj(u, v) دستور از است کافی v بر u بردار تصویر محاسبۀ برای اکنون

angle(u, v) دستور از v و u بردارهای بین زاویۀ محاسبۀ برای بردار. دو بین زاویۀ ٣.١٢.٢
می شود. استفاده

صورت به را (a,b,c) مختصات به P نقطۀ که می کنیم قرارداد نقطه. دو بین واصل بردار ۴.١٢.٢
دستور با را Q و P نقطۀ دو بین واصل −−→PQ بردار کنیم. وارد میپل محیط در P := [a,b,c]

آورد. بدست می توان evalm(vector(P) − vector(Q))

،v1 مفروض بردارهای مجموعۀ بر اشمیت گرام روش اعمال برای اشمیت. گرام روش ۵.١٢.٢
می کنیم. استفاده GramSchmidt([v_1,v_2, · · · ,v_n]) دستور از vn و · · · ،v2

در برای می کنیم. استفاده Geom3d افزاری نرم بستۀ از حاضر، بخش پایان تا بعد به این از
کنیم. اجرا میپل محیط در را with(geom3d) دستور است کافی آن بودن دسترس

کلی دستور از میپل، محیط در (a,b,c) مختصات به P نقطۀ نمودن وارد برای نقطه. ۶.١٢.٢
بعلاوه می کنیم. استفاده point(P, [a, b, c])
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نوشت باید ایجاد برای نوشت باید ایجاد برای
xcoord(P) P نقطۀ x مختص coordinates(P) P نقطۀ مختصات
zcoord(P) P نقطۀ z مختص ycoord(P) P نقطۀ y مختص

نمود استفاده می توان زیر دستورات از یکی از میپل محیط در l خط نمودن وارد برای خط. ٧.١٢.٢

نوشت باید ایجاد برای
line(l, [P1,P2]) P2 و P1 نقاط از گذرنده خط

line(l, [P,v]) P گاه تکبه و v هادی بردار با خط
line(l, [p1,p2]) p2 و p1 صفحۀ دو تلاقی محل خط

line(l, [a∗ t+x0,b∗ t+y0,c∗ t+ z0], t) z = z0+ ct و y = y0+bt ،x = x0+ at خط

Equation(L) دستور با باشید، نموده بیان پارامتری از غیر به روشهای از یکی به را L خط چنانچه
بترتیب FixedVector(L) و ParallelVector(L) دستورات بیابید. را آن پارامتری شکل می توانید

می دارند. اعلام را l برای گاه تکیه یک و هادی بردار یک

استفاده می توان زیر دستورات از یکی از میپل محیط در P صفحۀ نمودن وارد برای صفحه. ٨.١٢.٢
نمود:

نوشت باید ایجاد برای
plane(P, [X,Y,Z]) Z و Y ،X نقاط از گذرنده صفحۀ

plane(P, [X,v]) X گاه تکیه و v نرمال بردار با صفحۀ
plane(P, [l1, l2]) l2 و l1 خط دو از گذرنده صفحۀ

plane(P,eq) eq معادلۀ به صفحۀ

Equation(P) دستور با باشید، نموده بیان استاندارد غیر روشهای از یکی به را P صفحۀ چنانچه
اعلام را P صفحۀ نرمال بردار NormalVector(P) دستور بیابید. را آن استاندارد شکل می توانید

می دارد.

محل صورت دراین باشند، صفحه یا و خط نقطه، B و A کنید فرض شیء. دو برخورد ٩.١٢.٢
آورد. بدست می توان intersection(C,A,B) دستور با را شیء دو این C برخورد

صورت این در باشند، صفحه یا و خط نقطه، B و A کنید فرض هم. از شیء دو فاصلۀ ١٠.١٢.٢
آورد. بدست می توان distance(A,B) دستور با را هم از شیء دو این فاصلۀ

بین زاویۀ صورت این در باشند، صفحه یا خط B و A کنید فرض شیء. دو بین زاویۀ ١١.١٢.٢
آورد. بدست می توان FindAngle(A,B) دستور با را شیء دو این

این در باشند، صفحه یا خط نقطه، B و A کنید فرض دیگر. شیء بر شیء یک تصویر ١٢.١٢.٢
آورد. بدست می توان projection(C,A,B) دستور با را B شیء بر A ش C تصویر صورت
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یک v و باشد صفحه و خط نقطه، Aیک کنید فرض بردار. یک باندازۀ شیء یک انتقال ١٣.١٢.٢
translation(C,A,v) دستور با را v بردار باندازۀ A شیء C یافتۀ انتقال صورت این در باشد، بردار

آورد. بدست می توان

کلی دستور از استفاده با صفحه. در منحنی یا خط ترسیم ١۴.١٢.٢

plots[implicitplot] (expr, x = a . .b, y = c(x) . .d(x))

شده استفاده y و x متغیرهای از آن در که نمود استفاده می توان expr معادله به شکل ترسیم برای
می شود expr بجای است. c ≤ y ≤ d و a ≤ x ≤ b مستطیل در نظر مورد شکل تصویر حاصل، است.

نمود. ترسیم همزمان را V و U معادلات به منحنی دو و نمود استفاده [U, V] دستور از

است. صفحه در حالت به شبیه فضا در رویه یا و صفحه منحنی، خط، ترسیم یادداشت. ١۵.١٢.٢
بیاموزید. را آن چگونگی و کرده استفاده میپل Help از

میپل در geometry بنام بسته ای دوم. درجه منحنی یک پارامترهای و نوع تعیین ١۶.١٢.٢
را مفروض دوم درجه منحنی یک پارامترهای و نوع می توان راحتی به آن از استفاده با که دارد وجود

نمود: استفاده زیر دستورات از باید منظور این برای نمود. تعیین

restart : with(geometry) :

conic(c1 , expr , [x , y]) :

detail (c1)

معادله با c1 بنام مخروطی مقطع دو خط در است، شده بارگذاری میپل در هندسه بسته اول خط در
مقطع این اطلاعات سوم خط در انجام سر و است شده معرفی [x ,y ] متغیرهای حسب بر expr

و مرکز کانون، مختصات مقطع، نوع دستورات، این اجرای از پس است. شده خواسته دوم درجه
مخروطی مقطع می توان draw(c1) دستور با لزوم صورت در اکنون، شد. خواهد ارائه آن تقارن محور

شود. توجه ٢۵ . ٢ شکل به نمونه برای نمود. ترسیم را c1

زیر برنامه نمونه، برای دارد. وجود نیز نویسی برنامه امکان میپل محیط در یادداشت. ١٧.١٢.٢
شامل expr دوم درجه عبارت کنیم، اجرا آن از پس را cc(expr,x) اگر که است شده طراحی طوری

می نماید: کامل مربع متغیر این حسب بر را x

cc :=proc(expr, x) locala;

diff(expr, x); a := solve(%, x);

subs(x = X+ a, expr); collect(%,X);

subs(X = x− a, %);return%

endproc :



میپل از استفاده . ٢ . ١٢ ١٢٧ تحلیلی هندسۀ . ٢ فصل

نوع شکل این در :٢۵ . ٢ شکل
x2 − 2xy+ y2 − دوم درجه منحنی
تشخیص سهمی 6x−10y+9 = 0

و راس مختصات است. شده داده
نیز تقارنش محور معادله و آن کانون

است. گردیده مشخص

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ١٨.١٢.٢
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm
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٣ فصل

برداری توابع

ا̶ۡۜ،ن آ۾رت ωع̋ومات. औده دی˷ۭی و хول औده ی҃ی ҆ی ϼࠢد، صدا लو Иی҉ی ܕ܃ز دو

حالت به فصل این مطالب اغلب (البته، است. R3 به R از توابع با آشنایی فصل این از هدف
مشتق حد، (یعنی، توابع گونه این آنالیز بیان ضمن است.) تعمیم قابل دلخواه n با Rn به R از توابع
فیزیک و آنالیز هندسه، در توابع گونه این از متعددی کاربردهای معین)، انتگرال و نامعین انتگرال و

٢ نمود. خواهیم مطرح را

برداری توابع آنالیز ٣ . ١ بخش

نشان برداری، توابع معین انتگرال و نامعین انتگرال مشتق، حد، از است عبارت بخش این موضوع
یک هر که می گردد، تشکیل ساده تر مسألۀ چند از برداری تابع یک مورد در مسألۀ هر که داد خواهیم

می باشد. یک) عمومی ریاضی در بحث مورد (توابع R به R از توابع خصوص در آنها از

Dr را r دامنۀ اگر .r : R −→ R3 شکل به است تابعی R3 در r برداری تابع تعریف. ١.١.٣
نوشت: می توان بنابراین، r(t)؛ ∈ R3 ای t ∈ Dr هر ازای به آنگاه بنامیم،

r(t) =
−−−−−−−−−−−−→(
x(t),y(t),z(t)

)
= x(t)i+ y(t)j+ z(t)k.

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

١٢٩
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بصورت هستند. R به R از توابع این می نامند. r(t) مؤلفه ای توابع را z(t) و y(t) ،x(t) توابع
شود توجه می باشد. دلخواه طبیعی عدد n که است، تعریف قابل Rn یا و R2 در برداری تابع مشابه

است. آن مؤلفه ای توابع دامنۀ اشتراک Dr = Dx∩Dy∩Dz برابر r(t) برداری تابع دامنۀ که

مثال. ٢.١.٣

آن مؤلفه ای توابع صورت این در r(t) =
(
2+3t,1−2t,5t+3

)
; −1 ≤ t ≤ 2 کنید: فرض (١

Dr = [−1;2] برداری تابع این دامنۀ هستند. z(t) = 5t+3 و y(t) = −2t+1 ،x(t) = 3t+2

برابر Rr :=
{
r(t)

∣∣∣ t ∈ Dr
}

آن برد و

Rr =
{(

2+3t,1−2t,5t+3
) ∣∣∣∣ −1 ≤ t ≤ 2

}
=

{(
2,1,3

)
+ t

(
3,−2,5

) ∣∣∣∣ −1 ≤ t ≤ 2
}
,

تکیه گاه نقطه با راست خط برداری-پارامتری معادلۀ ،Rr در شده مطرح معادلۀ اما است.
محدود طرف دو از t پارامتر چون می باشد. v =

(
3,−2,5

) هادی بردار و X0 =
(
2,1,3

)
تا r

(− 1
)
=

(−1,3,−2
) از خط پاره یعنی، می باشد. خط پاره یک r(t) برد پس است،

شود). توجه ٣ . ١ شکل (به r
(
2
)
=

(
8,−3,13

)
پاره :٣ . ١ شکل
تابع یک برد خط

است برداری

نوشت: می توان صورت این در r(t) =
(
1+2sin t,4cos t,5

)
; −π ≤ t ≤ π کنید فرض (٢

r(t) =
(
1+2sin t

)
i+

(
4cos t

)
j+5k.

می گردد ملاحظه می باشند. z(t)= 5 و y(t)= 4cos t ،x(t)= 1+2sin t آن مؤلفه ای توابع یعنی
.z(t) = 5 و cos t = y(t)/4 ،sin t = (x(t)− 1)/2 بعلاوه و است [−π;π] برابر r دامنۀ که
استوانۀ و z = 5 صفحۀ مشترک فصل بر r(t) برد نتیجه در و ،cos2 t+ sin2 t = 1 طرفی از
بیضی یک یعنی شود) توجه ٣ . ٢ شکل (به است. واقع (x−1)2/4+ y2/16 = 1 بیضوی
(x−1)2/4+ y2/16 = 1 بیضی برابر xy−صفحه بر آن تصویر که است z = 5 صفحۀ در واقع

دیگر، عبارت به می باشد.

Rr :
(x−1)2

4
+

y2

16
= 1 , z = 5.

⃝ شود). توجه ٣ . ٢ شکل (به

نمود: خلاصه می شود جمله یک تنها در را گفت می توان برداری توابع آنالیز مورد در که آنچه تمام
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برد بیضی :٣ . ٢ شکل
است برداری تابع یک

(یعنی معمولی توابع خصوص در خاصیتی P کنید فرض برداری. توابع آنالیز اساسی اصل ٣.١.٣
توابع از یک هر که است، P خاصیت دارای r(t) برداری تابع می گوئیم صورتی در باشد. (R به R از
□ باشند. داشته را P خاصیت آن r(t) مؤلفه ای

داریم: ،٣.١.٣ کلی تعریف این از نتیجه ای عنوان به

آنگاه ،r(t) =
(
x(t),y(t),z(t)

) اگر پیوستگی. و حد ۴.١.٣

lim
t→t0

r(t) =
(
lim
t→t0

x(t), lim
t→t0

y(t), lim
t→t0

z(t)
)
.

بعلاوه باشند. پیوسته t0 در آن مؤلفه ای توابع همۀ که است ناپیوسته t0 در r(t) وقتی تنها و وقتی

1) lim
t→t0

ar(t) = a lim
t→t0

r(t), 2) lim
t→t0

(
r2h

)
=

(
lim
t→t0

r(t)
)2(

lim
t→t0

h(t)
)
,

□ .2 ∈ {+,−, •,×} و a ∈ R آن در که

صورت: این در r(t) =
(

e2t −1
t

,cos t,
sin t

t

)
کنیم فرض (١ مثال. ۵.١.٣

lim
t→0

r(t) =
(
lim
t→0

e2t −1
sin t

, lim
t→0

cos t, lim
t→0

sin t
t

)
(1)
=

(
lim
t→0

2e2t

cos t
,cos(0),1

)
= (2,1,1),

است. شده استفاده اول درآیۀ برای هوپیتال قاعدۀ از (١) در که

صورت: این در .h(t) =
(
t, t−1,2t

) و r(t) =
(
t2,−t, t+1

) کنیم فرض (٢

r(t)×h(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
t2 −t t+1
t t−1 2t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(−3t2+1,−2t3+ t2+ t, t3),
lim

t→−1

(
r(t)×h(t)

)
=

(−2,2,−1
)
.

داریم: مستقیم محاسبۀ با طرفی، )از
lim

t→−1
r(t)

)
×

(
lim

t→−1
h(t)

)
=

(
1,1,0

)× (−1,−2,−2
)
=

(−2,2,−1
)
.
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است؟ درست برداری توابع برای میانی مقدار قضیۀ آیا (٣

C = (0,0) اکنون .0 ≤ t ≤ π که r(t) =
(
cos t,sin t

) کنیم فرض اگر مثلا زیرا خیر، حل:
ازای به که حالی در دارد، قرار r

(
π
)
=

(−1,0
) و r(0) =

(
1,0

) نقاط بین واصل خط پاره بر
بگوئیم: که است غلط این یعنی نمی شود. r(t) =C ای t ∈ [0,π] هیچ

ای t ∈ [a;b] آنگاه باشد، واقع r
(
a
)
r
(
b
) خط پاره بر C و باشد پیوسته [a;b] بر r(t) اگر

⃝ .r(t) =C که دارد وجود

کنید: محاسبه را زیر حدود از یک هر تمرین. ۶.١.٣

1) lim
t→1

(
t2 sin

(
πt

)
, t3−2t+1,et

)
, 2) lim

t→0

(
sin t− t

t3 ,
et − cos t

sin t

)
,

3) lim
t→2

{
ti− (

sin
π

t
)
k
}
, 4) lim

t→0−

(
i+ tj+ t2k

)
te1/t.

.2 ∈ {−,+, •,×} همچنین و t0 = 1 ،a = 2 ،h(t) =
(
2t,1, t2) ،r(t) =

(
t,−t,2t

) کنید فرض (۵
کنید. تحقیق را ۴.١.٣ در روابط

t = t0 نقطۀ در r(t) می گوئیم صورتی در است، پیوسته t = t0 در r(t) کنید فرض مشتق. ٧.١.٣

t = t0 در r(t) مشتق را حد این مقدار باشد. موجود lim
t→t0

1
t− t0

(
r(t)−r

(
t0
)) حد که است مشتق پذیر

بنابه آنگاه، r(t) =
(
x(t),y(t),z(t)

) اگر که می شود اثبات سادگی به می دهیم. نشان r′
(
t0
) با و نامیده

که است مشتقپذیر صورتی در برداری تابع نتیجه، در .r′(t0) = (
x′
(
t0
)
,y′

(
t0
)
,z′

(
t0
)) داریم ٣.١.٣

باشند. مشتقپذیر آن مؤلفه های

صورت این در ،a ∈ R و باشند مشتقپذیر برداری توابع l و h ،r اگر قضیه. ٨.١.٣

1)
(
ar

)′
= ar′, 2)

(
r+h

)′
= r′+h′,

3)
(
r •h

)′
= r′ •h+ r •h, 4)

(
r×h

)′
= r′×h+ r×h′,

5) ∥r∥′ = (
r •r′

)
/∥r∥, 6)

[
r,h, l

]′
=

[
r′,h, l

]
+

[
r,h′, l

]
+

[
r,h, l′

]
.

آنگاه: باشد، t = t0 در پیوسته ام (k+1
) مرتبۀ مشتق دارای r(t) اگر تیلور: قضیۀ (٧

r(t) = r
(
t0
)
+

(
t− t0

)
r′
(
t0
)
+

(
t− t0

)2

2
r′′

(
t0
)
+ · · ·+

(
t− t0

)k

k!
r(k)(t0)+h(t),

□ .lim
t→t0

h(t)(
t− t0

)k+1 = 0 آن در که

.h(t) =
(
t, t+1, t2) و r(t) =

(
et,cos t, t sin t

) کنیم فرض (١ مثال. ٩.١.٣
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کنید. تحقیقی را ٨.١.٣ از (٣) رابطۀ صورت این در

داریم: مسأله مفروضات به توجه با حل:

r′(t) =
((

et)′, (cos t
)′, (t sin t

)′)
=

(
et,−sin t,sin t+ t cos t

)
,

h′(t) =
(
(t)′,

(
t+1

)′, (t2)′) = (
1,1,2t

)
,

(r(t) •h(t))′ =
(
tet + (1+ t)cos t+ t3 sin t

)′
= (t+1)et + (3t2− t−1)sin t+ (t3+1)cos t,

r′(t) •h(t)+ r(t) •h′(t) = tet − (
1+ t

)
sin t+ t2 sin t+ t3 cos t+ et + cos t+2t2 sin t.

کنید. محاسبه را r(t) =
(
et,cos t, t sin t

) سوم مرتبه (t = 0 در (تیلور لورن مک بسط (٢

داریم: مسأله مفروضات به توجه با حل:

r(t) ≈ r
(
0
)
+ tr′

(
0
)
+

t2

2
r′′+

t3

6
r′′′

(
0
)

=
(
et,cos t, t sin t

)∣∣∣∣
t=0
+ t

(
et,−sin t,sin t+ t cos t

)∣∣∣∣
t=0

+
t2

2
(
et,−cos t,2cos t− t sin t

)∣∣∣∣
t=0
+

t3

6
(
et,sin t,−3sin t− t cos t

)∣∣∣∣
t=0

=
(
1,1,0

)
+ t

(
1,0,0

)
+

t2

2
(
1,−1,2

)
+

t3

6
(
1,0,0

)
=

(
1+ t+

t2

2
+

t3

6
,1− t2

2
, t2

)
.

از: عبارتند r(t) مؤلفه ای توابع سوم مرتبۀ تیلور بسط ،٣.١.٣ اصل تأیید در که شود توجه
.z(t) ≈ t2 و y(t) = cos t ≈ 1− t2/2 ،x(t) = et ≈ 1+ t+ t2/2+ t3/6

.r •r′ = r r′ آنگاه باشد، r(t) برداری تابع طول r(t) اگر که دهید نشان (٣

داریم ،٨.١.٣ قضیه از (۵) قسمت به توجه با واقع در حل:

r r′ = r
d∥r∥
dt
= ∥r∥ r •r′

∥r∥ = r •r′.

کنید. ثابت را (
u× (v×w)

)′
= u′× (v×w)+u× (v′×w)+u× (v×w′) رابطه (۴

می کنیم: استفاده قضیه از حل:

d
dt

(
u× (v×w)

)
=

( d
dt

u
)
× (v×w)+u×

( d
dt

(v×w)
)

=
( d
dt

u
)
× (v×w)+u×

([ d
dt

v
]
×w+v×

[ d
dt

w
])

=
( d
dt

u
)
× (v×w)+u× (( d

dt
v
)
×w

)
+u× (

v×
( d
dt

w
))
.
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تابع آن مشتق جا همه در آنگاه باشد، ثابت جا همه در برداری تابع یک طول اگر که کنید ثابت (۵
است. عمود خودش بر برداری

داریم صورت، این در .∥r(t)∥ = A ای t هر ازای به و باشد ثابت عددی A کنیم فرض حل:
بایستی پس .r′(t) •r(t)+ r(t) •r′(t) = 0 داریم مشتقگیری با و r(t) •r(t) = ∥r(t)∥2 = A2

⃝ هستند. عمود هم بر r′(t) و r(t) یعنی .r′(t) ⊥ r(t) یا r(t) •r′(t) = 0

کنید: محاسبه را زیر در مشروح برداری توابع از یک هر مشتق تمرین. ١٠.١.٣

1) r(t) =
(

t+1
t−1

,cos t
)
, 2) r(t) =

ti− t2j
√

1+ t2
,

3) r(t) =
(
tet,cos2 t,arctan t

)
, 4) r(t) =

t2+1
t2−1

i− etj+
(
tan t

)
k.

در را ٨.١.٣ از ۵ و ۴ ،٣ ،٢ روابط h(t) =
(
sin t,1+ t, t

) و r(t) =
(
et,sin t, t2) کنید فرض (۵
کنید. تحقیق مورد این

کنید. ثابت را ٨.١.٣ قضیه (۶

. d
dt

[
r,

dr
dt
,
d2r
dt2

]
=

[
r,

dr
dt
,
d3r
dt3

]
که کنید ثابت (٧

h′(t) = r(t) که است r(t) اولیۀ تابع یک h(t) می گوئیم صورتی در نامعین. انتگرال ١١.١.٣
می دهیم. نشان

∫
r(t)dt نماد با و نامیده r(t) نامعین انتگرال را r(t) اولیۀ توابع همۀ مجموعه

باشند، r(t) اولیۀ تابع دو h2 و h1 و باشد یکپارچه) (یعنی، همبند r(t) دامنۀ اگر قضیه. ١٢.١.٣
حالت این در .h2(t) = h1(t)+C ای t هر ازای به که شد خواهد یافت چنان C ثابت بردار آنگاه
□ .

∫
r(t)dt = h1(t)+C می نویسیم

جمله از هستند، صحیح برداری توابع برای یکی، ریاضی توابع نامعین انتگرال معمولی قضایای

آنگاه باشد، حقیقی عددی a و باشند انتگرالپذیر h و r برداری توابع اگر قضیه. ١٣.١.٣

1)
∫

ar(t)dt = a
∫

r(t)dt, 2)
∫ (

r(t)+h(t)
)
dt =

∫
r(t)dt+

∫
h(t)dt.

آنگاه: ،r(t) =
(
x(t),y(t),z(t)

) که صورتی در که، گفت می توان ٣.١.٣ اصل مورد ∫در
r(t)dt =

(∫
x(t)dt,

∫
y(t)dt,

∫
z(t)dt

)
□ می باشد. z(t) و y(t) ،x(t) توابع انتگرالپذیری معنی به r(t) انتگرالپذیری شرط نتیجتاً،
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نمود: انتگرالگیری برداری تابع از می شود روش دو به مثال. ١۴.١.٣

1)
∫ (

2t−1,sin t,e2t)dt =
(
t2− t,−cos t,

1
2

e2t
)
+ c.

2)
∫ {(

t sin t
)
i− t+1

t−1
j
}

dt = i
∫

t sin t dt− j
∫

t+1
t2+1

dt

= i
{
−t cos t+

∫
cosdt

}
−j

∫ {
t

t2+1
+

1
t2+1

}
dt

= i {−t cos t+ sin t+ c1}− j
{

1
2

ln |t2+1|+ arctan t+ c2

}
.

کنید: محاسبه را زیر برداری توابع از یک هر انتگرال تمرین. ١۵.١.٣

1) r(t) =
(
t2−2t, t ln t

)
, 2) r(t) =

(
1
t
, ln t,sin

(
2t

))
,

3) r(t) =
ti− t2j
√

t2+1
, 4) r(t) = t2(i− sin tj+ etk

)
.

و است [a;b] بازۀ از افرازی P : a = t0 < t1 < · · · < tn = b کنید فرض معین. انتگرال ١۶.١.٣

△ti→ 0 که هنگامی
n∑

i=1

r
(
ζi
)△ti مجموع حد اگر است. دلخواه ζi ∈ Ii = [ti−1 ; ti] ای i هر ازاء به

و نامیده b تا a از r(t) انتگرال را حد مقدار و است انتگرالپذیر [a;b] بر r(t) می گوئیم باشد، موجود

است. برقرار نیز حالت این در نیوتن-لایبنیتز قضیۀ می دهیم. نشان
∫ b

a
r(t)dt نماد با

□ .
∫ b

a
r(t)dt = h(b)−h(a) آنگاه باشد، r(t) اولیۀ تابع یک h(t) اگر قضیه. ١٧.١.٣

داریم: بالا قضیۀ به توجه با مثال. ١٨.١.٣

∫ 1

0

(
[2t], tet

)
dt =

(∫ 1

0
[2t]dt,

∫ 1

0
tet dt

)
=

(∫ 1/2

0
0dt+

∫ 1

1/2
1dt,

[
tet

]1

0
−

∫ 1

0
et dt

)
=

(
1
2
,e−

[
et
]1

0

)
=

(
1
2
,1

)
,∫ π

0
{sin ti− tj+ cos tk} dt =

[− cos t
]π
0i−

[
t2

2

]π
0

j+
[
sin t

]π
0k

= 2i− π
2

2
j =

(
2,
−π2

2
,0

)
.
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کنید: محاسبه را زیر انتگرالهای از یک هر مقدار تمرین. ١٩.١.٣

1)
∫ 2

1

(
1
t
, ln(t2)

)
dt, 2)

∫ π

0

(
t sin t,et, ln

(
1+ t

))
dt,

3)
∫ 1

0

i+ tj
√

1− t2
dt, 4)

∫ 1

−1

{
eti− tetj+ t2k

}
dt.

مسألۀ باشد. حقیقی عددی ω و ثابت بردارهایی v0 و r0 برداری، تابعی r : R→ R3 گیریم (۵

«r′(0) = v0 و r(0) = r0 ،d2r
dt2 = −ω

2r»

است؟ یکتا جواب آیا جواب، وجود صورت در دارد؟ وجود جواب اساساً آیا کنید. حل را

باشد. حقیقی اعدادی c و g و ثابت بردارهایی v0 و r0 برداری، تابعی r : R→ R3 گیریم (۶
کنید: حل را پرتابه مسألۀ

«r′(0) = v0 و r(0) = r0 ،d2r
dt2 = −gk− c

dr
dt

»

است؟ یکتا جواب آیا جواب، وجود صورت در دارد؟ وجود جواب اساساً آیا

کنید. ثابت را ١٧.١.٣ قضیه (٧

منحنیها دیفرانسیل هندسه ٣ . ٢ بخش

مسألۀ است. فضا و صفحه در منحنیهای هندسۀ مطالعۀ در برداری توابع از استفاده بخش این از هدف
اقلیدسی تبدیل یک با می توان صورتی چه در مفروضند، C2 و C1 منحنیهای که است این اصلی
ذکر به تنها ما و است تکنیکی بسیار مسألۀ این پاسخ البته، نمود. منطبق دیگری بر را یکی (حرکت)

می شود. موکول دیفرانسیل هندسۀ درس به آن اثبات و می پردازیم آن

که گوئیم پارامتر یا خم صورتی در را r(t) =
(
x(t),y(t),z(t)

) برداری تابع تعریف. ١.٢.٣

باشد. پیوسته [a;b] بر r (2 باشد. [a;b] شکل به r دامنۀ (1

باشد. صفر مخالف (
a;b

) بر r′ (4 باشد. مشتق پذیر (
a;b

) بر r (3

باشد. یکبیک (
a;b

) بر r (5

به باشد. خم چند یا یک برد از اجتماعی که است قوس یا منحنی صورتی در C ⊆ R3 مجموعۀ زیر
C پرمایش یا کردن پارامتره شود، C مجموعۀ برابر آنها برد اجتماع که خمهایی تعیین به منتهی روند
△ می نامند. اطلس را حاصل منحنی های مجموعه می شود. گفته

می کنیم: آغاز پرکاربرد مثال دو با مثال. ٢.٢.٣
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برداری تابع باشد. AB خط پاره C و بوده R3 از متفاوت نقطۀ دو B و A کنیم فرض پاره خط. (١
و پیوسته [0;1] بر r صورت این در بگیرید. نظر در را [0;1] دامنۀ با r(t) =

(
1− t

)
A+ tB

با بعلاوه، برقرارند. اول شرط چهار پس .r′(t) = −A+B , 0 است: مشتق پذیر (
0;1

) بر
اما .(s− t

)(
B−A

)
= 0 بنابراین .(1− t

)
A+ tB =

(
1− s

)
A+ sB داریم ،r(t) = r(s) فرض

شکل (به است منحنی یک AB بنابراین است. یکبیک (
0;1

) بر r لذا و s = t پس ،A , B
شود). توجه ٣ . ٣-الف

الف) :٣ . ٣ شکل
AB خط پاره
تعمیم بیضی ب)

یافته

C معادلۀ است. R وشعاع X0 در مرکز به دایرۀ C و R > 0 ،X0 =
(
x0,y0

) کنیم فرض دایره. (٢
x− x0 = Rcos t که کنیم فرض می توانیم بنابراین، است. (x− x0

)2
+
(
y−y0

)2
= R2 شکل به

سادگی به .0 ≤ t ≤ 2π که r(t) =
(
x0 +Rcos t,y0 +Rsin t

) بنابراین .y− y0 = Rsin t r′(t)∥∥∥و
∥∥∥ = زیرا ،r′ , 0 داریم: ۴ شرط مورد در نمود. تحقیق را ٣ تا ١ شرایط می توان

که می شود نتیجه ،0 < R و r(t) = r(s) فرض از بعلاوه .
∥∥∥(−Rsin t,Rcos t

)∥∥∥ = R , 0

C پس .s = t بایستی ،t, s ∈ (
0;2π

) فرض مطابق چون و .cos t = cos s و sin t = sin s

است. منحنی یک

به شبیه بحث با زیرا است، منحنی یک b و a قطرهای نیم و X0 =
(
x0,y0

) مرکز به بیضی (٣
.C : r(t) =

(
x0+acos t,y0+bsin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π داریم: (٢)

مشتق پذیر (
a;b

) بر و پیوسته [a;b] بر y = f
(
x
) کنیم فرض صفحه. در x از تابعی نمودار (۴

Γ f =
{(

x, f (x)
) ∣∣∣∣ a ≤ x ≤ b

}
⊆ R2 بصورت که [a;b] بر f نمودار صورت این در باشد.

به می باشد. r(t) =
(
t, f (t)

)
; a ≤ t ≤ b خم برد برابر زیرا است، منحنی یک می شود، تعریف

بصورت را −1 ≤ x ≤ 2 آن در که y = x2− x+1 معادلۀ به سهمی ، مثال، عنوان

C : r(t) =
(
t, t2− t+1

)
; −1 ≤ t ≤ 2

نمود. پارامتره می توان

و یکه v و u بردارهای و است فضا از نقطه ای X0 کنیم فرض فضا. در یافته تعمیم بیضی (۵
این در مثبتند. اعداد b و a کنیم فرض همچنین شود. توجه ٣ . ٣-ب شکل به متعامدند.
تکیه گاه با صفحۀ در واقع v و u موازات به و b و a قطرهای نیم ،X0 مرکز به C بیضی صورت
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خم کمک به را n = u×v قائم بردار و X0

r(t) = X0+
(
acos t

)
u+

(
bsin t

)
v ; 0 ≤ t ≤ 2π,

نمود. پارامتره می توان

داریم: چهارم شرط مورد در هستند. بدیهی اول شرط سه

r′(t) = 0 ⇒
 r′ •u = 0,

r′ •v = 0,
⇒


(−acos t

)
u •u = 0,(

bsin t
)
v •v = 0,

⇒ cos t = sin t = 0,

که: می شود نتیجه ،r(t) = r(s) فرض از بعلاوه است. محال که r(t) •u = r
(
s
)
•u,

r(t) •v = r
(
s
)
•v,

⇒
 acos t = acos s,

bsin t = bsin s,
⇒

 cos t = cos s,

sin t = sin s.

.s = t بنابراین ،0 < t و s < 2π اما

فضا، در منحنیهای تعریف برای روشها معمولترین از یکی متغیره. سه تابع دو نمودار برخورد (۶
نظیر می باشد؛ z و y ،x میان رابطۀ دو از استفاده

C : f
(
x,y,z

)
= a , g

(
x,y,z

)
= b.

حل کرد، باید که کاری تنها . f ′ × g′ , 0 باشیم: داشته C جای همه در اینکه به مشروط
می کنیم. فرض تابع را دیگر تای دو و متغیر را یکی که ترتیب این به است، معادلات دستگاه

فرض بنابه اما .z = −x− y آنگاه ،C : x2 + y2 = 1 و x+ y+ z = 0 اگر نمونه، برای
و z = −cos t− sin t بنابراین بگیریم. y = sin t و x = cos t می توانیم که ،x2+ y2 = 1

C : r(t) =
(
cos t,sin t,−cos t− sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

شود. توجه ٣ . ۴-الف شکل به

الف) :۴ . ٣ شکل
از حاصل منحنی
ب) رویه دو برخورد
یافته تعمیم مارپیچ
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بیضی برابر N بردار امتداد در آن تصویر که می کند حرکت چنان متحرکی کنید فرض مارپیچ. (٧
زیر صورت به را منحنی این می رود. بالا n امتداد در c ثابت سرعت با و است (۵) مثال در

نمود: پارامتره می توان

r(t) = X0+
(
acos t

)
u+

(
bsin t

)
v+ ctn ; α ≤ t ≤ β.

شود. توجه ٣ . ۴-ب شکل به می کنند. مشخص را مارپیچ حدود و دلخواهند اعداد β و α که

بالا منحنیهای با بنابراین است؛ منحنی یک خود منحنی، متناهی تعداد هر اجتماع چون (٨
شکل یا و است خط پاره سه اجتماع که مثلث ،مثلا ساخت. جدید منحنی بینهایت می توان

است. خط پاره دو و دایره یک اجتماع که ⊕

یک یا و است منحنی یک دایره نیم ،مثلا است. منحنی یک خود منحنی، یک از قطعه هر (٩
بیضی. از ربع

شده جدا y = 2− x2 و y = x2 سهمی دو توسط که است دوم ربع از قسمتی D کنید فرض (١٠
٣ . ۵-الف شکل به .C =C1∪C2∪C3∪C4 کنیم فرض می کنید. پارامتره را آن C مرز است.

نتیجه در است. خط پاره C1 شود. توجه

C1 : r(t) = (1− t)
(
0,0

)
+ t

(
0,2

)
=

(
0,2t

)
; 0 ≤ t ≤ 1.

C2 .−1 ≤ x ≤ 0 دو هر در پس می کنند. قطع (1,1) و (−1,1) نقاط در شده داده سهمی دو
و y = 2− t2 نتیجه در .x = t کرد فرض می توان پس است. y = 2− x2 سهمی از قسمتی

C2 : r(t) =
(
t,2− t2) ; −1 ≤ t ≤ 0.

.C3 : r(t) =
(
t, t2) ; −1 ≤ t ≤ 0 مشابه صورت به

دارد قرار اول هشتم یک در که است z2 = x2 + y2 مخروط سطح از قسمتی S کنید فرض (١١
کنیم فرض می کنید. پارامتره را آن C مرز است. شده جدا z = 2 و z = 1 صفحات توسط و
نتیجه در هستند، خط پاره C4 و C2 شود. توجه ٣ . ۵-ب شکل به .C =C1∪C2∪C3∪C4

قسمتهای :۵ . ٣ شکل
٢.٢.٣ مثال از ١١ و ١٠

C2 : r(t) = (1− t)
(
0,1,1

)
+ t

(
0,2,2

)
=

(
0,1+ t,1+ t

)
; 0 ≤ t ≤ 1,
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C4 : r(t) = (1− t)
(
1,0,1

)
+ t

(
2,0,2

)
=

(
1+ t,0,1+ t

)
; 0 ≤ t ≤ 1.

نتیجه در هستند. دایره ربع C3 و C1

C1 : x2+ y2 = z2, z = 1, 0 ≤ x,y,

: x2+ y2 = 1, z = 1, 0 ≤ x,y,

: r(t) =
(
cos t,sin t,1

)
; 0 ≤ t ≤ π

2
.

C3 : x2+ y2 = z2, z = 2, 0 ≤ x,y,

: x2+ y2 = 4, z = 2, 0 ≤ x,y,

: r(t) =
(
2cos t,2sin t,2

)
; 0 ≤ t ≤ π

2
.

.(a > 0) بگیرید نظر در را مختلط صفحه در C : r = a(1+cosθ) ; 0 ≤ θ ≤ 2π دلنما منحنی (١٢
x = r sinθ و x = r cosθ اینگه به توجه با و t = θ فرض با شود. توجه ٣ . ۶-الف شکل به

که: می گردد ملاحظه

C : r(t) = a(1+ cos t).
(
cos t,sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

١٣ و ١٢ قسمتهای :۶ . ٣ شکل
٢.٢.٣ مثال از

a>) بگیرید نظر در را مختلط صفحه در C : r2 = a2 cos(2θ) ; 0≤ θ ≤ 2πلمنیسکات منحنی (١٣
2kπ−π/2 ≤ بنابراین .cos(2θ) > 0 باید که است روشن شود. توجه ٣ . ۶-ب شکل به .(0
−π/4 ≤ θ ≤ π/4 داریم بترتیب k = 1 و k = 0 فرض با نتیجه در .k ∈N که 2θ ≤ 2kπ+π/2

t = θ فرض با .C = C1∪C2 است: تکه دو نظر مورد منحنی یعنی، .3π/4 ≤ θ ≤ 5π/4 و
که: می گردد ملاحظه x = r sinθ و x = r cosθ اینگه به توجه با و

C1 : r(t) =
√

cos(2t).
(
cos t,sin t

)
; −π/4 ≤ t ≤ π/4,

C2 : r(t) =
√

cos(2t).
(
cos t,sin t

)
; 3π/4 ≤ t ≤ 5π/4.

در را z = 4− 3x2 + y2 و z = x2 + 3y2 بیضوی سهمی گون دو برخورد از حاصل C منحنی (١۴
ملاحظه دستگاه یک در رویه دو این معادلۀ حل از شود. توجه ٣ . ٧-الف شکل به بگیرید. نظر
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و x = cos t نمود فرض می توان پس .x2 + y2 = 1 یا 4− 3x2 + y2 = x2 + 3y2 که می گردد
بنابراین و z = x2+3y2 = 1+2cos2 t صورت این در .y = sin t

C : r(t) =
(
cos t,sin t,1+2cos2 t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

١۵ و ١۴ قسمتهای :٣ . ٧ شکل
٢.٢.٣ مثال از

بگیرید. نظر در را z = x+ y صفحۀ و x2 + y2 + z2 = 18 کره برخورد از حاصل C منحنی (١۵
که می گردد ملاحظه دستگاه یک در رویه دو این معادلۀ حل از شود. توجه ٣ . ٧-ب شکل به
4x2+4y2+4xy = 36 صورت به را این .2x2+2y2+2xy = 18 یا x2+y2+ (x+y)2 = 18

2x+ y = 6cos t نمود فرض می توان بنابراین، نوشت. می توان (2x+ y)2+ (
√

3y)2 = 62 یا
نتیجه در .

√
3y = 6sin t و

x =
1
2

(6cos t− y) y = 2
√

3sin t, z = x+ y

= 3cos t−
√

3sin t, = 3cos t+
√

3sin t,

داریم مجموع در و

C : r(t) =
(
3cos t−

√
3sin t

)
i+

(
2
√

3sin t
)
j+

(
3cos t+

√
3sin t

)
k ; 0 ≤ t ≤ 2π.

شده داده توضیح دوم درجه منحنی های نمودن پارامتره چگونگی ٢ . ٩ بخش در یادداشت. ٣.٢.٣
شود. قسمت آن به بیشتری توجه بحث ادامه از قبل است مناسب است.

کنید: پارامتره را منحنیها از یک هر تمرین. ۴.٢.٣

صفحه. در (
2,−1

)(
3,2

) خط پاره (١

صفحه. در 3 شعاع و (
1,−1

) مرکز به دایرۀ (٢

3) x2+ y2 = 2x, 4) x+ y = 2, −1 ≤ x ≤ 2,



برداری توابع . ٣ فصل ١۴٢ منحنیها دیفرانسیل هندسه . ٣ . ٢

٢۶ تا ٢١ و ١٢ تا ١٠ مسایل :٣ . ٨ شکل

5) x2/4+ y2 = 1, 6) y = 2x2−1, y ≤ 7,

7) x2− y2 = 1, |x| ≤ 3, 8) x2/3+ y2/3 = 1.

.(1,2,−1
)(

3,4,2
) خط پاره (٩

کنید. پارامتره را ٣ . ٨ شکل در شده داده نشان ١٣ تا ١٠ منحنیهای

.(1,0,2) و (−1,1,1
) ،(1,−1,0

) بارئوس مثلث (١٣

.5 شعاع و (
1,−1,4

) در مرکز یا و z = 4 صفحۀ در واقع دایرۀ (١۴
15) x = y = z, −1 ≤ x ≤ 5, 16) x2+ y2 = 1, x+ y = z2,

17) z = x2, y = x2, −1 ≤ x ≤ 1, 18) 4x2 = 4+ y2+ z2, x =
√

2,

19) 2x+4y+ z = 1, x2+2y2 = z, 20) x2+ y2 = 1, x2+ z2 = 1,

21∗) x2+ y2+ z2 = R2, (x−a)2+ (y−a)2 = r2,
√

2|a|+ |r| < R.

کنید. پارامتره را ٣ . ٨ شکل در ٢۶ تا ٢٢ منحنیهای
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از قوس طول .a < t0 < b و C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض منحنی. یک قوس طول ۵.٢.٣
بردار طول ،△l نظر مورد طول بجای مسأله، این به پاسخ برای است؟ چقدر C بر r

(
t0+dt

) تا r
(
t0
)

شود): توجه ٣ . ٩-الف شکل (به می کنیم محاسبه را dℓ نقطه دو آن بین واصل

△ℓ ≈ dℓ =
∥∥∥r

(
t0
)
r
(
t0+dt

)∥∥∥
=

{(
x
(
t0
)− x

(
t0+dt

))2
+

(
y
(
t0
)− y

(
t0+dt

))2
+

(
z
(
t0
)− z

(
t0+dt

))2
}1/2

.

یافت چنان (
t0 ; t0 + dt

) بازۀ در t3 و t2 ،t1 اعداد خم، معرف خواص و لاگرانژ قضیۀ بنابه اما
که: می شوند

△l ≈ dℓ =
{(

x′
(
t1
)
dt

)2
+

(
y′
(
t2
)
dt

)2
+

(
z′
(
t3
)
dt

)2
}1/2

.

داریم: باشد، کوچک کافی اندازۀ به dt اگر پس

△l ≈ dℓ ≈
√(

x′
(
t0
))2
+

(
y′
(
t0
))2
+

(
z
(
t0
))2 dt = ∥r′(t0)∥dt.

طول محاسبۀ برای اکنون .ds = ∥r′(t)∥dt یعنی می نامند، قوس طول دیفرانسیل را آخر عبارت
بگیریم: انتگرال [a;b] بربازۀ ds از است کافی C قوس

ℓ =

∫ b

0
ds =

∫ b

a
∥r′(t)∥dt.

با است برابر C ; r(t) =
(
3cos t+3,3sin t−2

)
; 0 ≤ t ≤ π قوس طول (١ مثال. ۶.٢.٣

ℓ =

∫ π

0

∥∥∥(−3sin t,3cos t
)∥∥∥dt

=

∫ π

0

√
9sin2 t+9cos2 t dt = 3π.

قوس طول الف) :٣ . ٩ شکل
۶.٢.٣ مثال از ٣ قسمت ب)
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نقاط این بین واصل بردار طول با است برابر C =
(
1,2,3

)(
1,2,−1

) خط پاره قوس طول (٢

ℓ =
∥∥∥(1,2,−1

)− (
1,2,3

)∥∥∥
=

∥∥∥(0,0,−4
)∥∥∥ = 4.

شکل: به را C طرفی از

C : r(t) =
(
1− t

)(
1,2,3

)
+ t

(
1,2,−1

)
=

(
1,2,−4t+3

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

بنابراین نمود. پارامتره می توان

ℓ =

∫ 1

0

∥∥∥(0,0,−4
)∥∥∥dt =

∫ 1

0
4dt = 4.

C1 جزء دو از منحنی این می کنیم. محاسبه را ٣ . ٩ -ب در شده داده نشان منحنی قوس طول (٣
بنابراین است، (3,0,0) انتهای و ،(0,3,0) ابتدای با خطی پاره C1 است. شده تشکیل C2 و
شعاع ،X0 = 0 مبداء مرکز به دایرۀ ربع C2 طرفی از C1 : r(t) =

(
3t,3−3t,0

)
; 0 ≤ t ≤ 1

بنابراین: است، صفحه −xz در R = 3

C2 : r(t) = 0+
(
3cos t

)
i+

(
3sin t

)
k

=
(
3cos t,0,3sin t

)
; 0 ≤ t ≤ π/2,

ℓ1 =

∫ 1

0
∥(3,−3,0

)∥dt = 3
√

2,

ℓ2 =

∫ π/2

0
∥(−3sin t,0,3cos t

)∥dt = 3
π

2
.

است. ℓ = ℓ1+ ℓ2 = 3
√

2+3π/2 برابر منحنی قوس طول بنابراین،

کنید. محاسبه را C : x2/3+ y2/3 = a2/3 شکل ستاره منحنی قوس طول (۴

معنی بدان این نمی شود. ایجاد C در تغییری ،−y به y تغییر یا و −x به x تغییر با حل:
نیز مبداء، یعنی آنها، برخورد محل به نسبت لذا و مختصاتی محور دو به نسبت C که است
و محاسبه را C+ دارد قرار اول ربع در که C از بخشی قوس طول می توان پس است. متقارن
و x = acos3 t کنیم فرض است کافی C+ پیمایش برای اما نمود. ضرب چهار در را حاصل

لذا و C+ : r(t) =
(
acos3,asin3 )

, 0 ≤ t ≤ π/2 دیگر بعبارت .y = asin3 t

ℓ+ =

∫ π/2

0
∥(−3asin t cos2 t, 3acos t sin2 t

)∥dt

=

∫ π/2

0
3asin t cos t dt =

3a
2
.

⃝ است. 4ℓ+ = 6a برابر C قوس طول نتیجه، در
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کنید: محاسبه را زیر منحنیهای از یک هر قوس طول تمرین. ٧.٢.٣

1) r(t) =
(
3sin t+1,3cos t+2

)
; 0 ≤ t ≤ π,

2) r(t) = ti+
2
3

t3/2k; 0 ≤ t ≤ 8,

3) r(t) = 6t3i−2t3j−3t3k; 1 ≤ t ≤ 2,

4) r(t) =
(
t,cosh t

)
; − ln3 ≤ t ≤ ln5,

5) r(t) =
(
2cos t

)
i+

(
2sin t

)
j+
√

5tk; 0 ≤ t ≤ π,

6) r(t) =
(
t sin t+ cos t, t cos t− sin t

)
;

√
2 ≤ t ≤ 2,

7) r(t) =
(
t cos t

)
i+

(
t sin t

)
j+2

√
3

3
t3/2k; 0 ≤ t ≤ π.

تابع باشد. شده پارامتره منحنی یک C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض طبیعی. پارامتر ٨.٢.٣
بصورت را s صعودی

s(t) =
∫ t

a
∥r′(t)∥dt , a ≤ t ≤ b,

.ds
dt
= ∥r′∥ > 0 زیرا است، معکوسپذیر تابع این شود. توجه ٣ . ١٠-الف شکل به می کنیم. تعریف

اکنون است. C قوس طول l و 0 ≤ s ≤ l که t = t(s) آورد: بدست s حسب بر را t می توان پس
نوشت: و کرده استفاده s از t بجای r در می توان

C : rn(s) = r(t(s)) ; 0 ≤ s ≤ l.

همه در آن سرعت که است آن در پارامتر این حسن می نامند. C طبیعی پارامتر را rn(s) اصطلاحاً
است: یک برابر r′n(s)∥∥∥جا

∥∥∥ = ∥∥∥ d
ds

r
(
t(s)

)∥∥∥ = ∥∥∥ dt
ds

d
dt

r(t)
∥∥∥

=
∥∥∥r′(t)

∥∥∥÷ ds
dt
=

∥∥∥r′(t)
∥∥∥÷ ∥∥∥r′(t)

∥∥∥ = 1.

بردار می کنیم. استفاده ٨.٢.٣ قسمت مفروضات از فرنه. کنج ٩.٢.٣

Tn(s) := r′n(s),

بر مماس یکۀ بردار را آن و می باشد یک برابر آن طول و است مماس C منحنی بر rn(s) نقطۀ در
توجه ٣ . ١٠-ب شکل (به می باشد s پارامتر ازدیاد راستای در آن جهت بعلاوه، می نامیم. منحنی

شود).
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پارامتر الف) :٣ . ١٠ شکل
فرنه کنج ب) طبیعی

یکۀ بردار می باشد. عمود مشتقش بر است، یک برابر Tn(s) طول چون

Nn(s) :=
T′n(s)
∥T′n(s)∥ =

r′′n (s)
∥r′′n (s)∥ ,

و است عمود منحنی به rn(s) نقطۀ در بردار این می نامیم. rn(s) نقطۀ در C منحنی اصلی قائم را
خارجی: حاصلضرب دارد. هدف منحنی انحناء مرکز سمت به

Bn(s) := Tn
(
s
)×Nn(s),

مرتب تایی سه می نامیم. rn(s) نقطۀ در C دوم قائم را

Fn(s) :=
(
Tn(s),Nn(s),Bn(s)

)
,

معنی این به است، راستگرد و یکه متعامد کنج یک کنج این می نامیم. rn(s) نقطۀ در C فرنۀ کنج را
است. مثبت آنها تایی سه حاصلضرب و عمودند دو به دو است، یک برابر سه هر طول که

اثبات ۶.۴.٣ در را قضیه این آورد: بدست را فرنه کنج می توان نیز طبیعی پارامتر از استفاده بدون
می کنیم.

آنگاه ،t ∈ (a;b) و باشد [a;b] دامنۀ با دلخواه خم یک r اگر قضیه. ١٠.٢.٣

1) T(t) =
r′(t)
∥r′(t)∥ , 2) B(t) =

r′(t)× r′′(t)
∥r′(t)× r′′(t)∥ , 3) N(t) = B(t)×T(t).

تعریف B(t) و N(t) بردارهای باشد، v هادی بردار با راست خط یک از بخشی منحنی اگر (۴
□ .T(t) = v اما نمی شوند،

مثال. ١١.٢.٣

طول تابع صورت این در .C : r(t) =
(
3sin t

)
i+

(
3cos t

)
j+4tk ; −π ≤ t ≤ π کنید فرض (١

از است عبارت C قوس

s(t) =
∫ t

−π

∥∥∥(3cos t,−3sin t,4
)∥∥∥dt
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=

∫ t

−π
5dt = 5

(
t+π

)
.

نتیجه: در .0 ≤ s ≤ 10π که t = s/5−π بنابراین

C : rn(s) = r
( s
5
−π

)
= −3sin

s
5

i−3cos
s
5

j+4
( s
5
−π

)
k.

تعریف: بنابه اکنون،

Tn(s) = r′n(s) = −3
5

cos(
s
5

) i+
3
5

sin(
s
5

) j+
4
5

k,

r′′n (s) =
3

25
sin(

s
5

) i+
3

25
cos(

s
5

) j,

Nn(s) =
r′′n (s)
∥r′′n (s)∥ = sin(

s
5

) i+ cos(
s
5

) j,

Bn(s) = Tn(s)×Nn(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−3
5

cos(
s
5

)
3
5

sin(
s
5

)
4
5

sin(
s
5

) cos(
s
5

) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −4

5
cos(

s
5

) i+
4
5

sin(
s
5

) j− 3
5

k.

می کنیم: محاسبه طبیعی پارامتر از استفاده بدون را یک مثال منحنی فرنۀ کنج (٢

r′(t) =
(
3cos t

)
i+

(−3sin t
)
j+4k, ∥r′(t)∥ = 5,

r′′(t) =
(−3sin t

)
i+

(−3cos t
)
j,

r′(t)× r′′(t) =
(
12cos t

)
i+

(−12sin t
)
j−9k, ∥r′(t)× r′′(t)∥ = 15.

داریم: مربوطه فرمولهای کمک به

T(t) =
r′(t)
∥r′(t)∥ =

(3
5

cos t
)
i+

(− 3
5

sin t
)
j+

4
5

k,

B(t) =
r′(t)× r′′(t)
∥r′(t)× r′′(t)∥ =

(4
5

cos t
)
i+

(− 4
5

sin t
)
j− 3

5
k,

N(t) = B(t)×N(t) =
(− sin t

)
i+

(
cos t

)
j.

X0 =
(√

2/2,
√

2/2,
√

2/2
)

نقطۀ در را C : x2 + y2 = 1 , x2 + z2 = 1 منحنی فرنۀ کنج (٣
بیابید.
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و است متقاطع دایرۀ دو C البته .r(t) = (cos t,sin t,sin t) می کنیم: پارامتره را C ابتدا حل:

بنابراین: .X0 = r
(
π

4

)
که است روشن بعلاوه می کند. پارامتره را آنها از یکی تنها مذکور پارامتر

r′
(
π

4

)
= (−sin t,cos t,cos t)

∣∣∣∣π/4
=

√
2

2
(−1,1,1),

r′′
(
π

4

)
= (−cos t,−sin t,−sin t)

∣∣∣∣π/4
= −
√

2
2

(1,1,1),∥∥∥r′
(
π

4

)∥∥∥ = √6
2
, r′

(
π

4

)
× r′′

(
π

4

)
= (0,−1,1),

T
(
π

4

)
= r′

(
π

4

)
÷∥r′

(
π

4

)
∥ =
√

3
3

(−1,1,1),
∥∥∥r′

(
π

2

)
× r′′

(
π

2

)∥∥∥ = √2,

B
(
π

4

)
= r′

(
π

4

)
× r′′

(
π

4

)
÷

∥∥∥r′
(
π

4

)
× r′′

(
π

4

)∥∥∥ = √2
2

(0,−1,1),

N
(
π

4

)
= B

(
π

4

)
×T

(
π

4

)
= −
√

6
6

(2,1,1).

⃝ نمی کرد. تغییر چندان محاسبات نمی گرفتیم، π/4 را t مقدار اگر

آورید: بدست آنرا فرنۀ کنج و نموده پارامتره طبیعی شکل به را منحنی هر تمرین. ١٢.٢.٣

1) r(t) = (2cos t,2sin t,
√

5t); 0 ≤ t ≤ 2π, 2) r(t) = (4t+1,1−3t); −1 ≤ t ≤ 2,

3) C : x2+ y2+ z2 = 1, z =
√

3y, 4) C : x2+ y2+2x+6y = 6.

بیابید: X0 نقطۀ در را شده داده منحنی فرنۀ کنج

5) C : x = y = z2, X0 = (4,4,−2), 6) C : r(t) = (t2−1, t3+2t, t−5), X0 = r(2).

شرح به خط یک و صفحه سه منحنی، یک از نقطه هر در فرنه کنج وجود دلیل به تعریف. ١٣.٢.٣
شود): توجه ٣ . ١١ شکل (به می شود داده نسبت منحنی، از نقطه هر به زیر

:٣ . ١١ شکل
اصلاحی، صفحات
خط و قائم و مماس

مماس

نقطۀ در C منحنی به خط نزدیکترین خط این است. T(t) هادی و r(t) تکیه گاه با خط مماس: خط
است. r(t)
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C منحنی به صفحه نزدیکترین صفحه این است. B(t) نرمال و r(t) تکیه گاه با صفحۀ مماس: صفحۀ
صفحۀ همان صفحه آن بگنجد، صفحه یک در r(t) بخواهد اگر که معنی این به است. r(t) نقطۀ در

می نامند. نیز بوسان صفحۀ را مماس صفحه می باشد. مماس

C به r(t) در وقتی تنها و وقتی v بردار است. T(t) نرمال و r(t) تکیه گاه با صفحۀ قائم: صفحۀ
باشد. داشته قرار قائم صفحۀ در که است. عمود

است. N(t) نرمال و r(t) تکیه گاه با صفحۀ اصلاحی: صفحۀ

مثال. ١۴.٢.٣

نیز و −2 ≤ t ≤ 17 آن در که ،r(t) =
(
5+ 4cos

(
πt

))
i+ 4sin

(
πt

)
j+ 3πtk کنید فرض (١

و N(1) =
(
1,0,0

) ،T(1) = (0,−4/5,3/5) داریم ترتیب این به .X0 = r(1) =
(
1,0,3π

)
بنابراین: .B(1) = (0,3/5,4/5)

مماس خط :
x−1

0
=

y−0
−4/5

=
z−3π
3/5

: x = 1,3y+4z = 12π,

قائم صفحه : 0
(
x−1

)− 4
5
(
y−0

)
+

3
5
(
z−3π

)
= 0

: 3z = 4y+9π,

مماس صفحه : 0
(
x−1

)
+

3
5
(
y−0

)
+

4
5
(
z−3π

)
= 0

: 3y+4z = 12π,

اصلاحی صفحه : 1
(
x−1

)
+0

(
y−0

)
+0

(
z−3π

)
= 0

: x = 1.

بیابید: (
4,−3,−1

) مختصات به X0 نقطۀ در را زیر منحنی دو بین زاویه (٢

C1 : r1(t) =
(
t2+3, t−2,2t+1

)
, C2 : r2(t) =

(
t2,2t−7,1− t

)
.

.r1
(−1

)
= r2

(
2
)
= X0 است. برابر دو آن بر مماس بردارهای بین زاویه برابر زاویه این حل:

با است برابر α شده خواسته زاویه بنابراین،

∠
(
r′1

(−1
)
,r′2(2)

)
= ∠

((
2t,1,2

)∣∣∣∣
t=−1

,
(
2t,2,−1

)∣∣∣∣
t=2

)
= ∠

((−2,1,2
)
,
(
4,2,−1

))
= cos−1

(
8

3
√

21

)
.

⃝ است. درجه 54.5 یا رادیان 0.3 تقریبا
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شده داده منحنی اصلاحی صفحۀ و قائم صفحۀ مماس، صفحۀ مماس، خط معادلۀ تمرین. ١۵.٢.٣
بیاورید: بدست X0 نقطۀ در را

1) r(t) =
(
t+1

)
i+2tj+ t2k, X0 = r(1),

2) r(t) =
(
cos t,sin t, t

)
, X0 =

(−1,0,π
)
,

3) x = y2+1, z = y+ x; X0 =
(
2,−1,1

)
,

4) x+ y+ z = 1, x2+ y2+ z2 = 9, X0 =
(
1,−2,2

)
.

xy−صفحه با ثابت زاویه ای همواره r(t) =
(
acos(wt),asin(wt),bt

) بر مماس که دهید نشان (۵
ثابتند. اعداد w و b ،a که می سازد،

باشد. مماس x2+ y2 = 2 دایرۀ با y = x2+ax+b سهمی که کنید تعیین طوری را b و a (۶

می کنند. قطع زوایایی چه با را یکدیگر x2− y2 = b و xy = a هذلولی های (٧

انحناء را قوس طول به نسبت مماس) (راستای Tn(s) تغییرات میزان تاب. و انحناء ١۶.٢.٣
مرکز به دایرۀ هندسی، نظر از .κn(s) = ∥T′n(s)∥ می نامیم: (s در n اندیس کاپا شود (خوانده κn(s)

نقطۀ در C انحناء اگر یعنی، است. منحنی با تماس حداکثر دارای 1
κn(s) شعاع و rn(s)+ 1

κn(s) Nn(s)

دلیل همین به می باشد. 1
κ شعاع به دایرۀ یک به شبیه X0 همسایگی در C آنگاه باشد، k برابر X0

C بر مماس دایرۀ را مذکور دایرۀ و انحناء شعاع را 1/κn(s) انحناء، مرکز را rn(s)+ 1
κn(s) Nn(s)

فرمولهای از انحناء مقدار محاسبۀ برای شود). توجه ٣ . ١٢-الف شکل (به می نامیم. rn(s) نقطۀ در
نمود: استفاده می توان زیر

κ(t) =
∥r′(t)× r′′(t)∥
∥r′(t)∥3

=

√√√∣∣∣∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣ x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣∣∣∣
2

(
(x′)2+ (y′)2+ (z′)2)3/2 .

نوشت: می توان مسطحه، منحنیهای مورد در

κ(t) =
x′′y′− x′y′′(

(x′)2+ (y′)2)3/2 .

عقربه های جهت در T(t) بردار ،t ازدیاد با که است مثبت صورتی در κ علامت است! علامت دارای که
شود). توجه ٣ . ١٢-ب شکل (به بود خواهد منفی κ صورت این غیر در بچرخد. ساعت

مثال. ١٧.٢.٣
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مماس دایرۀ الف) :٣ . ١٢ شکل
انحناء علامت ب)

X0 = نقطۀ در را شده داده منحنی به مماس دایرۀ معادلۀ و انحناء شعاع انحناء، مرکز انحناء، (١
.C : r(t) =

(
2t+3,5− t2) ; −2 ≤ t ≤ 3 آورید: بدست (

5,4
)

داریم: ،X0 = (5,4) = r(1) اینکه به توجه با حل:

r′(1) = (2,−2t,0)
∣∣∣
t=1 = 2(i− j), r′′(1) = −2j,

r′(1)× r′′(1) = −4k, T(1) =

√
2

2
(i+ j),

B(1) = −k, N(1) = B(1)×T(1) =

√
2

2
(i− j),

κ(1) =
∥r′(1)× r′′(1)∥
∥r′(1)∥3

=
4

(2
√

2)3
=

√
2

8
.

از: است عبارت انحناء مرکز و است R(1) = 1/κ(1) = 4
√

2 برابر انحناء شعاع پس

r(1)+R(1)N(1) = (5,4,0)+4
√

2

√
2

2
(1,−1,0) = (9,0,0),

است: چنین مماس دایرۀ معادلۀ و

S : (x−1)2+ (y−0)2 = (4
√

2)2,

: x2−2x+ y2 = 31.

یک از بخشی C : r(t) =
(
cos t,2sin t,

√
3cos t

)
; −π ≤ t ≤ π/2 منحنی که دهید نشان (٢

است. دایره

انحناء شعاع و است) ثابت B (یعنی است مسطحه منحنی که شود ثابت است کافی حل:
داریم: جا، این در اما می باشد. ثابت نیز آن

T =
1
2

(−sin t,2cos t,−
√

3 sin t), B =
1
2

(−
√

3,0,1),

N =
1
2

(−cos t,2sin t,−
√

3 cos t), κ =
4
23 =

1
2
.
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از: است عبارت زیر منحنی انحناء مرکز و است R = 1/κ = 2 انحناء شعاع پس

r(t)+R(t)N(t) =
(
cos t,2sin t,

√
3cos t

)
+2

−cos t
2

,sin t,
−
√

3
2

cos t
 = 0.

معادلۀ به که است، خود به مماس صفحۀ در واقع دایرۀ از قطعه ای C پس

P : −
√

3
2

(
x− cos t

)
+0

(
y−2sin t

)
+

1
2
(
z−
√

3cos t
)
= 0,

دیگر: عبارت به است. 2 شعاع و (
0,0,0

) مرکز به دایره ای C .z =
√

3x یعنی، است.

C : x2+ y2+ z2 = 4,z =
√

3x,

: 4x2+ y2 = 4,z =
√

3x.

مشخص را C انحناء مراکز هندسی مکان است. x2/a2 + y2/b2 = 1 بیضی C کنید فرض (٣
کنید.

بنابراین: .C : r(t) =
(
acos t,bsin t

)
: 0 ≤ t ≤ 2π حالت این در حل:

T(t) =
(−asin t,bcos t

)√
a2 sin2 t+b2 cos2 t

,

N(t) =
(−bcos t,−asin t)√
a2 sin2 t+b2 cos2 t

,

κ(t) =
|(−acos t

)(
bcos t

)− (−bsin t
)(−asin t

)|√
a2 sin2 t+b2 cos2 t

=
ab√

a2 sin2 t+b2 cos2 t
.

از است عبارت انحناء مرکز

h(t) = r(t)+R(t)N(t)

= (acos t,bsin t)+
1

ab
(−bcos t,−asin t)

=

((
a− 1

a
)
cos t,

(
b− 1

b
)
sin t

)
.

وقتی که: گرفت نتیجه می توان .κ(t) = ab÷
√

1+
(
b2−a2)cos2 t بنویسیم و a < b اگر

نظیر نقاط پس .cos t = 0 یعنی باشد، حداقل cos2 t که است حداکثر انحناء وقتی تنها و
با (±a,0

) نقاط مشابه، استدلال با .(0,±b
) هستند: انحناء حداکثر با t = 3π/2 و t = π/2

⃝ می باشند. انحناء حداقل

در را شده داده منحنی مماس دایرۀ معادلۀ و انحناء مرکز انحناء، شعاع انحناء، تمرین. ١٨.٢.٣
آورید: بدست شده خواسته نقطۀ

1) r(t) =
(
et cos t

)
i+

(
et sin t

)
j+
√

2etk, r(0).
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2) x = lny, (2,e2).

3) r(t) =
(
cos3 t

)
i+

(
sin3 t

)
j, r

(
π/4

)
.

4) x2+ y2 = z2,z =
√

2, (1,−1,
√

2).

کنید. ترسیم را y = x2 منحنی انحناء مرکز هندسی مکان نمودار (۶

کنید. ترسیم را r(t) = sin ti+ cos tj+ tk منحنی انحناء مرکز هندسی مکان نمودار (٧

میزان می باشد. Bn(s) نرمال دارای rn(s) نقطۀ در C بر مماس صفحۀ که می دانیم تاب. ١٩.٢.٣
را می باشد، s به نسبت مماس صفحۀ تغییرات میزان مبین که قوس، طول به نسبت Bn(s) تغییرات

که می شود ثابت .(s در n اندیس و تا شود (خوانده τn(s) = B′n(s) می نامیم: منحنی تاب

τ(t) =
[r′(t),r′′(t),r′′′(t)]
∥r′(t)× r′′(t)∥2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

x′′′ y′′′ z′′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣ x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣∣∣∣
2 .

رفت. خواهد پائین باشد، منفی اگر و می رود بالا B(t) امتداد در منحنی باشد، مثبت τ(t) چنانچه
می باشد. ثابت B(t) وضعیتی، چنین در زیرا است، صفر برابر مسطحه منحنی هر تاب

می کنیم: محاسبه را C : r(t) = 3cos ti+3sin tj+4tk منحنی تاب (١ مثال. ٢٠.٢.٣

r′(t) =
(−3sin t,3cos t,4

)
, r′′(t) =

(−3cos t,−3sin t,0
)
,

r′(t)× r′′(t) =
(
12sin t,−12cos t,9

)
, r′′′(t) =

(
3sin t,−3cos t,0

)
,

∥r′(t)× r′′(t)∥ = 15,
[
r′(t),r′′(t),r′′′(t)

]
= 36.

مارپیچ امر، این دلیل است. ثابت همه جا در r تاب یعنی .τ(t) = 36/
(
15

)2
= 4/25 بنابراین

می باشد. نظر مورد منحنی بودن

برای است. مسطحه C : r(t) =
(
3t−1,2t2+ t+1, t2−2t

) منحنی که کنیم ثابت می خواهیم
است: صفر همه جا در C تاب که شود ثابت است کافی منظور این

τ(t) =
1

∥r′(t)× r′′(t)∥2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4t+1 2t−2
0 4 2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

⃝ می باشد. r مؤلفه های بودن دوم درجه امر این دلیل
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کنید: محاسبه شده داده نقطۀ در را زیر منحنیهای از یک هر تاب تمرین. ٢١.٢.٣

1) r(t) =
(
1+2t,5t2, t3), X0 = r(−1), 2) r(t) =

(
et cos t,et sin t,et), X0 = r(0),

3) r(t) =
(
t sin t, t2, t cos t

)
, X0 = r(π), 4) r(t) =

(
cosh t,−sinh t, t

)
, X0 = r(0).

مشخص کاملا (١۶.٢.٣ در مطلق قدر بدون (یعنی، علامتدار انحناء کمک به مسطحه منحنیهای هندسۀ
که معنی این به می شود.

باشند، صفحه در منحنی C2 : r2(s) ; c ≤ s ≤ d و C1 : r1(t) ; a ≤ t ≤ b اگر قضیه. ٢٢.٢.٣
چنان h : [a;b]→ [c;d] سویی دو تابعی که است این آنها بودن انطباق قابل برای کافی و لازم شرط
□ است. ثابت (

a;b
) طول در علامت .κ2

(
h(t)

)
= ±κ1(t) ای t ∈ (

a;b
) هر ازاء به که گردد یافت

که معنی این به می شود. مشخص کاملا تاب و انحناء کمک به نیز فضا در منحنیهای هندسۀ

باشند، فضا در منحنی C2 : r2(s) : c ≤ s ≤ d و C1 : r1(t) : a ≤ t ≤ b اگر قضیه. ٢٣.٢.٣
h : [a;b]→ [c;d] تابعی که است آن C2 بر C1 بودن انطباق قابل برای کافی و لازم شرط آنگاه
بر علامت .τ2

(
h(t)

)
= ±τ1(t) و k2

(
h(t)

)
= k1(t) ای t ∈ (

a;b
) هر ازای به که گردد یافت چنان

□ است. ثابت (
a;b

)
می کنیم: مطرح را زیر احکام بالا، قضیۀ دو از کاربردی عنوان به مثال. ٢۴.٢.٣

که است آن باشد، راست خط از قطعه ای مفروض منحنی یک اینکه برای کافی و لازم شرط (١
باشد. صفر منحنی انحناء

تاب که است آن باشد، دایره از قطعه ای مفروض منحنی یک اینکه برای کافی و لازم شرط (٢
باشد. ثابت آن انحناء و صفر منحنی

تاب و انحناء که است آن باشد، مارپیچ از قطعه ای منحنی یک اینکه برای کافی و لازم شرط (٣
باشند. ثابت منحنی

فیزی در کاربرد ٣ . ٣ بخش

معنی به قوس یا منحنی و است متحرک یک حرکت ضابطۀ معنی به پارامتر یا خم مکانیک، دیدگاه از
شتاب شتاب، سرعت، چون اطلاعاتی می توان حرکت ضابطۀ یا خم از می باشد. آن حرکت مسیر
قابل مذکور مقادیر حرکت، مسیر یا منحنی بودن معلوم با اما آورد. بدست را قائم شتاب و مماسی
کنند. حرکت مختلف سرعتهای با اتومبیل دو مفروض جادۀ یک بر است ممکن ،مثلا نیستند. تعیین
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به بنا صورت این در کند، حرکت فضا در r(t) : a ≤ t ≤ b ضابطۀ با جسمی اگر تعریف. ١.٣.٣
شود). توجه ٣ . ١٣-الف شکل (به می کنیم مطرح را زیر شرح به تعاریف فیزیک از اطلاعات

«t زمان به نسبت مکان تغییر «میزان صورت به و داده نشان v(t) نماد با را لحظه ای سرعت
.r′(t) صورت به دیگر بیان به می کنیم. تعریف

«t زمان به نسبت سرعت تغییر «میزان صورت به و داده نشان a(t) نماد با را لحظه ای شتاب
.r′′(t) صورت به دیگر بیان به می کنیم. تعریف

مؤلفه های الف) :٣ . ١٣ شکل
دایره ای حرکت ب) شتاب

تعریف حرکت» امتداد در شتاب «تصویر صورت به و داده نشان aT (t) نماد با را مماسی شتاب
نشان aN(t) نماد با را قائم شتاب ،projva = ((a •v)/(v •v))v صورت به دیگر بیان به می کنیم.
صورت به دیگر بیان به می کنیم. تعریف حرکت» بر عمود امتداد در شتاب «تصویر صورت به و داده

.a−aT

مثال. ٢.٣.٣

کند. حرکت r(t) =
(
2t2−1,5t+2, t2− t+1

)
; 0 ≤ t ≤ 3 ضابطۀ: با متحرکی کنیم فرض (١

داریم: t = 1 لحظۀ در صورت این در

v(1) = r′(1) =
(
4t,5,2t−1

)|t=1 =
(
4,5,1

)
, a(1) = r′′(1) =

(
4,0,2

)
,

aT (1) =
16+0+2
16+25+1

v =
3
7
(
4,5,1

)
, aN(1) = a(1)−aT (1) =

1
7
(
16,−15,11

)
.

است هنگامی آن حداقل نقطۀ می باشد. a =
(
4,0,2

) ثابت شتاب با یک، مثال در حرکت (٢
در [0;3] زمانی بازۀ بر تابع این مینیموم اما .z(t) = t2 − t+ 1 یعنی باشد، حداکثر z(t) که
آن ارتفاع و است t = 1/2 حرکت، در ارتفاع اقل حد با لحظۀ بنابراین است. t = 1/2 لحظۀ

است. بوده v
(
0
)
=

(
0,5,1

) حرکت این اولیۀ سرعت می باشد. z (1/2) = 3/4

است. برابر −r(t) با همواره r(t) =
(
cos t,sin t

) دایره ای حرکت قائم شتاب که دهید نشان (٣

شود): توجه ٣ . ١٣-ب شکل (به که می کنیم توجه امر این مشاهدۀ برای حل:

a(t) = r′′(t) =
d
dt

(− sin t,cos t
)

=
(− cos t,−sin t

)
= −r(t),

aN(t) = a(t)− a •v
v •v

v

= −r(t)− cos t sin t− cos t sin t

sin2 t− cos2 t
v = −r(t).
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صورت: این در رود. بالا r(t) =
(
acoswt

)
i+

(
asinwt

)
j+btk مارپیچ با متحرکی کنیم فرض (۴

v(t) = −(awsinwt
)
i+

(
awcoswt

)
j+bk, aT (t) = 0,

a(t) = −(aw2 coswt
)
i− (

aw2 sinwt
)
j, aN(t) = a(t)−aT (t) = a(t).

تندی و شتاب اندازۀ با فضا در حرکتی r یعنی .∥a(t)∥ = aw2 و ∥v∥ =
√

a2w2+b2 بعلاوه
⃝ است. ثابت

در شده معرفی متحرکهای از یک هر قائم شتاب و مماسی شتاب شتاب، سرعت، تمرین. ٣.٣.٣
کنید: مشخص را زیر

1) r(t) =
(
t+1

)
i+2tj+ t2k, 2) r(t) =

(
t cos t, t sin t, t2),

3) r(t) =
(
i− j

)
cos t+

(
sin2t

)
k, 4) r(t) =

(
cos3 t

)
i+

(
sin3 t

)
j,

5) r(t) =
(
t3/3, t2/2

)
, 6) r(t) = ln

(
t2+1

)
i+1t−2arctan(t)j.

منحنیها نظریۀ در بیشتر مباحث ۴ . ٣ بخش

سه درس در را قسمت این می پردازیم. منحنی ها مورد در پیشرفته تر کمی مباحثی به بخش این در
نمود. حذف می شود واحدی

خودش به نسبت فرنه کنج تغییرات میزان تعیین فرمولها، این از هدف فرنه. فرمولهای ١.۴.٣
فرنه کنج چون کرد. سازی باز را منحنی می توان روابط این داشتن با دید خواهیم ادامه در می باشد.

نوشت: می توان بنابراین می شود تشکیل مستقل بردار سه از
T′n = a11Tn+a12Nn+a13Bn,

N′n = a21Tn+a22Nn+a23Bn, ai j ∈ R.
B′n = a31Tn+a32Nn+a33Bn,

آورد. بدست را ai j ضرایب تا است لازم اکنون

Tn •Tn = ∥Tn∥2 = 1,

Nn •Nn = ∥Nn∥2 = 1,

Bn •Bn = ∥Bn∥2 = 1,

Tn •Nn = 0,

Tn •Bn = 0,

Nn •Bn = 0,

⇒



Tn •T′n = 0,

Nn •N′n = 0,

Bn •B′n = 0,

T′n •Nn+Tn •N′n = 0,

T′n •Bn+Tn •B′n = 0,

N′n •Bn+Nn •B′n = 0,

⇒



a11 = 0,

a22 = 0,

a33 = 0,

a12 = −a21,

a13 = −a31,

a23 = −a32.
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خود منهی برابر تراندهش اینکه، یعنی است. پادمتقارن [ai j] نظر مورد ضرایب ماتریس بنابراین
منهی برابر نیز قطر بالای عناصر و صفرند آن اصلی قطر عناصر شهودیتر، بیان به است. ماتریس
باید را a23 و a13 ،a12 ضرایب سه تنها ترتیب این به هستند. اصلی قطر پائین در نظیر عناصر
.a13 = 0 و a12 = κn بنابراین .T′n = (rn)′ = r′′n = κ⃗n = κnNn چون طرفی، از کنیم. مشخص
آزادی یک اینجا در .a32 = ±τn بنابراین .τn = ∥B′n∥ = |a32| نتیجه در .B′n = a32 داریم بعلاوه،
منفی که است این معمول کنیم. انتخاب دلخواه به را منفی یا مثبت می توانیم و دارد، وجود عمل

رسید: زیر جمعبندی به می توان مجموع در پس شود. انتخاب

داریم قوس طول پارامتر به نسبت فرنه کنج مشتقات مورد در قضیه. ٢.۴.٣

T′n = κnNn, N′n = −κnTn+τnBn, B′n = −τnNn.

□ دارد. طبیعی پارامتر به اشاره n اندیس

X0 = rn(0) ∈C ما نظر مورد نقطۀ می کنیم فرض منظور این برای منحنیها. موضعی نمایش ٣.۴.٣
می نویسیم: s = 0 صفر نقطۀ حوالی در را rn(s) تابع تیلور بسط اکنون باشد.

rn(s) = rn(0)+ sr′n(0)+
s2

2
r′′n (0)+

s3

3
r′′′n (0)+O(3).

کنیم: محاسبه فرنه کنج حسب بر را rn(0) سوم تا اول مرتبۀ مشتقات که است لازم پس

rn(0) = X0, r′′n (0) = κn(0)Nn(0),

r′n(0) = T′n(0), r′′′n (0) = −κn(0)Nn(0)− κ2
n(0)Tn(0)+ κn(0)τn(0)Bn(0).

که می گیریم نتیجه تیلور بسط در دادن قرار با بنابراین،

rn(s) = X0+ sT′n(0)+
s2

2
κn(0)Nn(0)

+
s3

3

(
− κ2

n(0)Tn(0)+ κ′n(0)Nn(0)+ κn(0)τn(0)Bn(0)
)
+O(3)

داریم بالا بسط به توجه با .rn(s) = x(s)Tn(0)+ y(s)Nn(0)+ z(s)Bn(0) کنیم فرض اگر پس

1) x(t) = s+O(1), 2) y(t) =
s2

2
κn(0)+O(2), 3) z(t) =

s3

6
κn(0)τn(0)+O(3).

شده ساخته صفحات در را منحنی این تصویر فرنه، کنج به نسبت منحنی وضعیت تجسم برای اکنون
انتخاب دو هر بین را s قوس طول پارامتر می کنیم سعی منظور، این برای می یابیم. را فرنه کنج توسط

کنیم: حذف z(s) و y(s) ،x(s) معادلۀ سه از

می گیریم نتیجه ،y ≈ κn(0)s2/2 و x ≈ s به توجه با Nn(0) و Tn(0) شامل صفحۀ بر تصویر
شود. توجه ١۴ . ٣ شکل به است. سهمی یک که y ≈ κn(0)x2/2
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می گیریم نتیجه ،z ≈ κn(0)τn(0)s3/6 و x ≈ s به توجه با Bn(0) و Tn(0) شامل صفحۀ بر تصویر
صفحۀ بر تصویر شود. توجه ١۴ . ٣ شکل به است. سوم درجۀ منحنی یک که ،z ≈ κn(0)τn(0)x3/6

اگر که می گیریم نتیجه ،z ≈ κn(0)τn(0)s3/6 و y ≈ κn(0)s2/2 به توجه با Bn(0) و Nn(0) شامل
شود. توجه ١۴ . ٣ شکل به است. مکعبی منحنی یک که y3 ≈ (9κn(0)/2τ2

n(0))z2 آنگاه ،τn(0) , 0

نمود: خلاصه می توان زیر قضیۀ در را بالا مطالب

پارامتره طبیعی صورت به C منحنی کنیم فرض منحنیها. موضعی هندسۀ بنیادی قضیۀ ۴.۴.٣
X0 نقطۀ حوالی در را منحنی کنیم فرض است. C از دلخواه و منظم نقطه ای X0 = r(0) و است شده
در نوشته ایم. rn(s) = x(s)Tn(0)+ y(s)Nn(0)+ z(s)Bn(0) صورت به X0 در فرنۀ کنج به نسبت و

صورت این

y ≈ κn(0)
2

x2, z ≈ κn(0)τn(0)
6

x3, y3 ≈ 9κn(0)
2τ2

n(0)
z2.

□ تقریبند. بهترین خود نوع در اینها

موضعی نمایش :١۴ . ٣ شکل
منحنیها

داریم دلخواه پارامتر به نسبت فرنه کنج مشتقات مورد در فرنه. یافتۀ تعمیم قضیۀ ۵.۴.٣

T′(t) = v(t)κ(t)N(t), N′(t) = −v(t)κ(t)T(t)+ v(t)τ(t)B(t), B′(t) = −v(t)τ(t)N(t),

.v(t) = ∥r′(t)∥ = ds/dt اینجا در که
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که داریم توجه اثبات:

T′(t) =
d
dt

T(t) =
d
dt

Tn(s)

=
ds
dt
× d

ds
Tn(s)

= v(t)×T′n(s)

= v(t) (κn(s)Nn(s))

= v(t)κ(t)N(t),

N′(t) =
d
dt

N(t) =
d
dt

Nn(s)

=
ds
dt
× d

ds
Nn(s)

= v(t)×N′n(s)

= v(t) (−κn(s)Tn(s)+τn(s)Bn(s))

= −v(t)κ(t)T(t)+ v(t)τ(t)B(t),

B′(t) =
d
dt

B(t) =
d
dt

Bn(s)

=
ds
dt
× d

ds
Bn(s)

= v(t)×B′n(s)

= v(t) (−τn(s)Nn(s))

= −v(t)τ(t)N(t),

2 است. تمام برهان ترتیب این به و

آنگاه باشد شده پارامتره r(t) توسط C منحنی چنانچه قضیه. ۶.۴.٣

1) T(t) =
r′(t)
∥r′(t)∥ , 2) N(t) = B×T, 3) B(t) =

r′(t)× r′′(t)
∥r′(t)× r′′(t)∥ ,

4) κ(t) =
∥r′(t)× r′′(t)∥
∥r′(t)∥3

,5) τ(t) =
(r′(t)× r′′(t)) •r′′′(t)
∥r′(t)× r′′(t)∥2

.

داریم ،v(t) = ∥r′(t)∥ اینکه به توجه با اثبات:

T(t) = Tn(s) =
d
ds

rn(s) =
dt
ds
× d

dt
rn(s)

= v(t)
1

v(t)
× d

dt
r(t) =

r(t)
∥r(t)∥ .

بنابراین .r′ = vT از است عبارت آن از خاص نتیجۀ یک شد. اثبات (١) فرمول و

r′′ = (vT)′ = v′T+ vT′

= v′T+ κv2N,

r′× r′′ = (vT)× (v′T+ κv2N)

= κv3B.

مقدار این دادن قرار با گردید. اثبات (۴) فرمول نتیجه در و ،∥r′ × r′′∥ = ∥κv3B∥ = |κ|v3 بنابراین
بعلاوه می گردد. نتیجه نیز (٣) فرمول بالا، عبارت در

r′′′ = (r′′)′ = (v′T+ κv2N)′

= v′′T+ v′T′+ κ′v2N+2κvN+ κv2N′

= v′′T+ v′(vκN)+ κ′v2N+2κvN+ κv2(−vκT+ vτB)

(r′(t)× r′′(t)) •r′′′(t) = κ2v6τ = ∥r′(t)× r′′(t)∥τ,

2 است. بدیهی (٢) فرمول گردید. اثبات (۶) فرمول و
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داریم r(t) =
(
x(t),y(t)

) پارامتر با C مسطحۀ منحنی مورد در نتیجه. ٧.۴.٣

1) T(t) =
(
x′(t),y′(t)

)√
x′(t)2+ y′(t)2

, 2) N(t) = sgn(κ(t))
(− y′(t), x′(t)

)√
x′(t)2+ y′(t)2

,

3) κ(t) =
x′′(t)y′(t)− y′′(t)x′(t)

(
√

x′(t)2+ y′(t)2)3
.

همۀ در منحنی این انحناء اگر نیز و باشد شده داده C مفروض مسطحۀ منحنی یک فرنۀ کنج اگر
یک یافت. بفردی منحصر صورت به را C منحنی می توان صورت این در باشد مشخص آن لحظات
نظر (صرف منحنی آن باشد، شده داده مسطح منحنی یک انحناء اگر که است آن مطلب این نتیجۀ

است. مشخص اقلیدسی) تبدیل یک از

I ⊆ R بازۀ بر تابعی f (t) کنید فرض مسطحه. منحنیهای فراگیر هندسۀ بنیادی قضیۀ ٨.۴.٣
است. دلخواه عددی t0 ∈ I و (u⊥ v و ∥u∥ = ∥v∥ = 1 (یعنی، باشد آفین کنج یک ⟨X0,u,v

⟩ و بوده
که دارد وجود I دامنۀ با r(t) مسطحه منحنی یک تنها و یک صورت، این در

1) ∀t ∈ I : κ(t) = f (t), 2) r(t0) = X0, 3) T(t0) = u, 4) N(t0) = v.

و دوران انتقال، یک از نظر صرف (یعنی، اقلیدسی تبدیل یک حد در منحنی ،۴ تا ٢ شرایط نبود در
□ می گردد. تعیین انعکاس) یا

که بیابید طوری را s قوس طول پارامتر با شده پیمایش r(s) = (x(s),y(s)) منحنی مثال. ٩.۴.٣
κ(s) = s بعلاوه و باشد (−i,−j) برابر نقطه این در آن فرنه کنج بوده، (0,2) نقطه در s = 1 لحظه در

.s هر برای

بنابراین .T′ = κN و T = r′ پس است، قوس طول پارامتر که انجایی از حل:

(x′′(s),y′′(s)) = (x′(s),y′(s))′ = T′(s)

= κN =
1
s

T⊥ =
1
s

(−y′(s), x′(s)).

دیگر بیان به یا y′′+ sy′′′ = x′′ = −y′/s نتیجه در .sy′′(s) = x′(s) و sx′′(s) = −y′(s) بنابراین،
که می گیریم نتیجه دیفرانسیل معادله این حل با .s2y′′′+ sy′′+ y′ = 0

r(s) =
(
C1−C2+C3scos(ln s)−C4ssin(ln s),C2+C3ssin(ln s)+C4scos(ln s)

)
,

بایستی چون .C4 = 2−C2 و C3 = C1 +C2 داریم r(1) = (0,2) فرض از ثابتند. اعداد ها Ci که
معادلات دادن قرار هم کنار با پس .C4 = −C3 و C4 = C3 −1 بنابراین ،T(1) = r′(1) = (−1,0)

لذا و C4 = −1/2 و C3 = 1/2 ،C2 = 5/2 ،C1 = 2 که داریم مجموع در ها، Ci مورد در

r(s) =
1
2

(3,5)+
s
2

(
sin(ln s)+ cos(ln s) , sin(ln s)− cos(ln s)

)
.
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⃝ کنید. بیان را آن هندسی تعبیر نمودهف ترسیم میپل با را منحنی این

برابرند، انحناء دارای متناظر نقاط در که باشند متناظر طوری مسطحه منحنی دو اگر نتیجه. ١٠.۴.٣
□ انطباقند. قابل منحنی دو آن صورت این در

کوتاه شود. داده نیز تاب انحناء، و فرنه کنج بر علاوه که است لازم مسطح غیر منحنیهای مورد در
اینکه سخن

بر توابعی g(t) و 0 ≤ f (t) کنید فرض فضایی. منحنیهای فراگیر هندسۀ بنیادی قضیۀ ١١.۴.٣
برابر بردار سه این طول (یعنی، باشد راستگرد آفین کنج یک < X0,u,v,w > و هستند I ⊆ R بازۀ
این در است. دلخواه عددی t0 ∈ I و (w = u× v بعلاوه و باشند عمود هم به دو به دو و بوده یک

که دارد وجود I دامنۀ با r(t) منحنی یک تنها و یک صورت،

1) ∀t ∈ I : κ(t) = f (t), 2) ∀t ∈ I : τ(t) = g(t), 3) r(t0) = X0,

4) T(t0) = u, 5) N(t0) = v, 6) B(t0) = w.

و دوران انتقال، یک از نظر صرف (یعنی، اقلیدسی تبدیل یک حد در منحنی ،۶ تا ٣ شرایط نبود در
□ می گردد. تعیین انعکاس) یا

برابرند، تاب و انحناء دارای متناظر نقاط در که باشند متناظر طوری منحنی دو اگر نتیجه. ١٢.۴.٣
□ انطباقند. قابل منحنی دو آن صورت این در

کنید. مراجعه [۴٩] کتاب به می توانید خصوص این در بیشتر مطالعۀ برای

میپل از استفاده ۵ . ٣ بخش

مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای
دستور با را افزار نرم این می کنیم. استفاده VectorCalculus افزاری نرم بستۀ از ادامه در شود.

نمود. حاضر میپل محیط در می توان with(VectorCalculus)

r := ⟨f(f),g(t),h(t)⟩ دستور با را r(t)=
(
f (t),g(t),h(t)

) برداری تابع برداری. تابع تعریف ١.۵.٣
نمود. وارد میپل محیط در می توان

آن شرح قبل فصل انتهای در که بردارها همانند درست برداری. توابع بر معمولی اعمال ٢.۵.٣
کرد. عمل برداری توابع با می توان شد، داده

شده تعرف میپل محیط در قبلا h(t) و r(t) برداری توابع کنید فرض برداری. توابع حسابان ٣.۵.٣
صورت این در باشند.



برداری توابع . ٣ فصل ١۶٢ میپل از استفاده . ۵ . ٣

نوشت باید محاسبه برای
limit (r(t), t = a) t = a نقطه در r(t) برداری تابع حد
diff (r(t), t$k) r(t) برداری تابع ام k مرتبه مشتق

int (r(t), t ) r(t) برداری تابع نامعین انتگرال
int (r(t), t = a..b) t = b تا t = a از r(t) برداری تابع انتگرال

Norm(r(t) ) r(t) برداری تابع اندازه
DotProduct(r(t), h(t)) h(t) در r(t) داخلی ضرب

CrossProduct(r(t), h(t)) h(t) در r(t) خارجی ضرب

به مربوط مماس صفحه و مماس خط تاب، انحناء، فرنه، کنج منحنیها. دیفرانسیل هندسه ۴.۵.٣
نمود: مشخص می شود میپل از استفاده با را منحنی یک

نوشت باید محاسبه برای
TNBFrame(r(t) , t ) r(t) به مربوط فرنه کنج
Curvature(r(t) , t ) r(t) انحناء
Torsion(r(t) , t ) r(t) تاب

ArcLength(r(t) , t = a..b) t = b تا t = a از r(t) قوس طول

[a;b] بازۀ بر را r(t) =
(
f(t),g(t),h(t)

) برداری تابع بخواهیم کنید فرض منحنی. ترسیم ۵.۵.٣
می کنیم. استفاده plots[spacecurve]([f(t),g(t),h(t)], t= a..b) دستور از صورت این در کنیم. ترسیم
منحنی قطر و نقاط تعداد رنگ، می توان بترتیب thickness و numpoints ،color دستورات با

شود. توجه ١۵ . ٣ به نمونه برای نمود. کنترل را شده ترسیم

دستورات با :١۵ . ٣ شکل
with(VectorCalculus) :

SpaceCurve((cos(t),sin(2 ∗ t)),sin(t)), t =

0..2∗Pi)

بازه در r(t) = (cos t,sin(2t),sin t) منحنی نمودار
می گردد. ترسیم 0 ≤ t ≤ 2π

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ۶.۵.٣
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm


۴ فصل

آنها حد و متغیره چند توابع

Оس ेیاҘی य़ آЦ͇م از ܔ۾ر ҍی اما ҆ی ϼࠢد. بازی زХبا صدΧھای و رࣽه Вنگ با ेیا ϼنار े य़ باГ͇م Ϸود҄ی ماЦࠢد شاџد
اϔت. ј̠ڞՉه انܺ܃زی ش˽˦ت و ࣴرگ اलار آن اʣماق े य़ دارد و΅ود دџدگاѥمان ωقاРل े Ъی˶ۭان اΠیاцوѸی و ࣴرگ

نیوتن ایزاک

کتاب بعدی مطالب عمدۀ می باشد. آن حد و متغیره چند تابع مفهوم معرفی فصل، این از هدف
فهم برای کلیدی را حاضر فصل مطالعۀ اساس، همین بر و دارد اختصاص توابع گونه این مطالعۀ به

٢ هستند. R→ R معمولی توابع طبیعی تعمیم توابع گونه این نمود. تلقی می توان فصول سایر

متغیره چند تابع تعریف ١ . ۴ بخش

می شود. نامیده متغیره چند تابع باشد، داشته بستگی متغییر یک از بیش که تابعی

تابعی f : Rn→ R اگر می نامند. n−متغیره تابع را باشد R به Rn از که تابع هر تعریف. ١.١.۴
و نامیده f دامنۀ را می گردد تعریف آنها ازای به f که هایی X ∈ Rn همۀ مجموعۀ باشد، n−متغیره

نشان R f نماد با و نامیده f برد را X ∈ D f که ها f (X) همۀ مجموعۀ و می دهیم؛ نشان D f نماد با
.D f :=

{
X ∈ Rn | f (X) ∈ R

}
می دهیم:

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

١۶٣



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١۶۴ متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴

در است، دشوار کمی متغیره» چند «تابع اصطلاح پذیرش تئوری نظر نقطه از یادداشت. ٢.١.۴
با تابعی f » یعنی است. بردار یک f : Rn → R تابع متغیر که شود گفته گونه این است بهتر واقع

است». n−مؤلفه ای بردار متغیر

مثال. ٣.١.۴

مخالف xy باید f (x,y) شدن تعریف برای بگیرید. نظر در را f (x,y) = 1/xy متغیرۀ دو تابع (١
از است عبارت f دامنۀ بنابراین باشد، صفر

D f =
{
(x,y) | xy , 0

}
= R2− {

(x,y) | xy = 0
}

= R2− {
(x,y) | x = 0 یا y = 0

}
= R2− −محور} y

}∪ −محور} x
}
.

حتماً پس .xy = 1/a باید آنگاه ، f (x,y) = a باشد قرار اگر که می کنیم توجه f بر تعیین برای
عبارت f برد یعنی . f (1,1/a) = a نتیجه در .y = 1/a داریم ،x = 1 فرض با بعلاوه، .a , 0

که می شود ملاحظه شود). توجه ١ . ۴ شکل (به R f = R−{0} از است

f (1,−1) = −1, f (2,5) = 1/10, f (1/x, x) = f (x,1/x) = 1.

متغیرۀ دو تابع :١ . ۴ شکل
z = f (x,y)

از است عبارت f دامنۀ صورت این در بگیرید. نظر در را f (x,y) = logy x متغیرۀ دو تابع (٢

D f =
{
(x,y) | x > 0 , y > 0 , y , 1

}
=

{
اول −{ربع {

y = خط1
}
,

آنگاه ، f (x,y) = a اگر که می کنیم توجه f برد تعیین برای بعلاوه، شود). توجه ٢ . ۴ شکل (به
به است. R کل برابر f برد یعنی، . f

(
ea , e

)
= a لذا و x = ea داریم y = e فرض با .x = ya

آنگاه باشند، یک مخالف و مثبت حقیقی اعداد z و y ،x اگر که می گردد ملاحظه مثال عنوان

f (100,10) = log10 100 = log10 102 = 2,
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f (1,y) = logy 1 = 0,

f
(
1/x,y

)
= logy 1/x = − logy x = − f (x,y),

f (x, x) = logx x = 1,

f (xy,z) = logz xy = logz x+ logz y = f (x,z)+ f (y,z).

f دامنۀ صورت، این در بگیرید. نظر در را f (x,y,z) =
√

1− x2− y2− z2 متغیرۀ سه تابع (٣
برابر

D f =
{
(x,y,z) |1− x2− y2− z2 ≥ 0

}
=

{
(x,y,z) | x2+ y2+ z2 ≤ 1

}
.

،0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 1 چون بعلاوه، می باشد. یک شعاع و مبدأ مرکز به کره ای که است،

تابع دامنۀ :٢ . ۴ شکل
f (x,y) = logy x

f برد بنابراین، .0 ≤ f (x,y,z) ≤ 1 داریم گرفتن، جزر با و 0 ≤ 1− x2 − y2 − z2 ≤ 1 پس
ازای به که می گردد ملاحظه اینجا، در شود). توجه ٣ . ۴ شکل (به R f = [0;1] از است عبارت

داریم ای (x,y,z) ∈ R3 هر

f (x,y,z) = f (±x,±y,±z) = f (±y,±x,±z) .

تابع نمودار :٣ . ۴ شکل
٣ مثال



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١۶۶ متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴

صورت: این در ، f (x,y,z) =
1
z

√
x2+ y2 کنیم فرض (۴

lim
t→0+

f
(
3t , 5t2 , t

)
= lim

t→0+

1
t

√
9t2+25t4

= lim
t→0+

√
9+25t2 = 3,

d
dt

f (1−2t, 3t+2, t−1)
∣∣∣∣
t=−1
=

d
dt

{
1

t−1

√
(1−2t)2+ (3t+2)2

}
t=−1

=
1

(t−1)2

{ 26t+8

2
√

13t2+8t+5
(t−1)−

√
13t2+8t+5

}
t=−1
=

4
5

√
10.

کنید: مشخص را زیر توابع از یک هر برد و دامنه تمرین. ۴.١.۴

1) f =
√

x2+ y, 2) f = ln
(
x2+ y2

)
,

3) f = arcsin
(
x2− y2

)
, 4) f = x+

√
y,

5) f = ln (1− xy) , 6) f = ln
(
x2+ y2+ z2

)
,

7) f =
√

x+
√

yz, 8) f = ln (xyz) ,

9) f = arccos(x+2y+3z) , 10) f =
√

(1− x) (1− y) (1− z).

محاسبۀ: مطلوبست ،v = (2,3) و X0 = (−1,2) ، f (x,y) = x/y− x2y که صورتی در (١١

(الف lim
t→2

f (X0+ tv) (ب lim
t→0

f (X0+ tv)

(ج lim
t→−1

f (X0+ tv) (د d
dt

f (X0+ tv)
∣∣∣∣∣
t=2

(ح
d
dt

f (X0+ tv)
∣∣∣∣
t=0

(و
d
dt

f
(
X0− sin(t2)v

)∣∣∣∣∣
t=−1

بیابید. را f (x,y) تابع . f (x+ y , y/x) = x2− y2 کنید فرض (١٢

بیابید. را f (x,y) تابع .0 ≤ r و f (r sinθ , r cosθ) = r tanθ کنید فرض (١٣

بیابید. را f (x,y,z) تابع ، f
(
ρsinϕcosθ,ρsinϕsinθ,ρcosϕ

)
= ρ2 چنانچه (١۴

کنید: محاسبه زیر حدود ، f (x,y) = xy/(x2+ y2) که صورتی در (١۵

(الف lim
x→0

{
lim
y→0

f (x,y)
}

(ب lim
x→0

{
lim
y→x

f (x,y)
}



متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴ ١۶٧ آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل

نمودار الف) :۴ . ۴ شکل
z = f (x,y) متغیرۀ دو تابع
ب) D مجموعۀ بر
بر f = x2+y2 تابع نمودار
D : x2+ y2 ≤ 4 مجموعۀ

منظور .D ⊆ D f و است متغیره دو تابعی z = f (x,y) کنیم فرض متغیرۀ. دو تابع نمودار ۵.١.۴
:z = f (x,y) که است فضا از (x,y,z) چون نقاطی همۀ مجموعۀ ،D بر f نمودار از

Γ f ,D :=
{
(x,y,z)

∣∣∣ (x,y) ∈ D , z = f (x,y)
}
,

می کنیم. داری خود D ذکر از D = D f اگر .Γ f ,D : (x,y) ∈ D , z = f (x,y) مختصر نمایش در یا
۴ . ۴-الف. شکل

مثال. ۶.١.۴

.D : x2+ y2 ≤ 4 و f (x,y) = x2+ y2 کنید فرض (١

بر f نمودار ترتیب این به z؛ = x2 + y2 اگر فقط و اگر (x,y,z) ∈ Γ f ,D صورت این در
است: x2 + y2 ≤ 4 xy−صفحه بر آن تصویر که است بیضوی سهمی گون یک از قسمتی D

۴ . ۴-ب. شکل .Γ f ,D : x2+ y2 ≤ 4 , z = x2+ y2

نمودار الف) :۵ . ۴ شکل
مجموعۀ بر

√
x2+ y2 تابع

0≤ x , 0≤ y , x2+y2 ≤ 9

متغیرۀ دو تابع نمودار ب)
مجموعۀ بر

√
4− x2− y2

x2+ y2 ≤ 9

.D : 0 ≤ x , 0 ≤ y , x2+ y2 ≤ 9 و f (x,y) =
√

x2+ y2 کنید فرض (٢

که z2 = x2+y2 دیگر، بیان به .z =
√

x2+ y2 که ،(x,y,z) ∈ Γ f ,D شرطی به صورت، این در
نظر مورد آن بالایی نیمۀ از قسمتی پس ،0 ≤ z چون است. ها z محور موازات به مخروط یک
f نمودار شود). توجه ۴ . ۵-الف شکل (به می گردد. D برابر xy−صفحه بر آن تصویر که است

از است عبارت D بر

Γ f ,D : 0 ≤ x , 0 ≤ y , x2+ y2 ≤ 9 , z =
√

x2+ y2.



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١۶٨ متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴

. f (x,y) =
√

9− x2− y2 کنید فرض (٣

.z =
√

9− x2− y2 که (x,y,z) ∈ Γ f وقتی تنها و وقتی و D f : x2+y2 ≤ 9 صورت، این در
۴ . ۵-ب شکل (به می باشد ٣ شعاع و مبداء مرکز به کره ای ،x2 + y2 + z2 = 9 که شود توجه
⃝ شود). توجه

:۶ . ۴ شکل
یک تراز منحنی

متغیره دو تابع

کنید: ترسیم را D بر z = f (x,y) نمودار مورد، هر در تمرین. ٧.١.۴

1) f = 4− x2− y2, D : x2+ y2 ≤ 4 , 0 ≤ y,

2) f = 1−
√

1− x2− y2, D : x2+ y2 ≤ 1,

3) f =
√

x2+ y2, D : 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4,

4) f =
√

1+ x2+ y2, D : x2+ y2 ≤ 8,

5) f =
√

x2+ y2−1, D : 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4,

6) f = 2, D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1,

7) f =
√

y− x2, D : x2 ≤ y ≤ 4,

8) f = x, D : 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 5,

9) f = 1− x− y, D : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1− x,

10) f = sin x, D : 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ 1,

11) f = cos(x2+ y2), D : x2+ y2 ≤ 16π2,

12) f = 1− |x| − |y|, D : |x|+ |y| ≤ 1.



متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴ ١۶٩ آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل

آنها ازای به که هایی (x,y) همۀ مجموعۀ .a ∈ R f و z = f (x,y) کنید فرض تراز. منحنی ٨.١.۴
محل Ca واقع، در می دهیم. نشان Ca نماد با و نامیده a به نظیر f تراز منحنی را است a برابر f

کمک به .Ca : f (x,y) = a شود): توجه ۶ . ۴ شکل (به می باشد f تابع نمودار با z = a صفحۀ برخورد
کرد. تجسم را تابع دار نمو توان می تراز منحنیهای

است: ممکن حالت سه ،a ∈ R اگر بگیرید. نظر در را f (x,y) = x2− y2 تابع (١ مثال. ٩.١.۴

است. محور −x راستای در هذلولی یک Ca : x2− y2 = a صورت این در :0 < a الف)

است. y = −x و y = x دوخط اجتماع C0 : x2 = y2 صورت این در :a = 0 ب)

(به است محور −y راستای در هذلولی یک Ca : x2 − y2 = a صورت این در :a < 0 ج)
شود). توجه ٧ . ۴ شکل

تراز منحنیهای :٧ . ۴ شکل
f = x2− y2 تابع

آنگاه: ،a ∈ R اگر بگیرید. نظر در را f (x,y) =min {x , y} تابع (٢

Ca : min
{
x , y

}
= a : a = x ≤ y یا a = y ≤ x,

⃝ شود). توجه ٨ . ۴ شکل (به می باشند (a,a) نقطۀ از شروع با خط نیم دو که

تراز منحنیهای :٨ . ۴ شکل
f =min{x,y}

کنید: تجسم را آنها نمودار کرده، رسم را زیر توابع از یک هر تراز منحنیهای تمرین. ١٠.١.۴

1) f = x+ y2, 2) f = (x+ y)2,

3) f = x2+ y2, 4) f = y/x,



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١٧٠ متغیره چند تابع تعریف . ١ . ۴

5) f = |x|+ |y| − |x+ y|, 6) f =
√

xy,

7) f =max{x,y}, 8) f = sin
(
π(x2+ y2)

)
,

9) f = xsiny, 10) f = |x2− y2|.

وجود متغیره سه تابع نمودار ترسیم امکان ،R3 فضا بودن سه بعدی دلیل به تراز. سطوح ١١.١.۴
تراز سطح تعریف، مطابق است. آن تراز سطوح ترسیم داد، انجام می توان که کاری حداقل ندارد.
. f (x,y,z) = a که است (x,y,z) مرتب سه تایی های همۀ مجموعۀ ، f (x,y,z) تابع از a عدد به نظیر

.S a : f (x,y,z) = a یعنی:

مثال. ١٢.١.۴

یک S a آنگاه ،a > 0 اگر صورت، این در بگیرید. نظر در را f (x,y,z) = x2 + y2 − z2 تابع (١
یک S a آنگاه ،a < 0 اگر و است مخروط S a آنگاه ،a = 0 اگر است؛ پارچه یک گون هذلولی

شود). توجه ۴ . ٩-الف شکل (به می باشد پارچه دو گون هذلولی

تراز سطوح الف) :٩ . ۴ شکل
ب) f = x2 + y2 − z2 تابع
f = x2 + تابع تراز سطوح

y2+ z2

تهی S a آنگاه ،a < 0 اگر صورت، این در بگیرید. نظر در را f (x,y,z) = x2 + y2 + z2 تابع (٢
کره ای S a آنگاه ،a > 0 اگر بالاخره، و است؛ {(0,0,0)

} نقطۀ تک S a آنگاه ،a = 0 اگر است.
شود). توجه ۴ . ٩-ب شکل (به می باشد

√
a شعاع و مبداء مرکز به

معادلۀ به صفحۀ از عبارت S a صورت این در بگیرید. نظر در را f = x+ 2y− 3z تابع (٣
⃝ شود). توجه ۴ . ١٠-الف شکل (به می باشد x+2y−3z = a

سطوح الف) :١٠ . ۴ شکل
f = x+ 2y− 3z تابع تراز

بترتیب X2 و X1 ،X0 ب)
بیرونی و مرزی درونی، نقطۀ

هستند. A مجموعۀ



حد اثبات . ٢ . ۴ ١٧١ آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل

کنید: ترسیم را شده داده توابع از یک هر تراز سطوح تمرین. ١٣.١.۴

1) u = x+ y+ z, 2) u = z− x2− y2,

3) u = x2− y2− z2, 4) u = z− x2+ y2,

5) u = |x+ y|+ |z|, 6) u = z− xy,

7) u = arcsin(x2+ y2+ z2), 8) u = sgn(sin(x2+ y2− z2)).

حد اثبات ٢ . ۴ بخش

R به R از توابع حد مفهوم با قبلا است. انتگرال و دیفرانسیل حساب در اصلی مفهوم سه از یکی حد
تعریف به پرداختن از قبل می باشد. R به Rn از توابع به آن تعمیم بخش این از هدف شده اید. آشنا

داریم. نیاز چسبیده نقطۀ اصطلاح به حد،

همۀ مجموعۀ ،r شعاع و X0 مرکز به گوی از منظور ،0 < r ∈ R و X0 ∈ Rn اگر تعریف. ١.٢.۴
مجموعه این .∥X − X0∥ < r یعنی می باشد، r از کمتر X0 تا آنها فاصلۀ که است Rn از X نقاطی
Br(X0) مجموعۀ از عبارت ،r شعاع و X0 مرکز به سفتۀ گوی می دهیم. نشان Br(X0) نماد با را
مجموعۀ چسبیدۀ نقطۀ X0 می گوئیم صورتی در B∗r (X0) = Br(X0)− {X0} است: X0 نقطۀ منهی
در کند. قطع را A مجموعۀ ،r شعاع و X0 مرکز به سفتۀ گوی ،r > 0 هر ازای به که است A ⊆ Rn

X2 مرکز به گوی یک حداقل زیرا نیست، X2 ولی هستند چسبیده X1 و X0 نقاط ۴ . ١٠-ب، شکل
نمی کند. قطع را A که دارد وجود

است. برابر دایره خود با x2+ y2 = 4 دایرۀ به چسبیده نقاط مجموعۀ (١ مثال. ٢.٢.۴

x2 + (y− 1)2 ≤ 9 بستۀ گوی برابر x2 + (y− 1)2 < 9 باز گوی به چسبیده نقاط مجموعه (٢
می باشد.

از عبارتست A به چسبیده نقاط مجموعۀ آنگاه A : 0 ≤ x ≤ 1 , x ≤ y < 1 , 1 ≤ z ≤ 2 اگر (٣

A : 0 ≤ x ≤ 1 , x ≤ y ≤ 1 , 1 ≤ z ≤ 2

مورد در .A = A∪{0} از عبارتست A به چسبیده نقاط مجموعۀ آنگاه ،A =
{
1/n

∣∣∣n ∈ N} اگر (۴
دارد. وجود 1/n شکل به عدد بینهایت عملا (−ε;ε) شکل به باز بازۀ هر که شود توجه باید 0

⃝ .n ≥ [1/ε] که شود فرض است کافی

می کنیم: تعریف ،R→ R معمولی توابع حالت با شبیه کاملا



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١٧٢ حد اثبات . ٢ . ۴

حد اثبات :١١ . ۴ شکل

و f دامنۀ به چسبیده نقطه ای X0 ∈Rn متغیره، چند تابعی f : Rn→R کنید فرض تعریف. ٣.٢.۴
lim

X→X0
f (X) = ℓ می نویسیم و است ℓ برابر X0 در f حد می گوئیم صورتی در است. حقیقی عددی ℓ

مطلق قدر ای X ∈ B⋆δ (X0)∩D f هر ازای به که شود یافت ای δ > 0 یک ،ε > 0 هر ازاء به که
دیگر بیان به شود). توجه ١١ . ۴ شکل (به شود کمتر ε از f (X0) و f (X) تفاضل

∀ε > 0∃δ > 0∀X ∈ D f
(
0 < ∥X−X0∥ < δ⇒ | f (X)− f (X0) | < ε

)
. (۴ . ١ )

نمود: استفاده می توان زیر معادل شرط از است، وقتگیر کمی 0 < ∥X−X0∥ < δ شرط بررسی چون

|x− x0| < δ , |y− y0| < δ , |z− z0| < δ · · · . (۴ . ٢ )

. lim
(x,y)→(−1,2)

xy2 = −4 یعنی است، −4 برابر (−1,2) در f = xy2 حد دهید نشان (١ مثال. ۴.٢.۴

دهیم نشان باید مطلب، این اثبات برای حل:

∀ε > 0∃δ > 0∀(x,y) ∈ R2
({|x+1| < δ, |y−2| < δ}⇒ |xy2+4| < ε

)
.

می کنیم: شروع |xy2+4| مطلق قدر از

|xy2+4| = | (x+1)y2+4− y2|

= |y2 (x+1)+ (y+2)(y−2) |

≤ y2|x+1|+ |y+2||y−2| ≤ y2δ+ |y+2|δ.

است) شده تجربه بسیار ٣ فصل در (که همسایگی شعاع تکنیک از ،δ ضرایب حذف برای
−1 < y < 3 پس .|y− 2| < 1 و |x+ 1| < 1 بنابراین δ ≤ 1 کنیم فرض می کنیم. استفاده
|xy2 + 4| < ε برای پس |xy2 + 4| ≤ 9δ+ 5δ = 14δ بنابراین .|y+ 2| < 5 و y2 < 9 لذا و
که کنیم فرض می توانیم بنابراین، .δ ≤ ε/14 دیگر بیان به .14δ ≤ ε شود فرض است کافی
اثبات را نظر مورد شرطی رابطۀ و رفت، می توان مسأله ابتدای به اکنون .δ =min {1, ε/14}

نمود.



حد اثبات . ٢ . ۴ ١٧٣ آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل

است. ℓ = 4/3 برابر X0 = (2,1) در f (x,y) =
x+2y
x2− y2 حد دهذی نشان (٢

که شود ثابت باید حل:

∀ε > 0∃δ > 0∀(x,y) ∈ D f

(
(|x−2| < δ, |y−1| < δ)⇒

∣∣∣∣∣∣ x+2y
x2− y2 −

4
3

∣∣∣∣∣∣ < ε
)
,

می باشد. D f به چسبیده نقطۀ یک X0 = (2,1) و D f =R
2−{y = −x}∪{y = x} اینجا در که

صورت این ∣∣∣∣∣∣در x+2y
x2− y2 −

4
3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣3x+6y−4x2+4y2

3
(
x2− y2)

∣∣∣∣∣∣
=

1
3|x2− y2|

∣∣∣∣ (4x+5)(x−2)+ (4y+10)(y−1)
∣∣∣∣

≤ 1
3|x2− y2|

{
|4x+5||x−2|+2|2y+5||y−1|

}
≤ 1

3|x2− y2|
{
|4x+5|+2|2y+5|

}
δ.

صورت این در (B∗δ (X0) ⊆ D f که باشد طوری δ فرض باید (زیرا δ ≤ 1/4 کنیم فرض حال
0 < |x−2| < 1

4
,

0 < |y−1| < 1
4
,

⇒


7
4
< x <

9
4
,

3
4
< y <

5
4
,

⇒



3
2
< x2− y2 <

9
2
,

12 < 4x+5 < 14,

13
2
< 2y+5 <

15
2
,

⇒


|x2− y2| > 1

2
,

|4x+5| < 14,

|2y+5| < 15
2
.

∣∣∣∣∣∣بنابراین x+2y
x2− y2 −

4
3

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
3× (1/2)

{
14+2× 15

2

}
δ =

58
3
δ ≤ 19δ.

.δ =min {1/4 , ε/19} بنابراین .δ < ε/19 یا ،19δ < ε شود فرض است کافی پس

است. ℓ = π/4 برابر X0 =
(
−1,1/2,

√
2
)

نقطه در f (x,y,z) = arcsin(xyz) حد کنید ثابت (٣

که شود ثابت باید حل:

∀ε > 0∃δ > 0∀(x,y,z) ∈ D f
({
|x+1| < δ, |y−1/2| < δ,

∣∣∣∣z− √2
∣∣∣∣ < δ}



آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل ١٧۴ حد اثبات . ٢ . ۴

⇒ |arcsin(xyz)+π/4| < ε
)
.

چون (چرا؟). است چسبیده D f به X0 و D f = {(x,y,z) | −1 ≤ xyz ≤ 1} اینجا در که
بنابراین ، lim

x→−
√

2/2
arcsin x = −π/4

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ [−1;1]
0 < ∣∣∣∣∣∣x+

√
2

2

∣∣∣∣∣∣ < δ⇒ ∣∣∣∣arcsin x+
π

4

∣∣∣∣ < ε .
شود ثابت باید که می گیریم نتیجه کنیم، ثابت می خواهیم که آنچه با گزاره، این ترکیب با

∀ε > 0∃δ > 0∀ (x,y,z) ∈ D f
({

0 < |x+1| < δ,

0 <
∣∣∣∣y− 1

2

∣∣∣∣ < δ, 0 < |z−
√

2| < δ
}
⇒

∣∣∣∣xyz+

√
2

2

∣∣∣∣ < ε).
که: می کنیم توجه امر، این اثبات +xyz∣∣∣∣∣∣برای

√
2

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣yz (x+1)− z

(
y− 1

2

)
− 1

2

(
z−
√

2
)∣∣∣∣∣∣

≤ |yz||x+1|+ |z|
∣∣∣∣∣y− 1

2

∣∣∣∣∣+ 1
2

∣∣∣∣z− √2
∣∣∣∣

=

{
|yz|+ |z|+ 1

2

}
δ.

داریم: ،δ < 1/2 فرض با
∣∣∣∣y− 1

2

∣∣∣∣ < 1
2
,

|z−
√

2| < 1
2 ,

⇒


0 < y < 1,
√

2− 1
2
< z <

√
2+

1
2
,

⇒


0 < z <

√
2+ 1

2 < 2,

0 < yz <
√

2+
1
2
< 2.

شود فرض است کافی پس .
∣∣∣∣xyz+

√
2/2

∣∣∣∣ < {
2+2+1/2

}
δ < 5δ و B∗δ(X0) ∈ D f بنابراین

.δ =min {1/8, ε/5} بنابراین .δ ≤ ε/5 یا 5δ ≤ ε

lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin
(
x4+ y4+ z4

)
x2+ y2+ z2 = 0 که دهید نشان (۴

که دهیم نشان باید حل:

∀ε > 0∃δ > 0∀ (x,y,z) ∈ D f

{|x| < δ, |y| < δ, |z| < δ} ⇒
∣∣∣∣∣∣∣∣
sin

(
x4+ y4+ z4

)
x2+ y2+ z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε
 ,
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بنابراین: ،0 ≤ α هر ازای به 0 ≤ sinα ≤ α که می دانیم .D f = R
3 اینجا در ∣∣∣∣∣∣∣∣که

sin
(
x4+ y4+ z4

)
x2+ y2+ z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ x4+ y4+ z4

x2+ y2+ z2

≤ u4+u4+u4

0+0+u2 = 3u2 < 3δ2,

⃝ .δ =
√
ε/3 یا 3δ2 = ε شود فرض است کافی پس ،u =max {|x|, |y|, |z|} اینجا در که

که شرطی به ، lim
X→X0

f (X) = ℓ کنید ثابت حد، تعریف کمک به تمرین. ۵.٢.۴

1) f = xy2− y/x, X0 = (2,−3) , ℓ =
39
2
,

2) f = sin(x−2y) , X0 = (π/2,2π) , ℓ = 1,

3) f =
x+2y
x2+ y2 , X0 = (3,2) , ℓ =

7
13
,

4) f = 2x+ y2+ xyz, X0 = (1,0,−1) , ℓ = 2,

5) f =
√

x2+ y2+ z2, X0 = (1,2,5) , ℓ =
√

30,

6) f = tan(x+2y)− tanz, X0 = (π/4,0,π/4) , ℓ = 0.

موزون روش یک نیز حالت این در ،R به R از توابع شبیه درست حدگیری. جبری روش ۶.٢.۴
است: چنین آن اصول می نامند. جبری روش را روش این نمود. طرح می توان حدود محاسبۀ برای
قضیه تعدادی سپس و می گردد) اثبات ε− δ بصورت (و می شود مطرح مبنی عنوان به حد تعدادی
اکنون می شود. مطرح نمود، بیان می توان ساده تر حدود حسب بر را پیچیده تر حدود آنها کمک به که
مفروض (حدود جدول به تا کنیم استفاده قضیه ها از آنقدر است کافی دلخواه، حد یک محاسبۀ برای

برسیم. اولیه)

داریم: f : R→ R متغیره تک تابع هر ازاء به قضیه. ٧.٢.۴

1) lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f (x) = lim
x→x0

f (x), 2) lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f (y) = lim
y→y0

f (y),

3) lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f (z) = lim
z→z0

f (z), 4) lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

k = k.

□ دلخواهند. اعداد z0 و y0 ،x0 ،k که

آنگاه ،a ∈ R و بوده متغیره چند تابعی f : Rn→ R اگر (١ قضیه. ٨.٢.۴

lim
X→X0

a f (X) = a lim
X→X0

f (X).
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آنگاه: باشند، متغیره چند توابع f ,g : Rn→ R و باشد ÷ و × ،− ،+ اعمال از یکی 2 اگر (٢

lim
X→X0

( f 2g)(x) =
(

lim
X→X0

f (X)
)2 (

lim
X→X0

g(X)
)
.

lim
X→X0

g ( f (X)) = lim
t→ℓ

g(t) آنگاه ، lim
X→X0

f (x) = ℓ و g : R→ R ، f : Rn→ R اگر (٣

lim
t→t0

f (g(t)) = lim
X→X0

f (X) آنگاه ،lim
t→t0

g(t) = X0 و g : R→ Rn و f : Rn→ R اگر (۴

نامساوی D f ∩ Dg ∩ B∗r (X0) مجموعۀ از X هر ازای به که شود ای یافت r > 0 اگر (۵
□ . lim

X→X0
f (X) ≤ lim

X→X0
g(X) صورت این در باشد، برقرار f (X) ≤ g(X)

داریم: ٨.٢.۴ به توجه با مثال. ٩.٢.۴

1) lim
(x,y)→(1,2)

x2y3 =

(
lim

(x,y)→(1,2)
x2

)(
lim

(x,y)→(1,2)
y3

)
= lim

x→1
x2

(
lim
y→2

y3
)
= 8,

2) lim
(x,y,z)→(0,1,−1)

arcsin
(
2
(
x2+ y2

)2
+ z

)
= lim

t→1
arcsin(t) =

π

2
,

3) lim
(x,y,z)→(0,1,−1)

(
x2+ y2

)
z2 =

(
lim
x→0

x2+ lim
y→1

y2
)

lim
z→−1

z2 = 1,

4) lim
(x,y)→(1,−1)

x2− y2

x− y
= lim

(x,y)→(1,−1)
(x+ y) = lim

x→0
x+ lim

y→0
y = 0,

5) lim
(x,y,z)→(1,1,−2)

sin
(
x2+ y2+ z

)
x2+ y2+ z

= lim
t→0

sin t
t
= 1,

. lim
(x,y,z)→(1,1,−2)

x2+ y2+ z = 1+1−2 = 0 زیرا

داریم: ٨.٢.۴ از ۵ قسمت بنابه صورت این در ،u =max
{|x|, |y|} کنیم فرض (۶

0 ≤ lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

|x|3+ |y|3

≤ lim
u→0

u2u2

0+u3 = lim
u→0

u = 0.

⃝ . lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

|x|3+ |y|3
= 0 بنابراین .|y| = u یا |x| = u همواره زیرا

کنید: محاسبه را حدود از یک هر مقدار تمرین. ١٠.٢.۴

1) lim
(x,y)→(2,−1)

x3 sin(πy) , 2) lim
(x,y)→(π,0)

tan
(

x2+ y
x− y

)
,



حد اثبات . ٢ . ۴ ١٧٧ آنها حد و متغیره چند توابع . ۴ فصل

3) lim
(x,y,z)→(1,−1,2)

3x2−5y+3z
x2+ y2− z2 , 4) lim

(x,y,z)→(1,2,−1)

(
x+

1
y

)zxy

,

5) lim
(x,y)→(0,0)

(
x2+ y3

x+ y+1

)xy+2

, 6) lim
(x,y)→(1,1)

xy− y−2x+2
x−1

,

7) lim
(x,y,z)→(π,0,3)

ze−2(x+y) cos2 (z) , 8) lim
(x,y)→(0,0)

x2y
x2+ y4 ,

9) lim
(x,y,z)→(1,0,−1)

ln
(
x2+ y3+ z4

)
, 10) lim

(x,y)→(0,0)

x− y+2
√

x−2
√

y
√

x− √y
,

11) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

sin
(
arctan x− y2z

)
, 12) lim

(x,y)→(0,0)

(
x2+ y2

)
sin

1
x2+ y2 .

مستقیم روش به حد محاسبۀ چنانچه کروی. یا و استوانه ای قطبی، مختصات به تبدیل ١١.٢.۴
زیر شرح به قضیه سه نمود. استفاده می توان مختصات سایر از نباشد، میسر دکارتی مختصات در و

نمود: مطرح می توان

1) lim
(x,y)→(0,0)

f (x , y) = lim
r→0

f (r cosθ , r sinθ) ,

باشد: نداشته بستگی θ به راست سمت حد آنکه، به مشروط

2) lim
(x,y,z)→(0,0,z0)

f (x,y,z) = lim
(r,z)→(0,z0)

f (r cosθ , r sinθ , z) ,

باشد: نداشته بستگی θ به راست سمت حد که این به مشروط

3) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

f (x,y,z) = lim
ρ→0

f
(
ρcosϕcosθ,ρcosϕsinθ , ρsinϕ

)
,

باشد. نداشته بستگی ϕ و θ به راست سمت حد که این به مشروط

داریم: ١١.٢.۴ به توجه با مثال. ١٢.٢.۴

1) lim
(x,y)→(0,0)

x3

x2+ y2 = lim
r→0

r3 cos3 θ

r2 cos2 θ+ r2 sin2 θ
= lim

r→0
r cos3 θ = 0,

2) lim
(x,y,z)→(0,0,−1)

 sin
(
x2+ y2

)
x2+ y2


z

= lim
(r,z)→(0,−1)

(
sinr2

r2

)z

= 1−1 = 1,

3)
lim

(x,y,z)→(0,0,0)

xyz
x2+ y2+ z2 = lim

ρ→0

(ρcosϕcosθ) (ρcosϕsinθ) (ρsinϕ)

(ρcosϕcosθ)2+ (ρcosϕsinθ)2+ (ρsinϕ)2

= lim
ρ→0

ρ
(
cos2ϕsinϕcosθ sinθ

)
= 0.
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کنید: محاسبه ١١.٢.۴ کمک به را زیر حدود تمرین. ١٣.٢.۴

1) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2+ y2

, 2) lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2+ y4 ,

3) lim
(x,y,z)→(0,0,1)

xsiny− ycosz
|x|+ |y|+ |z| , 4) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

x2y2z2

|x|3+ |y|2+ |z|2
,

5) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

arctan
(√

x2+ y3+ z4+1
)
, 6) lim

(x,y,z)→(0,0,2)

(
x2+ y2+ z2

)x+y+z
.

حد ابطال ٣ . ۴ بخش

حد دنباله ها. و مسیری حد دارد. وجود حدود ابطال) (یعنی، وجود عدم اثبات برای مهم روش دو
است. متغیره چند توابع مورد در یکطرفه حد مفهوم تعمیم مسیری

.X0 در مسیر یک الف) :١٢ . ۴ شکل
X0 ٔ نقطه در مختلف مسیرهای ب)

t = 0 در که است r : R→ Rn برداری تابعی ،X0 ∈ Rn نقطۀ در مسیر از منظور تعریف. ١.٣.۴
X0 ، f : Rn → R که صورتی در شود). توجه ۴ . ١٢-الف شکل (به r (t0) = X0 و است پیوسته
در f مسیری حد آنگاه باشد، (D f در تماماً (و X0 در مسیری r : R→ Rn و D f به چسبیده نقطه ای
وجود X0 در مسیری حد بینهایت ،2 ≤ n اگر می کنیم. تعریف lim

t→0
f (r(t)) بصورت را r مسیر بر X0

△ راست). حد و چپ (حد شد متصور می توان مسیری حد دو تنها ،n = 1 برای که حالی در دارد،

باشد، ℓ برابر و موجود X0 نقطۀ در u = f (x) تابع حد که این برای کافی و لازم شرط قضیه. ٢.٣.۴
□ باشند. ℓ برابر و موجود X0 در f مسیری حدود کلیۀ که است آن

حد آنگاه باشد، نداشته وجود آن بر f مسیری حد که شود یافت X0 در مسیری اگر نتیجه. ٣.٣.۴
□ نیست. موجود X0 در f

f حد آنگاه باشد، متفاوت آنها بر f مسیری حد که شوند یافت X0 در مسیر دو اگر نتیجه. ۴.٣.۴
□ نیست. موجود نیز X0 در

کنید. بحث (0,0) نقطه در f (x,y) = (sin x)/xy تابع حد وجود عدم یا و وجود در (١ مثال. ۵.٣.۴
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صورت این در می گیریم. نظر در را X0 = (0,0) در r(t) =
−−→
(t, t) مسیر منظور این برای حل:

با است برابر r مسیر بر f حد

lim
t→0

f (r(t)) = lim
t→0

f (t, t) = lim
t→0

sin t
t2

=

(
lim
t→0

sin t
t

)(
lim
t→0

1
t

)
= ±∞,

ندارد. وجود ٣.٣.۴ بنابه lim
(x,y)→(0,0)

(sin x)/xy نتیجه در ندارد. وجود که

کنید. بحث X0 = (0,0) نقطه در f (x,y) = xy/(x2+ y4) تابع حد وجود عدم یا و وجود در (٢

y = mx خط آن نمودار که می کنیم انتخاب را rm(t) =
−−−−→
(t,mt) مسیر منظور این برای حل:

برابر rm برمسیر f مسیری حد صورت، این در می باشد.

lim
t→0

f (rm(t)) = lim
t→0

f (t,mt) = lim
t→0

tmt
t2+m4t4

= lim
t→0

m
1+m2t2 = m,

وجود lim
(x,y)→(0,0)

xy/(x2 + y2) حد ،۴.٣.۴ مطابق بنابراین، دارد. بستگی m به که است،

ندارد.

کنید. بحث X0 = (0,0) نقطه در f (x,y) = xy2/(x2+y4) تابع حد وجود عدم یا و وجود در (٣

مسیری حد صورت این در می کنیم. انتخاب را rm(t) = (t,mt) مسیر منظور این برای حل:
برابر rm بر f

lim
t→0

f (rm(t)) = lim
t→0

f (t,mt) = lim
t→0

tm2t2

t2+m2t4

= lim
t→0

m2t
1+m4t2 = 0,

موجب به که r(t) =
(
t2, t

)
مسیر انتخاب با ندارد. وجود حد اما ندارد! بستگی m به که است،

داریم: می شود، یکسان y و x توان آن

lim
t→0

f (r(t)) = lim
t→0

f
(
t2, t

)
= lim

t→0

t4

t4+ t4 =
1
2
, 0.

کنید. بحث X0 = (1,1,1) نقطه در f (x,y,z) =
x2−2y2+ z2

x2+ y2−2z2 حد وجود عدم یا و وجود در (۴
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نظر در را r2(t) = (1,1+ t,1) و r1(t) = (1,1,1+ t) مسیرهای منظور این برای حل:
زیرا ندارد. وجود X0 در f حد صورت، این در می گیریم.

lim
t→0

f (r1(t)) = lim
t→0

1−2+ (t+1)2

1+1−2(t+1)2

= lim
t→0

t2+2t
−2t2−4t

=
−1
2
,

lim
t→0

f (r2(t)) = lim
t→0

1−2(t+1)2+1
1+ (t+1)2−2

= lim
t→0

−2t2−4t
t2+2t

= −2.

کنید. بحث مبداء در f (x,y,z) = (sin x/y)1/z تابع حد وجود عدم یا و وجود در (۵

X0 در f حد آنگاه، می گیریم. نظر در را r(t) = (t, (sin t)/2, t) مسیر منظور این برای حل:
⃝ ندارد. وجود حد یعنی . lim

t→0+
f (r(t)) = lim

t→0+
21/t = +∞ زیرا ندارد، وجود

ندارند: وجود زیر حدود از یک هیچ که دهید نشان تمرین. ۶.٣.۴

1) lim
(x,y)→(1,1)

x− y
x3− y

, 2) lim
(x,y)→(0,0)

x2− y2

x2+ y2 ,

3) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

|x|3+2|y|3
, 4) lim

(x,y)→(0,1)
y1/x,

5) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x+ y)
x+ y2 , 6) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

2x
x2+ y2+ z2 ,

7) lim
(x,y)→(0,0)

arctan
(
|x|+ y2

x2+ y2

)
, 8) lim

(x,y,z)→(0,0,0)

x3− y3+ xz2(
x2+ y2+ z2)2 ,

9) lim
(x,y,z)→(0,0,0)

xy+ yz+ zx
x3+ y3+ z3 , 10) lim

(x,y)→(0,0)

x
x2−2xy+2y2 ,

11) lim
(x,y)→(0,0)

x+ y2

x2+ y2 .

است. دنباله ها حد از استفاده حد، ابطال برای دیگر روش

آن باشد، ℓ برابر و موجود X0 در u = f (X) تابع حد که این برای کافی و لازم شرط قضیه. ٧.٣.۴
□ باشد. همگرا ℓ به { f (Xn)}∞n=1 دنبالۀ ،X0 به همگرا {

Xn
}∞
n=1 دنبالۀ هر ازای به که است

دارد؟ وجود X0 = (0,1) نقطۀ در f (x,y) = tan(1/xy) تابع حد آیا (١ مثال. ٨.٣.۴

می شود ملاحظه سادگی به می گیریم. نظر در را Xn = (1/(nπ+π/2+1/n),1) دنبالۀ حل:
که حالی در lim Xn = (0,1) که

lim
n→∞

f (Xn) = lim
n→∞

tan
(
nπ+π/2+1/n

)
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= lim
n→∞

tan(π/2+1/n) =∞.

ندارد. وجود X0 در f حد پس

کنید. بحث X0 = (1,0) نقطۀ در f (x,y) = y√x تابع حد وجود عدم یا و وجود در (٢

در .Xn = (1+a/n,1/n) می کنیم فرض a دلخواه مثبت عدد ازای به منظور، این برای حل:
که حالی در . lim

n→∞
Xn = (1,0) که می گردد ملاحظه سادگی به صورت، این

lim
n→∞

f (Xn) = lim 1/n
√

1+a/n

= lim
n→∞

{
(1+a/n)n/a

}a
= ea,

ندارد. وجود (1,0) در y√x حد پس دارد. بستگی a به که

کنید. محاسبه را lim
n,m→∞

(sinm)/n حد (٣

می گیریم: نظر در را X0 = (0,0) نقطۀ و f (x,y) = ysin(1/x) تابع منظور این برای ∣∣∣∣∣∣حل: lim
(x,y)→(0,0)

ysin
(

1
x

)∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
y→0
|y| = 0.

، lim
n→∞

(1/m,1/n)= (0,0) طرفی از است. صفر برابر و موجود lim
(x,y)→(0,0)

ysin(1/x) بنابراین

⃝ . lim
(m,n)→∞

(sinm)/n = 0 داریم ٧.٣.۴ بنابه لذا

ندارد: وجود زیر حدود از یک هیچ که دهید نشان تمرین. ٩.٣.۴

1) lim
(x,y)→(0,0)

xy, 2) lim
(x,y)→(0,0)

(1+ x)1/y, 3) lim
(x,y)→(0,0)

xe1/y.

حد تا شود اعمال اعداد این بر باید شرایطی چه باشند. حقیقی اعداد p و n ،m کنید فرض (۴
بیابید. وجود صورت در را حد مقدار باشد. موجود lim

(x,y)→(0,0)

xnym

|x|p+ |y|p

پیوستگͬ ۴ . ۴ بخش

مفهوم این راحتی به گرفته اید. فرا یک عمومی ریاضی در R به R از توابع مورد در را پیوستگی مفهوم
دلخواهند. طبیعی عدد دو m و n آن در که داد، تعمیم می توان Rm به Rn از توابع حالت به را

و موجود X0 در f حد که است پیوسته X0 در u = f (X) تابع می گوئیم صورتی در تعریف. ١.۴.۴
f ای (D به (متعلق X هر به ازای که است پیوسته (D (بر f می گوئیم صورتی در باشد. f (X0) برابر
△ باشد. پیوسته X در
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مثلثاتی، لگارتیمی، نمایی، توانی، رادیکالی، کسری، جمله ای، چند ثابت، توابع تعریف. ٢.۴.۴
△ می نامیم. مقدماتی را مطلق قدر و مثلثاتی معکوس

در تابع دو ضرب هم، از تابع دو تفریق هم، با تابع دو جمع تابع، یک در عدد یک ضرب اعمال
تابع توان به را تابعی تابع، یک از گیری معکوس تابع، دو ترکیب دیگر، تابعی در تابع یک تقسیم هم،

می نامیم. مقدماتی اعمال را رسانیدن دیگر
ساخته مقدماتی عمل متناهی تعدادی و مقدماتی تابع متناهی تعدادی از استفاده با تابعی اگر

می نامیم. مقدماتی نیز آنرا شود،

□ است. پیوسته X0 در f آنگاه ،X0 ∈ D f و باشد مقدماتی u = f (X) اگر قضیه. ٣.۴.۴

کنید. تعیین را f پیوستگی دامنۀ بگیرید. نظر در را f (x,y) = x2 sin(x/y) تابع (١ مثال. ۴.۴.۴

است. پیوسته D f بر f پس است. D f = {(x,y)
∣∣∣y , 0} آن دامنۀ و مقدماتی تابع این حل:

کنید. تعیین را f (x,y,z) = ln(z)/(x2+ y2+ z2) تابع پیوستگی دامنۀ (٢

پس است. D f =
{
(x,y,z)

∣∣∣z > 0
}

مجموعۀ برابر آن دامنۀ و است مقدماتی تابع این حل:
است. پیوسته D f بر f

کنید. تعیین را f (x,y) =

 xy/(x2+ y) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
تابع پیوستگی دامنۀ (٣

نیست، مقدماتی کردن، تعریف ضابطه ای دو تابع عمل چون نیست. مقدمای تابع این حل:
f آنگاه باشد، مبداء بجز f اگر می باشد. R2 برابر f دامنۀ نیست. مقدماتی f تابع بنابراین
در f پس است. مقدماتی تابعی که می باشد، xy/(x2+ y2) برابری X0 از همسایگی یک بر
R2 بر f پس (چرا؟). ندارد وجود (0,0) در f حد وضوح به بعلاوه، است. پیوسته X0 نقطۀ

است. پیوسته R2−{(0,0)} بر تنها ولی می شود تعریف

کنید. تعیین را f (x,y) = sgn(x2− y2) تابع پیوستگی دامنۀ (۴

توابع بین در علامت تابع اما است، R2 برابر آن دامنۀ و نیست مقدماتی تابع این حل:
است ممکن حالت سه X0 ∈ R2 انتخاب به بسته نیست. مقدماتی نیز f لذا و نبود مقدماتی

دهد: رخ

است. پیوسته X0 در لذا و X0 از همسایگی یک در f = 1 آنگاه ،x2
0 − y2

0 > 0 اگر الف)

است. پیوسته X0 در لذا و X0 از همسایگی یک در f = −1 آنگاه ،x2
0 − y2

0 < 0 اگر ب)

برابر آن دیگر سمت در و یک برابر y = ±x خط طرف یک در f آنگاه ،x2
0 = y2

0 اگر ج)
که مسیری نیز و است یک برابر آن بر f که X0 به همگرا مسیری پس است یک منفی

است. ناپیوسته X0 در f بنابراین یافت. می توان می باشد، یک منفی برابر آن بر f
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است. پیوسته R2−{y = x}∪ {y = −x} مجموعۀ بر تنها ولی می شود، تعریف R2 بر f پس،

آورید. بدست را f (x,y) =

 xy2/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
پیوستگی دامنه (۵

در f آنگاه باشد، مبداء بجز X0 اگر است. R2 برابر f دامنۀ نیست. مقدماتی تابع این حل:
اگر اما، است. پیوسته X0 در بنابراین و می باشد xy2/(x2+y2) با برابر X0 از همسایگی یک
در f پس می باشد. است) X0 در تابع مقدار (که صفر برابر X0 در f حد آنگاه ،X0 = (0,0)

⃝ است! پیوسته D f = R
2 کل بر f بنابراین است. پیوسته نیز (0,0)

کنید: مشخص را زیر توابع از یک هر پیوستگی دامنۀ تمرین. ۵.۴.۴

1) f = 1/x−1/y+
√

xy, 2) f = arcsin
(
x2− y2

)
,

3) f = x
√

1− y, 4) f = ln (−x− y) ,

5) f = cos
√
|xy| −1, 6) f = ln (xyz) ,

7) f =
√

9− x2− y2− z2, ∗8) f = sgn
(
tan

(
x2+ y2+ z2

))
,

9) f = arccos
(
x2+ y2− z2

)
, 10) f = sin(x+ cos(y+ tanz)) ,

11) f =


x3

x2− y2 , x , ±y

0 صورت این غیر در
12) f =


xyz

x2+ y2+ z2 (x,y,z) , (0,0,0)

0 (x,y,z) = (0,0,0)

13) f =

 xy
x2− y2

x2+ y2 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
14) f (X) =

 ln(1−∥X∥2) ∥X∥ < 1

0 ∥X∥ ≥ 1

کنید. بحث مختصات مبداء در شده داده تابع پیوستگی عدم یا و پیوستگی در مورد، هر در

15) f =

 (x+ y) sin
(1

x
)
sin

(1
y
)

xy , 0

0 xy = 0
16) f =


sin x− siny

x− y
x , y

0 x = y

17) f =


x2y

x4+ y2ex x2+ y2 , 0

0 x = y = 0

میپل از استفاده ۵ . ۴ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای
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سه تابع می توان f := (x,y,z)− > F(x,y,z) دستور از استفاده با متغیره. چند تابع تعریف ١.۵.۴
نمود. تعریف را F(x,y,z) ضابطۀ و z و y ،x متغیرهای با f متغیرۀ

مقدار بخواهیم و باشیم نموده تعریف قبلا را f تابع چنانچه متغیره. چند توابع مقداریابی ٢.۵.۴
کنیم. وارد را f(a,b,c) دستور است کافی کنیم، محاسبه (a,b,c) مرتب تایی سه در را آن

دستورات با :١٣ . ۴ شکل
f := (x,y)− > x∗exp(−x∧2−y∧2) :

plot3d(f(x,y),x = −2..2,y = −2..2)

f (x,y) = xexp(−x2 − y2) تابع ابتدا
مستطیل بر آن نمودار سپس و شده تعریف

می شود. ترسیم −2 ≤ x,y ≤ 2

میپل محیط در قبلا f (x,y) متغیرۀ دو تابع کنید فرض متغیره. دو تابع نمودار ترسیم ٣.۵.۴
دستور از D : a ≤ x ≤ b,c ≤ y ≤ d مستطیل بر آن ترسیم برای آنگاه، باشد. شده تعربف

plot3d( f(x,y), x = a..b, y = c..d)

را رنگ می توان بترتیب gride = [n,m] و thickness = a ،color = c دستورات با می کنیم. استفاده
امتداد در تقسیمات تعداد و n را x−محور امتداد در تقسیمات تعداد ،a را شده ترسیم خطوط قطر ،c

شود. توجه ١٣ . ۴ شکل به نمونه برای نمود. تنظیم m را y−محور

به را f (x,y) متغیرۀ دو تابع تراز منحنیهای بخواهیم کنید فرض تراز. منحنیهای ترسیم ۴.۵.۴
در کنیم. ترسیم D : a ≤ x ≤ b,c ≤ y ≤ d مستطیل بر z = a_n و . . . ،z = a_2 ،z = a_1 ازای

می کنیم: استفاده زیر دستور از صورت این

plots[contourplot]( f(x,y), x = a..b, y = c..d, contours = [a_1,a_2, ...,a_n])

شود. توجه ١۴ . ۴ شکل به

ازای به را f (x,y,z) متغیرۀ سه تابع تراز سطوح بخواهیم کنید فرض تراز. سطوح ترسیم ۵.۵.۴
Ω : a ≤ x ≤ b,c ≤ y ≤ d,h ≤ z ≤ l مستطیل مکعب بر u = a_n و . . . ،u = a_2 ،u = a_1

می کنیم: استفاده زیر دستور از صورت این در کنیم. ترسیم

plots[implicitplot3d]([f(x,y,z) = a1], x = a..b, y = c..d, z = h..l)

شود. توجه ١۵ . ۴ شکل به
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sin(xy) تابع تراز منحنی های ترسیم :١۴ . ۴ شکل
دستور با

contourplot(sin(x∗y),x = −3..3,y = −3..3)

تابع تراز منحنی های :١۵ . ۴ شکل
دستور با f = x2+ y2+ z2

f := (x,y,z)− > x∧2+y∧2+ z∧2 :

plots[implicitplot3d]([f(x,y,z) =

−1, f(x,y,z) = 0, f(x,y,z) = 1],x =

−2..2,y = −2..0,z = −2..2)

نموده تعریف میپل محیط در قبلا را f (x,y,z) متغیرۀ سه تابع که کنید فرض گیری. حد ۶.۵.۴
بینهایت c یا و b ،a می تواند البته (که (a,b,c) نقطۀ در f از گیری حد برای صورت این در باشیم،

می کنیم. استفاده limit(f(x,y,z),
{
x = a,y = b,z = c

}
) دستور از باشند)،

نموده تعریف میپل محیط در قبلا را f متغیرۀ سه تابع که کنید فرض مسیری. حد محاسبۀ ٧.۵.۴
از ،(x(t),y(t),z(t)) معادلۀ به C : r(t) مسیر امتداد در f از گیری حد برای صورت این در باشیم،

می کنیم. استفاده limit(f(x(t),y(t),z(t)), t = 0) دستور

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ٨.۵.۴
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm
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۵ فصل

کاربردهایش و مشتق
Ю˛ږҎی دϮم े уو य़ ͘ودم ժن ҟ͜وز य़ ϊږҎی πمار اպن از ल ўࣳدارم ʣ݉܊ ՏЈه
ЁږҎی य़ Ј̕ڨنان уو و آХࠢد و روўد دऋان اΟࠣد ̺ێې́ و Ԁͷور य़ آΟتاҍی ϲ͡ل ࣤ уو
̯ږҎی ماगا े ईدی باز روی Άو уو وϪی՞ن ўداГ͂م य़ ́Πاझ از ́Хکا ح ࣩ
ϒعدی

تعیین برای وسیله ای مشتق است. مشتق انتگرال، و دیفرانسیل حساب در اساسی موضوع دومین
مسایل در زیادی کاربرد دلیل همین به می باشد. متغیرهایش یا و متغیر به نسبت تابع تغییرات میزان

٢ دارد. نظری و عملی
دارد. اختصاص کمیات سایر به نسبت کمیت یک تغییرات مطالعه بیان به فیزیک قوانین اکثر
آنها در که می شود مطرح دیفرانسیل معادلات بنام معادلاتی ریاضی، شکل به قوانین این بیان از پس
دارای فصل این مطالب هستند. درگیر متغیرهایشان نیز و مشتقاتشان با تابع چند یا و تابع یک
با یا و (معمولی دیفرانسیل معادلات مطالعۀ برای زمینه ای عنوان به بعلاوه و است ذاتی اهمیت

می باشد. لازم جزئی) مشتقات

مشتق تعریف ١ . ۵ بخش

می باشد. y = f (x) تعریف دامنه از نقطه ای x0 و است حقیقی متغیرۀ یک تابع y = f (x) کنید فرض
شکل به که بود f ′x0 عددی x0 در f مشتق اول، جلد از چهارم فصل در

f ′x0 = lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x− x0

,

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

١٨٧
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معادل شکل به را بالا تساوی بحث، کلیت از شدن کاسته بدون می شد. تعریف

lim
x→x0

f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x− x0)
|x− x0|

= 0,

داد. تعمیم می توان زیر صورت به را تعریف این نوشت. می توان

در u = f (X) می گوییم صورتی در است. پیوسته X0 در f : Rn → R کنید فرض تعریف. ١.١.۵
که: گردد یافت چنان ای v ∈ Rn بردار که است مشتقپذیر X0

lim
X→X0

f (X)− f (X0)−v • (X−X0)
∥X−X0∥

= 0.

برخی در می دهیم. نشان f ′ (X0) نماد با و نامیده X0 نقطه در u = f (X) مشتق را v صورت این در
X0 در f نابلا یا و می دهند نشان grad ( f )|X0

نماد با و نامیده X0 در f گرادیان را f ′(X0) مراجع
می دهند. نشان

`
f (X0) نماد با و نامیده

مثال. ٢.١.۵

مشتقپذیر X0 در f که کنید ثابت بگیرید. نظر در را X0 = (−1,1) نقطۀ و f (x , y)= x3y2 تابع (١
می باشد. f ′ (X0) = (3,−2) آن مشتق و است

که شود اثبات باید منظور، این برای حل:

lim
(x,y)→(−1,1)

x3y2+1− (3,−2) •
(
(x,y)− (−1,1)

)∥∥∥∥(x,y)− (−1,1)
∥∥∥∥ = 0.

نوشت: می توان زیر صورت به v = y−1 و u = x+1 فرض با را چپ سمت حد

ℓ = lim
(u,v)→(0,0)

(u−1)3(v+1)2+1−3u+2v
√

u2+ v2

= lim
(u,v)→(0,0)

u2(u−3)(v+1)2+ v(3uv+6u− v)
√

u2+ v2
.

داریم: ١١.٢.۴ از استفاده با و v = r sinθ و u = r cosθ فرض با اکنون

ℓ = lim
r→0

{
r cos2 θ(r cosθ−3)(r sinθ+1)2

+3r cosθ sinθ(r sinθ+2)− r sin2 θ
}
= 0.

f که است روشن بگیرید. نظر در را f (x,y) =

 xy2/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
تابع (٢

نیست. مشتقپذیر X0 در f که کنید ثابت است. پیوسته X0 = (0,0) در بخصوص و جا همه در
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مشتقپذیر X0 در f که می کنیم آغاز فرض این با یعنی می کنیم. عمل خلف روش به حل:
بایستی بنابراین، . f ′(X0) = (a,b) و است

lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2+ y2 −0− (a,b) •(x,y)

∥(x,y)∥

= lim
(x,y)→(0,0)

xy2− (ax+by)(x2+ y2)
(x2+ y2)3/2 = 0.

فرض، به بنا می گیریم. نظر در را r3(t) = (t, t) و r2(t) = (0, t) ،r1(t) = (t,0) مسیر سه حال
نتیجه در باشد. صفر مسیرها این از یک هر بر چپ سمت تابع حد بایستی

0 = lim
t→0

f (r1(t))

= lim
t→0

0− (at)(t2)
t3

= −a,

0 = lim
t→0

f (r2(t))

= lim
t→0

0− (bt)(t2)
t3

= −b,

0 = lim
t→0

f (r3(t))

= lim
t→0

t3− (at+bt)(2t2)

2
√

2t3

=
1−2(a+b)

2
√

2
.

می شود نتیجه سوم معادلۀ از که حالی در .b = 0 و a = 0 می شود نتیجه اول معادلۀ دو از
غلط است، مشتقپذیر X0 در f اینکه بر مبنی اولیه فرض پس است. تناقض که a+b = 1/2

می باشد.

است. پیوسته X0 در f که است روشن .X0 = (1,−1,2) و f (x,y,z) = xy/z کنید فرض (٣
. f ′ (X0) = (−1/2,1/2,1/4) و است مشتقپذیر X0 در f کنید ثابت

حد که شود ثابت باید منظور این برای حل:

ℓ = lim
(x,y,z)→(1,−1,2)

{ xy
z
− −1

2
−

(
−1
2
,
1
2
,
1
4

)
•
(
(x,y,z)− (1,−1,2)

)}
÷∥(x,y,z)− (1,−1,2)∥

صورت به w = z−2 و v = y+1 ،u = x−1 فرض با را ℓ حد است. صفر

ℓ = lim
(u,v,w)→(0,0,0)

(u+1)(v−1)
w+2

+
1
2
+

u
2
− v

2
− w

4√
u2+ v2+w2

= lim
(u,v,w)→(0,0,0)

2u(2v+w)−w(2v−w)

4(w+2)
√

u2+ v2+w2
.

با و z = ρsinφ و y = ρcosφsinθ ،x = ρcosφcosθ فرض با اکنون نوشت. می توان
داریم: ١١.٢.۴ از استفاده

ℓ = lim
ρ→0

ρsinφ
4(ρsinφ+2)

{
4cos2φcosθ+2cosφcosθ−2cosφsinφ− sinφ

}
= 0,
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است. تمام برهان و

نیست. مشتقپذیر X0 = (−1,−1,2) نقطه در f (x,y,z) = |x+ y+ z| تابع که دهید نشان (۴

حد آنها ازای به که نمی شود یافت ای (a,b,c) هیچ که می دهیم نشان منظور این برای حل:
باشد: صفر برابر و داشته وجود زیر

lim
(x,y,z)→(−1,−1,2)

|x+ y+ z| −a(x+1)−b(y+1)− c(z−2)√
(x+1)2+ (y+1)2+ (z−2)2

.

در را r2(t) =
(
−t2−1,−1,2

)
و r1(t) =

(
t2−1,−1,2

)
مسیر دو مطلب این اثبات برای

با است برابر مسیر دو این بر نظر، مورد تابع مسیری حد صورت این در می گیریم. نظر

0 = lim
t→0

h (r(t))

= lim
t→0

|t2| −at2

t2

= 1−a,

0 = lim
t→0

h (r(t))

= lim
t→0

| − t2|+at2

t2

= 1+a,

⃝ است. تناقص که

که نیست معلوم بعلاوه است. دشوار بس کاری بالا، روش به حد وجود تحقیق یادداشت. ٣.١.۵
شود. مطرح وجودی قضیه ای باید مشکل این حل برای است. شده آورده کجا از مشتق اولیه حدس

می دهیم. انجام بعدی بخش در را کار این

است: ( f ′(X0) مشتق (با مشتقپذیر X0 در f که دهید نشان تعریف کمک به تمرین. ۴.١.۵

1) f = xy2− yx2, X0 = (1,−1), f ′(X0) = (3,−3),

2) f = xy/(x2− y2), X0 = (2,1), f ′(X0) = (−5/9,10/9),

3) f = xsiny, X0 = (0,π), f ′(X0) = (0,0),

4) f = xy2z3, X0 = (0,1,2), f ′(X0) = (8,0,0),

5) f = x/y− z/x, X0 = (−1,2,1), f ′(X0) = (3/2,1/4,1),

6) f = ln(x+ y2+ z3), X0 = (1,0,0), f ′(X0) = (1,0,0).

نیست: مشتقپذیر X0 در f که دهید نشان مورد، هر در

7) f = 3√xy, X0 = (0,0),

8) f = [x2+ y2], X0 = (2,−1),
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9) f =
√

1− x− y− z, X0 = (0,1,0),

10) f =

 exp
(
−1/(x2+ y2)

)
(x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
, X0 = (0,0),

11) f =


xyz

x2+ y2+ z2 (x,y,z) , (0,0,0)

0 (x,y,z) = (0,0,0)
, X0 = (0,0,0).

صورت این در باشد. حقیقی عددی a و بوده مشتقپذیر X0 در g و f کنید فرض قضیه. ۵.١.۵

.(a f )′ (X0) = a f ′(X0) و است مشتقپذیر X0 در a f تابع (١

و مشتقپذیرند X0 در نیز f /g و f g ، f −g ، f +g توابع (٢

a) ( f +g)′(X0) = f ′(X0)+g′(X0),

b) ( f −g)′(X0) = f ′(X0)−g′(X0),

c) ( f g)′(X0) = g(X0) f ′(X0)+ f (X0)g′(X0),

d)
(

f
g

)′
(X0) =

g(X0) f ′(X0)− f (X0)g′(X0)
g2(X0)

.

در نیز f (r(t)) آنگاه باشند، مشتقپذیر X0 = r (t0) در f : Rn→ R و t0 در r : R→ Rn اگر (٣
.{ f (r)}′ (t0) = f ′ (r (t0)) •r′ (t0) بعلاوه و است مشتقپذیر t0

X0 در نیز g ( f (X)) آنگاه باشند، مشتقپذیر f (X0) در g : R→ R و X0 در f : Rn→ R اگر (۴
□ .{g ( f )}′ (X0) = g′ ( f (X0)) f ′(X0) بعلاوه و است مشتقپذیر

نامیده مشتق زنجیره ای قاعدۀ و است اهمیت با بسیار ۵.١.۵ قضیۀ از ٣ قسمت یادداشت. ۶.١.۵
پرداخت. خواهیم آن بیشتر مطالعۀ به ٣ بخش در می شود.

کنید. اثبات را ۵.١.۵ قضیه از ١ قسمت (١ تمرین. ٧.١.۵
کنید. ثابت را ۵.١.۵ قضیه از 2−a قسمت (٢
کنید. ثابت را ۵.١.۵ قضیۀ از 2− c قسمت (٣

جزیی مشتق ٢ . ۵ بخش

مشتق مفهوم برگشت برای راهی عملا زیرا است، عمومی ریاضیات در مهم بسیار مفهومی جزئی مشتق
موارد از بسیاری در که شد خواهد معلوم بعداً می باشد. متغیره یک توابع مشتق به متغیره چند توابع

هستند! مشتق اجزاء جزیی، مشتقات
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در x به نسبت f جزئی مشتق .X0 = (x0,y0,z0) و u = f (x,y,z) کنیم فرض ابتدا تعریف. ١.٢.۵
صورت به را X0 نقطۀ

lim
x→x0

f (x,y0,z0)− f (x0,y0,z0)
x− x0

=
d
dx

f (x,y0,z0)
∣∣∣∣∣
x=x0

,

نمادهای از یکی با و وجود!) صورت در (البته می کنیم تعریف

∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0
,

∂ f
∂x

(X0), fx(X0), f1(X0),

نسبت f جزیی مشتق نیز و X0 نقطۀ در y به نسبت f جزیی مشتق مشابه، بصورت می دهیم. نشان
می کنیم: تعریف زیر صورت به بترتیب را X0 نقطۀ در z به

∂ f
∂y

∣∣∣∣
X0
=
∂ f
∂y

(X0) = fy(X0)

= f2(X0) =
d
dy

f (x0,y,z0)
∣∣∣∣
y=y0

,

∂ f
∂z

∣∣∣∣
X0
=
∂ f
∂z

(X0) = fz(X0)

= f3(X0) =
d
dz

f (x0,y0,z)
∣∣∣∣
z=z0

.

△ دارد. وجود متغیره . . . و چهار دو، توابع برای مشابهی تعاریف

مثال. ٢.٢.۵

f جزئی مشتقات مقدار صورت، این در .X0 = (3,2,−1) و f (x,y,z) = xy2z3 کنید فرض (١
کنید. محاسبه را X0 در

داریم تعریف به بنا حل:

∂ f
∂x

∣∣∣
X0
=

d
dx

f (x,2,−1)
∣∣∣
x=3

=
d
dx
{−4x}

∣∣∣
x=3

= −4,

∂ f
∂y

∣∣∣
X0
=

d
dy

f (3,y,−1)
∣∣∣
y=2

=
d
dy
{−3y2}

∣∣∣
y=2

= {−6y}y=2

= −12,

∂ f
∂z

∣∣∣
X0
=

d
dz

f (3,2,z)
∣∣∣
z=−1

=
d
dz
{12z3}

∣∣∣
z=−1

= {36z2}z=−1

= 36.

مشتقات مقدار صورت، این در .X0 = (
√

2,2) نیز و f (x,y) = arcsin(x/y) کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را X0 در f جزئی
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داریم تعریف، بنابه حل:

∂ f
∂x

∣∣∣
X0
=

d
dx

f (x,2)
∣∣∣
x=
√

2

=
d
dx

arcsin
( x
2

) ∣∣∣
x=
√

2

=
1/2√

1− (x/2)2

∣∣∣
x=
√

2

=

√
2

2
,

∂ f
∂y

∣∣∣
X0
=

d
dy

f (
√

2,y)
∣∣∣∣
y=2

=
d
dy

arcsin
( √2

y

)∣∣∣
y=2

=
−
√

2/y2√
1− (
√

2/y)2

∣∣∣∣
y=2

= −1
2
.

نیست. موجود fx(X0) کنید ثابت .X0 = (0,1) و f (x,y) = y 3√x کنید فرض (٣

که است آن امر این دلیل حل:

∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

= lim
x→0

f (x,1)− f (0,1)
x−0

= lim
x→0

3√x
x
= lim

x→0

1
3√

x2
= +∞.

سه fx(X0) محاسبۀ در واقع، در کرد. حساب می توان ساده تر را جزیی مشتقات یادداشت. ٣.٢.۵
.x0 جاگذاری (٣ و x به نسبت گیری مشتق (٢ ،z0 ،y0 جاگذاری (١ دارد: وجود مرحله

x به نسبت ،z و y بودن ثابت فرض با الف) داد: کاهش می توان مرحله دو به را مرحله سه این
کنیم. محاسبه X0 در را حاصل تابع ب) می گیریم. مشتق

آنگاه ،X0 = (1,2,−1) و f (x,y,z) = xz− y/x اگر (١ مثال. ۴.٢.۵

∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

=

{
z+

y
x2

}
X0

= 1,
∂ f
∂y

∣∣∣∣∣
X0

=

{
−1
x

}
X0

= −1,
∂ f
∂z

∣∣∣∣∣
X0

= {x}X0 = 1.

آنگاه ،X0 = (π,1/2) و f (x,y) = ysin(xy) اگر (٢

∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

=
{
y2 cos(xy)

}
X0
= 0,

∂ f
∂y

∣∣∣∣∣
X0

=
{
sin(xy)+ xycos(xy)

}
X0
= 1.

بنابراین و ، fx =
∂
∂x

(
x(yz)) = yz . x(yz−1) آنگاه ،X0 = (2,1,2) و f (x,y,z) = xyz اگر (٣

y به نسبت رابطه این طرفین از گیری مشتق با ،ln f = yz ln x به توجه با . fxX0) = 1

دو f از اگر . fy(X0) = 4ln2 بنابراین و fy = f .z .yz−1 . ln x لذا و fy
f = z .yz−1 . ln x داریم

نسبت طرفین از گیری مشتق با و ln(ln f ) = z . lny+ ln(ln x) داشت خواهیم بگیریم، ln بار
. fz(X0) = 0 بنابراین . fz = f . ln f . lny لذا و fz/ f

ln f = lny داریم z به
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آنگاه ،X0 = (2,3) و f (x,y) = arctan
(

x+ y
1− xy

)
اگر (۴

∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

=

(1) (1− xy)− (x+ y) (−y)
(1− xy)2

1+
(

x+ y
1− xy

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X0

=
1

x2+1

∣∣∣∣∣
X0

=
1
5
,

∂ f
∂y

∣∣∣∣∣
X0

=

(1) (1− xy)− (x+ y) (−x)
(1− xy)2

1+
(

x+ y
1− xy

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X0

=
1

y2+1

∣∣∣∣∣∣
X0

=
1

10
.

بیابید: X0 نقطۀ در را f تابع جزیی مشتقات تمرین. ۵.٢.۵

1) f = xy− x/y, X0 = (2,−1),

2) f = xsin(y2), X0 = (1,
√
π),

3) f =
√

x2+ y3, X0 = (
√

2,1),

4) f = xy, X0 = (1,2),

5) f = arctan(x/y), X0 = (1,1),

6) f = logy x, X0 = (4,2),

7) f = xy− xz, X0 = (5,3,2),

8) f = xy lnz, X0 = (2,2,e2),

9) f = ln(x+ y)−
√

x2+ z2, X0 = (0,1,1),

10) f = arctan(x+2y+ z2), X0 = (0,1,−1),

11) f = exyz, X0 = (−1,2,1),

12) f = xsin(y+ cosz), X0 = (1,π/2,π/2),

13) f =
∫ y

x
t dt, X0 = (0,1),

14) f =
∫ xy

0

dt
z+ t

, X0 = (1,1,1).

X0 نقاط کلیۀ در x به نسبت u = f (x,y,z) تابع جزیی مشتق اگر جزیی. مشتقات توابع ۶.٢.۵
کنیم: تعریف زیر شرح به جدیدی تابع می توانیم باشد، موجود D ⊆ D f در

∂ f
∂x

: R3→ R , D ∋ X0 7→
∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

∈ R
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هستند. تعریف قابل ∂ f
∂z

و ∂ f
∂y

مشابه، بصورت می نامند. x به نسبت f جزیی مشتق را تابع این

نداد! انجام را ∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

محاسبۀ در دوم مرحلۀ است کافی ∂ f
∂x

محاسبۀ برای

آنگاه ، f (x,y,z) = arcsin
(
xy2z3

)
اگر (١ مثال. ٧.٢.۵

∂ f
∂x
=

y2z3√
1− x2y4z6

,
∂ f
∂y
=

2xyz3√
1− x2y4z6

,
∂ f
∂z
=

3xy2z2√
1− x2y4z6

.

جزیی مشتق تابع سه دامنۀ که حالی در است −1 ≤ xy2z3 ≤ 1 برابر f دامنۀ که شود توجه
می باشد. −1 < xy2z3 < 1 برابر حاصل

آنگاه ، f (x,y) =
√

x2+ y3 اگر (٢

∂ f
∂x
=

x√
x2+ y3

,
∂ f
∂y
=

3y2

2
√

x2+ y3
.

⃝ است. 0 < x2+ y3 حاصل تابع دو دامنۀ که حالی در است، 0 ≤ x2+ y3 برابر f دامنۀ

کنید: محاسبه را زیر توابع از یک هر جزیی مشتقات تمرین. ٨.٢.۵

1) f = xsin(x+ y), 2) f = x4+ y4−4x2y,

3) f = ycos x2, 4) f = xy+ y/x,

5) f = arctan(y/x) , 6) f = arcsin
(√

x2+ y2
)
,

7) f =
√

x2+ y3+ z4, 8) f = xy2+ yz2+ zx2,

9) f = x√yz, 10) f = zex + xe2y+ ye3z,

11) f = ln
(
x+2y+ z2

)
, 12) f = x3 cosy+ z ln(x+ y).

مشتق مجدداً آن از لذا باشد، مشتقپذیر تابعی ∂ f
∂x

است ممکن بالا. مراتب جزیی مشتقات ٩.٢.۵
مرسومند: زیر گذاریهای نماد گرفت. می توان جزیی

∂2 f
∂x2 = fxx = f11 =

∂

∂x

(
∂ f
∂x

)
,

∂2 f
∂x∂y

= fyx = f21 =
∂

∂x

(
∂ f
∂y

)
,

∂3 f
∂x∂z2 = fz2 x = f221 =

∂

∂x

(
∂2 f
∂z2

)
,

· · · · · · · · · · · ·
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توجه ۵ تمرین (به ∂2 f
∂x∂y

,
∂2 f
∂y∂x

مثلا یعنی است، مهم جزیی مشتقات ترتیب کلی حالت در

است. زیر شرح به جزیی مشتقات ترتیب کردن اهمیت بی برای کافی شرط یک شود).

در دو آن مقدار آنگاه باشند، پیوسته X0 از همسایگی یک در ∂2 f
∂y∂x

و ∂2 f
∂x∂y

اگر قضیه. ١٠.٢.۵
است. برابر X0

،(x + h,y) ،(x,y) نقاط شامل همسایگی یک در ∂2 f /∂x∂y و ∂2 f /∂y∂x کنیم فرض اثبات:
و φ(x,y) = f (x+h,y)− f (x,y) کنیم فرض باشد. پیوسته (x+h,y+ k) و (x,y+ k)

ω = φ(x,y+ k)−φ(x,y).

که دارد وجود ای θ1 ∈ (0;1) لاگرانژ قضیۀ بنابه

ω = k .
∂φ

∂y
(x,y+ θ1k)

= k .
(∂ f
∂y

(x+h,y+ θ1k)− ∂ f
∂y

(x,y+ θ1k)
)
.

که دارد وجود ای θ2 ∈ (0;1) لاگرانژ، قضیۀ از استفاده با هم باز

∂ f
∂y

(x+h,y+ θ1k)− ∂ f
∂y

(x,y+ θ1k) = h .
∂2 f
∂x∂y

(x+ θ2h,y+ θ1k).

داریم مجموع در بنابراین،

ω = kh .
∂2 f
∂x∂y

(x+ θ2h,y+ θ1k). (۵ . ١ )

صورت به و ω = ψ(x+h,y)−ψ(x,y) هم باز آنگاه ،ψ(x,y) = f (x,y+k)− f (x,y) کنیم فرض حال
که دارند وجود ای θ3, θ4 ∈ (0;1) اعداد مشابه

ω = h .
∂ψ

∂x
(x+ θ3h,y) (۵ . ٢ )

= h .
(∂ f
∂x

(x+ θ3h,y+ k)− ∂ f
∂x

(x+ θ3h,y)
)

= kh .
∂2 f
∂y∂x

(x+ θ3h,y+ θ4k). (۵ . ٣ )

که می گیریم نتیجه (۵ . ٣ ) و (۵ . ١ ) مقایسۀ با

∂2 f
∂x∂y

(x+ θ2h,y+ θ1k) =
∂2 f
∂y∂x

(x+ θ3h,y+ θ4k).

حد بایستی می که می گیریم نتیجه ،(x,y) نقطۀ در جزئی مشتقات پیوستگی شرط به توجه با اکنون
2 است. قضیه حکم همان این که باشند، برابر (h,k)→ (0,0) وقتی طرف دو

داد: تعمیم می توان زیر کلی قضیۀ به راحتی به را قضیه این
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ترتیب آنگاه باشند، پیوسته نقطه ای همسایگی در بالا مراتب جزئی مشتقات اگر قضیه. ١١.٢.۵
□ ندارد. اهمیتی گیری مشتق

اهمیتی است، تأمین جزیی مشتقات پیوستگی شرط موارد از بسیاری در چون یادداشت. ١٢.٢.۵
نمی دهیم. آنها ترتیب به

صورت این در ، f (x,y) = x2y3 کنیم فرض (١ مثال. ١٣.٢.۵

∂ f
∂x
= 2xy3,

∂ f
∂y
= 3x2y2,

∂2 f
∂x2 =

∂

∂x

{
2xy3

}
= 2y3,

∂2 f
∂x∂y

=
∂

∂x

{
3x2y2

}
= 6xy2,

∂2 f
∂y∂x

=
∂

∂y

{
2xy3

}
= 6xy2,

∂2 f
∂y2 =

∂

∂y

{
3x2y2

}
= 6x2y,

∂3 f
∂x2∂y

=
∂

∂x

{
6xy2

}
= 6y2,

∂3 f
∂x∂y∂x

=
∂

∂x

{
6xy3

}
= 6y2.

صورت این در ، f (x,y) = (/x+ y)/(x− y) کنیم فرض (٢

∂6 f
∂x2∂y∂x∂y2 =

∂6 f
∂3x∂3y

=
∂3

∂3x

{
∂3 f
∂y3

}
=
∂3

∂3x

{
12x

(x− y)4

}
=
−12(125x+79)

(x− y)7 .

ای n و m ،l هر ازای به صورت این در ، f (x,y,z) = exp
(
ax + by + cz

) کنیم فرض (٣

⃝ . ∂l+m+n f
∂xl∂ym∂zn = albmcn f

کنید: محاسبه را شده خواسته جزیی مشتق مورد، هر در تمرین. ١۴.٢.۵

1) f = x5−3xy+ y2+2y3,
∂2 f
∂x∂y

=?

2) f = x ln (y+ z) ,
∂5 f

∂x∂y∂z3 =?

3) f = xy,
∂2 f
∂x∂y

∣∣∣∣∣∣
(1,−1)

=?

4) f = exy2z3
,

∂6 f
∂x2∂y2∂z2 =?

5) f = (x−a)p (y−b)q ,
∂p+q f
∂xp∂yq =?
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6) f = xyz+ ex+y+z,
∂m+n+k f
∂xm∂yn∂zk =?

صورت به را f : R2→ R تابع (٧

f (x,y) =

 xy
x2− y2

x2+ y2 (x,y) , (0,0) اگر

0 (x,y) = (0,0) اگر

.∂ f
∂y

∣∣∣∣
(x,0)
= x ای x هر ازای به الف) که: دهید نشان صورت این در می کنیم. تعریف

. ∂
2 f

∂y∂x

∣∣∣∣
(0,0)
,
∂2 f
∂x∂y

∣∣∣∣
(0,0)

ج) .∂ f
∂x

∣∣∣∣
(0,y)
= −y ای y هر ازای به ب)

راحتی به را متغیره چند توابع مشتقپذیری آن کمک به که داریم را قضیه ای بیان امکان اکنون
می شود. فراهم نیز مشتق سریع محاسبۀ امکان بعلاوه، نمود. تحقیق می توان

پیوسته X0 نقطۀ در آن اول مرتبۀ جزیی مشتقات تمام و u = f (x,y,z) تابع اگر قضیه. ١۵.٢.۵
بعلاوه و است مشتقپذیر X0 در توابع این آنگاه باشند،

f ′(X0) =
(
∂ f
∂x

∣∣∣∣∣
X0

,
∂ f
∂y

∣∣∣∣∣
X0

,
∂ f
∂z

∣∣∣∣∣
X0

)
.

که می گیریم نتیجه [x0; x] بازۀ بر h(x) = f (x,y,z) تابع برای لاگرانژ قضیۀ از استفاده با اثبات:
آنگاه ،X1 = (t1,y,z) اگر که دارد وجود چنان ای t1 ∈ (x0; x)

f (x,y,z)− f (x0,y,z) = h(x)−h(x0) = h′(t1) . (x− x0) =
∂ f
∂x

∣∣∣∣
X1
. (x− x0). (۵ . ۴ )

که دارند وجود چنان t3 ∈ (z0;z) و t2 ∈ (y0;y) اعداد مشابه صورت به

f (x0,y,z)− f (x0,y0,z) =
∂ f
∂y

∣∣∣∣
X2
. (y− y0),

f (x0,y0,z)− f (x0,y0,z0) =
∂ f
∂z

∣∣∣∣
X3
. (z− z0),

(۵ . ۵ )

داریم ،(۵ . ۵ ) و (۵ . ۴ ) از استفاده با نتیجه، در .X3 = (x0,y0, t3) و X2 = (t1,y,z) آنها در که

f (x,y,z)− f (x0,y0,z0) =
(
f (x,y,z)− f (x0,y,z)

)
+

(
f (x0,y,z)− f (x0,y0,z)

)
+

(
f (x0,y0,z)− f (x0,y0,z0)

) (۵ . ۶ )

=
∂ f
∂x

∣∣∣∣
(t1,y,z)

. (x− x0)+
∂ f
∂y

∣∣∣∣
(x0,t2,z0)

. (y− y0)+
∂ f
∂z

∣∣∣∣
(x0,y0,t3)

. (z− z0).
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اگر که دارد وجود چنان ای δ1 > 0 که می گیریم نتیجه X0 نقطۀ در ∂ f
∂x

پیوستگی از استفاده با اکنون

آنگاه ،|x− x0| < δ1∣∣∣∣∂ f
∂x

∣∣∣∣
X1
− ∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ < ε

3
. (۵ . ٧ )

آنگاه ،|z− z0| < δ3 و |y− y0| < δ2 اگر که دارند وجود ای δ3 > 0 و δ2 > 0 مشابه صورت ∂∣∣∣∣به f
∂x

∣∣∣∣
X2
− ∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ < ε

3
,

∣∣∣∣∂ f
∂x

∣∣∣∣
X3
− ∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ < ε

3
. (۵ . ٨ )

در (۵ . ٨ ) و (۵ . ٧ ) دادن قرار با آنگاه ،∥X−X0∥ < δ و δ =min{δ1, δ2, δ3} اگر صورت، این در
داریم (۵ . ۵ )∥∥∥∥ f (X)− f (X0)− ∂ f

∂y

∣∣∣∣
X0
. (x− x0)− ∂ f

∂y

∣∣∣∣
X0
. (y− y0)− ∂ f

∂z

∣∣∣∣
X0
. (z− z0)

∥∥∥∥ <
<

∣∣∣∣∂ f
∂x

∣∣∣∣
X1
− ∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ . |x− x0|+
∣∣∣∣∂ f
∂y

∣∣∣∣
X2
− ∂ f
∂y

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ . |y− y0|+
∣∣∣∣∂ f
∂y

∣∣∣∣
X3
− ∂ f
∂z

∣∣∣∣
X0

∣∣∣∣ . |z− z0|

<
ε

3

(
|x− x0|+ |y− y0|+ |z− z0|

)
<
ε

3
×3×∥X−X0∥ = ε .∥X−X0∥,

2 می گردد. نتیجه مشتق تعریف از حکم و

مشابه صورت به و است درست نیز متغیر تعداد هر با تابع هر برای قضیه این یادداشت. ١۶.٢.۵
می گردد. اثبات

آن جزئی مشتقات و f توابع .X0 = (3,−1) و f =
√

1+ x2− y2 کنید فرض (١ مثال. ١٧.٢.۵

∂ f
∂x
=

x√
1+ x2− y2

,
∂ f
∂y
=

−y√
1+ x2− y2

.

بنابراین و پیوسته اند X0 در همگی نتیجه، در می شوند. تعریف X0 در سه هر و هستند مقدماتی
بعلاوه است. مشتقپذیر X0 در f

f ′(X0) =
( x√

1+ x2− y2

∣∣∣∣
X0
,

−x√
1+ x2− y2

∣∣∣∣
X0

)
=

(
1,

1
3

)
.

آن جزئی مشتقات توابع و f صورت این در .X0 = (1,2,−1) و f = xy2z3 کنید فرض (٢

∂ f
∂x
= y2z3,

∂ f
∂y
= 2xyz3,

∂ f
∂z
= 3xy2z2,

بنابراین و پیوسته اند X0 در تابع چهار هر نتیجه، در می شوند. تعریف X0 در و هستند مقدماتی
بعلاوه است. مشتقپذیر X0 در f

f ′(X0) =
(
y2z3

∣∣∣
X0
,2xyz3

∣∣∣
X0
,3xy2z2

∣∣∣
X0

)
= −4

(
1,1,−3

)
.
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آن جزئی مشتقات توابع و f صورت این در . f = ln(1+ xy) کنید فرض (٣

∂ f
∂x
=

y
1+ xy

,
∂ f
∂y
=

x
1+ xy

,

این بر سه هر نتیجه، در می شوند. تعریف D f : 1+ xy > 0 مجموعۀ بر و هستند مقدماتی
ای (x,y) ∈ D f هر ازای به و است مشتقپذیر مجموعه این بر f بنابراین پیوسته اند. مجموعه

f ′(x,y) =
1

1+ xy
(y, x).

است. D f دامنۀ با f ′ : R2→ R2 که شود توجه

آن جزئی مشتقات f صورت این در . f = arcsin(x+ y+ z) کنید فرض (۴

∂ f
∂x
=
∂ f
∂y
=
∂ f
∂z
=

1√
1− (x+ y+ z)2

,

توابع دامنۀ که حالی در است؛ D f : −1 ≤ x+ y+ z ≤ 1 برابر f دامنۀ هستند. مقدماتی
چهار هر نتیجه، در .D : −1 < x+ y+ z < 1 یعنی است، D مرز برابر آن جزئی مشتقات
این بر f بنابراین پیوسته اند. مجموعه این بر همگی لذا و می شوند، تعریف D مجموعۀ بر تابع

ای (x,y,z) ∈ D f هر ازای به و است مشتقپذیر مجموعه

f ′(x,y,z) =
1√

1− (x+ y+ z)2
.
(
1,1,1

)
.

⃝ است. D دامنۀ با f ′ : R3→ R3 که شود توجه

سپس و است مشتقپذیر X0 نقطۀ در f تابع دهید نشان ،۶ تا ١ تمرینات در تمرین. ١٨.٢.۵
کنید. محاسبه را f ′(X0)

1) f = x− y2 sin(πx), X0 = (1,−1),

2) f = ln(xy), X0 = (−2,−1),

3) f = arctan(x+ y), X0 = (2,1),

4) f =
√

xyz, X0 = (3,2,6),

5) f = z
√

4− x2−4y2, X0 =
(
−1,0,

√
3
)
,

6) f =
x− y+ z
x+ y− z

, X0 = (2,1,2).

را f ′ ضابطۀ سپس و است مشتقپذیر نقاط کدام در f تابع که کنید مشخص ،١٢ تا ٧ تمرینات در
کنید. مشخص
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7) f = yx2− xy2, 8) f = ln(1+ x2− y2),

9) f = (x− y3)3/2, 10) f = xy2+ yz2+ zx2,

11) f =
x
yz
, 12) f =

√
1− x2

a2 −
y2

b2 −
z2

c2 .

که است A درونی نقطۀ یک X0 می گوئیم صورتی در .A ⊆ Rn کنید فرض تعریف. ١٩.٢.۵
درونی نقاط همۀ مجموعه شود). توجه ١ . ۵ شکل (به گردد یافت Br(X0) ⊆ A خاصیت با ای r > 0

همۀ که گوئیم باز صورتی در را A مجموعۀ می دهیم. نشان Int(A) نماد با و نامیده A درون را A

△ .Int(A) = A یعنی باشند. درونی نقاطش

مجموعه های از دلخواه عدد هر اجتماع (٢ بازند؛ Rn فضا خود و ⊘ تهی مجموعه (١ قضیه. ٢٠.٢.۵
□ است. باز باز، مجموعه های از متناهی تعداد هر اشتراک (٣ است؛ باز باز،

است A درونی نقطۀ X0 :١ . ۵ شکل

مقدماتی تابع ساخت در اگر است، شده تعریف مقدماتی تابع ۴.۴.۴ قسمت در تعریف. ٢١.٢.۵
تابع پس می نامیم. خاص مقدماتی را u = f (X) تابع نشود، استفاده مطلق قدر تابع از u = f (X)

از حاصل توابع کلیۀ و لگاریتمی ، نمایی مثلثاتی، کسری، جمله ای، چند توابع از تنها خاص مقدماتی
شده اند. بیان ۴.۴.۴ در اعمال این می گردد. تشکیل مقدماتی، عمل متناهی تعدادی با آنها

باشد، آن تعریف دامنۀ از درونی نقطه ای X0 و خاص مقدماتی u = f (X) تابع اگر قضیه. ٢٢.٢.۵
□ است. مشتقپذیر Int(D f ) بر u = f (X) دیگر بیان به است. مشتقپذیر X0 در u = f (X) آنگاه

صورت: این در . f (x,y) = arcsin(x/y) کنیم فرض (١ مثال. ٢٣.٢.۵

D f =
{
(x,y) | −1 ≤ x

y
≤ 1

}
=

{
(x,y) |0 < y , −y ≤ x ≤ y

}
∪

{
(x,y) |y < 0 , y ≤ x ≤ −y

}
.

مجموعۀ: بر پس است، خاص مقدماتی f چون و است پیوسته D f بر f چون پس

Int(D f ) =
{
(x,y) |0 < y , −y < x < y

}
∪

{
(x,y) 0 > y , ,y < x < −y

}
,

است. مشتقپذیر شود) توجه ٢ . ۵ شکل (به
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مشتقپذیری دامنۀ :٢ . ۵ شکل
f (x,y) = خاص مقدماتی تابع

arcsin(x/y)

Int(D f ) = D f و است خاص مقدماتی f صورت این در . f (x,y) = x ln(x2−y) کنید فرض (٢
بر f بنابراین، شود). توجه ٣ . ۵ شکل (به است باز D f یعنی، است. {

(x,y) |y < x2} برابر
می باشد. مشتقپذیر و پیوسته D f دامنه اش

حالی در نیست. مقدماتی f تابع . f (x,y) =

 xy2/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)
گیریم (٣

تابع با R2 − {(0,0)} باز مجموعۀ بر طرفی از (چرا؟). است پیوسته D f = R
2 کل بر که،

از است. مشتقپذیر R2 − {(0,0)} بر f پس، است. برابر xy2/(x2 + y2) خاص مقدماتی
شرط یک X0 در f بودن پیوسته اینکه با پس (چرا؟). نیست مشتقپذیر (0,0) در f طرفی،

بعلاوه نیست. کافی شرط اما است، X0 در f مشتقپذیری برای لازم

∂ f
∂x

∣∣∣∣
(0,0)
= lim

x→0

f (x,0)− f (0,0)
x−0

= lim
x→0

0−0
x
= 0,

∂ f
∂y

∣∣∣∣
(0,0)
= lim

y→0

f (0,y)− f (0,0)
y−0

= lim
y→0

0−0
y
= 0.

نیست. مشتقپذیر (0,0) در f ولی موجودند، (0,0) در f جزئی مشتقات یعنی

مشتقپذیری دامنۀ :٣ . ۵ شکل
f (x,y) = x ln(x2− y) تابع

کل بر f پس و D f = R
2 است، مقدماتی f صورت این در . f (x,y) = |x+ y| کنید فرض (۴

تابع با {
(x,y) |0 < x+ y

} باز مجموعۀ بر f نیست. خاص مقدماتی ولی است، پیوسته R2

برابر −x−y خاص مقدماتی تابع با {(x,y) | x+y < 0
} باز مجموعۀ بر و x+y خاص مقدماتی

و X0 = (x0,−x0) اگر طرفی، از است. مشتقپذیر {
(x,y) | x+ y , 0

} بر f بنابراین است.
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بایستی: آنگاه ، f ′(X0) = (a,b)

lim
(x,y)→(x0,−x0)

|x+ y| −0− (a,b) •(x− x0,y+ x0)
∥(x− x0,y+ x0)∥ = 0.

بنابراین می گیریم. نظر در را r2(t)=
(
x0− t2 , −x0

)
و r1(t)=

(
x0+ t2 , −x0

)
مسیر دو اکنون

0 = lim
t→0

|x0− t2− x0| − (a,b) •
(
t2,0

)∥∥∥(t2,0
)∥∥∥

= lim
t→0

t2−at2

t2 = 1−a,

0 = lim
t→0

|x0+ t2− x0| − (a,b) •
(
−t2,0

)∥∥∥(−t2,0
)∥∥∥

= lim
t→0

t2+at2

t2 = 1+a,

⃝ است. پذیر مشتق {
(x,y) | x+ y , 0

} بر فقط و فقط f پس، است. تناقض که

مشتقپذیرند: نقاط کدام در زیر توابع از یک هر که کنید مشخص تمرین. ٢۴.٢.۵

1) f = xsin
(√

xy
)
, 2) f = arctan(x+ y),

3) f =
1
y

cos
(
x2 ln x

)
, 4) f =

x+ y
x3+ y3 ,

5) f = logz(x+ y), 6) f =
1√

x2+ y2− z2
,

7) f =
√

x+ y+ z
x− y− z

, 8) f = arcsin(xyz) ,

9) f = |x2− y2|, 10) f = sgn(x+2y+3z) ,

11) f =
√

1− x2− y2− z2, 12) f = −z ln
(
1+ x2+ z2

)
.

و fx(0,0) جزیی مشتقات و است پیوسته (0,0) نقطۀ در f (x,y) =
√
|xy| تابع دهید نشان (١٣

نیست. مشتقپذیر (0,0) در f ولی موجودند، fy(0,0)

کراندارند، fy و fx جزیی مشتقات توابع و است پیوسته (0,0) در شده داده تابع دهید نشان (١۴
نیست: مشتقپذیر (0,0) در f اما

. f (x,y) =

 xy/
√

x2+ y2 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

(0,0) در fy و fx جزیی مشتق توابع اما است، مشتقپذیر (0,0) در شده داده تابع دهید نشان (١۵∗

نیستند: پیوسته

f (x,y) =

 (x2+ y2) sin(x2+ y2)−1/2 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)



کاربردهایش و مشتق . ۵ فصل ٢٠۴ جزیی مشتق . ٢ . ۵

.xzx +2yzy = nz کنید ثابت باشد، مشتقپذیر تابعی f و z = xn f (y/x2) اگر (١ مثال. ٢۵.٢.۵

کنیم: محاسبه را بالا تساوی چپ سمت است کافی حل:

xzx +2yzy = x
(
nxn−1 f

( y
x2

)
+ xn−2y

x3 f ′
( y

x2

))
+2y

(
xn 1

x2 f ′
( y

x2

))
= nxn f

( y
x2

)
= nz.

f آن در که می کند، صدق y2zx + xyzy = xz معادلۀ در z = y f
(
x2− y2

)
تابع دهید نشان (٢

است. مشتقپذیر تابعی

کنیم: محاسبه را بالا تساوی چپ سمت است کافی حل:

y2
(
2xy f ′(x2− y2)

)
+ xy

(
f (x2− y2)−2y2 f ′(x2− y2)

)
= xy f (x2− y2) = xz.

zx مقدار باشد. شده تعریف x2 + y2 + z2 = 3xyz ضمنی بشکل z = z(x,y) تابع کنید فرض (٣
کنید. محاسبه X0 = (−1,1,−1) نقطۀ در را

.2x+0+2zzx = 3yz+3xyzx می گیریم مشتق x به نسبت شده داده رابطۀ طرفین از حل:

.zx(X0) = −1 می شود نتیجه ،X0 نقطۀ در محاسبۀ با و zx = (2x−3yz)/(3xy−2z) بنابراین

.utt = a2uxx آنگاه ،u = f (x−at)+g(x+at) و بوده مشتقپذیر g و f اگر کنید ثابت (۴

داریم: فرض، به توجه با حل:

a2uxx = a2 ∂

∂x
ux

= a2 ∂

∂x
{
1 f ′(x−at)+1g(x+at)

}
= a2{ f ′′(x−at)+g′′(x+at)

}
,

utt =
∂

∂t
ut

=
∂

∂t
{−a f ′(x−at)+ag′(x+at)

}
= a2 f ′′(x−at)+a2g′′(x+at).

بیابید. z و y ،x بین f حضور بدون رابطه ای ،z = x+ f (xy) فرض با و پیاپی گیری مشتق با (۵

zx = 1+ y f ′(xy) داریم ،y و x به نسبت شده داده تساوی طرف دو از گیری مشتق با حل:
می آوریم: بدست و کرده حذف رابطه دو این بین را f ′(xy) حال .zy = 0+ x f ′(xy) و

.xzx = x+ yzy

z و y ،x بین g و f حضور بدون رابطه ای z = x f (x/y)+ yg(x/y) از پیاپی مشتقگیری با (۶
بیابید.
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داریم: ،y و x به نسبت شده داده تساوی طرف دو از گیری مشتق با حل:

∂z
∂x
= f

(
x
y

)
+

x
y

f ′
(

x
y

)
+g′

(
x
y

)
,

∂z
∂y
= − x2

y2 f ′
(

x
y

)
+g

(
x
y

)
− x

y
g′

(
x
y

)
.

(معادله رابطه باید اینکه نتیجه می زنیم. جمع را حاصل ضرب y در را zy و x در را zx اکنون
⃝ باشد. برقرار xzx + yzy = z دیفرانسیل)

صورت، این در پذیرند. دیفرانسیل توابعی g و f کنید فرض تمرین. ٢۶.٢.۵

آنگاه ،z = y2/x+ f (xy) اگر که دهید نشان (١

x2 ∂z
∂x
− xy

∂z
∂y
= −3y2.

آنگاه ،z = ey f
(
yex2/2y2) اگر که دهید نشان (٢

(
x2− y2

) ∂z
∂x
+ xy

∂z
∂y
= xyz.

آنگاه ،u = f (y− x)+g (y−2x) اگر که دهید نشان (٣

∂2u
∂x2 +3

∂2u
∂x∂y

+2
∂2u
∂y2 = 0.

آنگاه ، ∂
2 f

∂x∂y
= 0 و z = f (x,y)eax+by اگر که دهید نشان (۴

∂2z
∂x∂y

+abz = b
∂z
∂x
+a

∂z
∂y
.

آنگاه ،z = xg(x+ y)+ y f (x+ y) اگر که دهید نشان (۵

∂2z
∂x2 +

∂2z
∂y2 = 2

∂2z
∂x∂y

.

آنگاه ،z = y f
( y

x

)
+ xg

( y
x

)
اگر که دهید نشان (۶

x2 ∂
2z
∂x2 +2xy

∂2z
∂x∂y

+ y2 ∂
2z
∂y2 = 0.
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آنگاه ،z = f (x+g(y)) اگر که دهید نشان (٧

∂z
∂x

∂2z
∂x∂y

=
∂z
∂y

∂2z
∂x2 .

آنگاه ،z = xn f
( y

x

)
+ x1−ng

( y
x

)
اگر که دهید نشان (٨

x2 ∂
2z
∂x2 +2xy

∂2z
∂x∂y

+ y2 ∂
2z
∂y2 = n (n−1)z.

آنگاه ،z = 1
y

( f (ax+ y)+g (ax− y)) اگر که دهید نشان (٩

∂2z
∂x2 =

a2

y2
∂

∂y

(
y2 ∂z
∂y

)
.

بیابید: z و y ،x بین g و f حضور بدون رابطه ای پیاپی، گیری مشتق با زیر، تمرینات از یک هر در

10) z = f (x)+g(y), 11) z = f (x+ y)+ f (x− y),

12) z = f
(√

x2+ y2), 13) z = f (xy)+g(x/y).

بیابید. (1,−1,−2) نقطۀ در را zx مقدار ،xyz = x2+ y2 اگر (١۴

در را 2xyzzx + (x2 + y3 + z4)zy عبارت مقدار ،x2 + y3 + z4 = xy+ yz+21 که صورتی در (١۵
کنید. محاسبه (2,1,−2) نقطۀ

کنید. محاسبه را zxy عبارت ،xyz = x2+ z2 که صورتی در (١۶

.zxx و zx مطلوبست ،x2+ y2+ z2 = (x3+ y3+ z3)2 که کنید فرض (١٧∗

اعداد c و b ،a و است مشتقپذیر تابعی f که ،ax+by+ cz = f (x2 + y2 + z2) کنید فرض (١٨
(cy−bz)zx + (az− cx)zy = bx−ay کنید: ثابت ثابتند.

مشتق زنجیره ای قاعدۀ ٣ . ۵ بخش

(
f
(
g(x)

))′
= f ′

(
g(x)

)
g′(x) صورت این در باشند، R به R از توابع g و f اگر که داریم بیاد اول جلد از

قضیۀ از (۶) قسمت می کنیم. مطرح متغیره چند توابع برای را فرمول این کلی صورت بخش این در
نمود. بازنویسی می توان زیر صورت به را ۵.١.۵
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تابعی ها xi از یک هر و بوده xn و · · · ،x2 ،x1 متغیرهای از مشتقپذیر تابعی f اگر قضیه. ١.٣.۵
و · · · ،t2 ،t1 متغیرهای از یک هر به نسبت f آنگاه باشند، tm و · · · ،t2 ،t1 متغیرهای از مشتقپذیر

بعلاوه است، مشتقپذیر tm

∂ f
∂ti
=
∂ f
∂x1

∂x1

∂ti
+
∂ f
∂x2

∂x2

∂ti
+ · · ·+ ∂ f

∂xn

∂xn

∂ti
. (۵ . ٩ )

توماس نمودار از فرمول این نوشتن در سهولت برای می نامیم. مشتق زنجیره ای قاعدۀ را فرمول این
□ شود. توجه ۵ . ۴-الف شکل به کنیم؛ استفاده می توانیم

نسبت f آنگاه باشند، مشتقپذیر z = θ(t) و y = ψ(t) ،x = φ(t) ،u = f (x,y,z) اگر نتیجه. ٢.٣.۵
بعلاوه و است، مشتقپذیر نیز t به

d f
dt
=
∂ f
∂x

dx
dt
+
∂ f
∂y

dy
dt
+
∂ f
∂z

dz
dt
. (۵ . ١٠ )

زنجیره ای قاعده :۴ . ۵ شکل
مشتق

صورت این در .z = ln t و y = cos t ،x = sin t ، f = zy2x3 کنید فرض (١ مثال. ٣.٣.۵

d f
dt
=

d
dt

{
(ln t) (cos t)2 (sin t)3

}
=

1
t

cos2 t sin3 t−2ln t cos t sin4 t+3ln t cos3 t sin2 t = A,

داریم: شود)، توجه ۵ . ۴-ب شکل (به (۵ . ٩ ) فرمول بکمک که حالی در

d f
dt
=
∂ f
∂x

dx
dt
+
∂ f
∂y

dy
dt
+
∂ f
∂z

dz
dt

=
(
3zy2x2

)
(cos t)+

(
2zyx3

)
(−sin t)+

(
y2x3

) (1
t

)
= 3ln t sin2 t cos3 t−2ln t cos t sin4 t+

1
t

cos2 t sin3 t = A.
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صورت این در .y = 1/t و x = ln t ، f = arcsin(x/y) کنید فرض (٢

d f
dt
=

d
dt
{arcsin(t ln t)} = ln t+1√

1− (t ln t)2
= A.

داریم: مشتق، زنجیره ای قاعدۀ کمک به که حالی در

d f
dt
=
∂ f
∂x

dx
dt
+
∂ f
∂y

dy
dt

=

(
1/y√

1− (x/y)2

)(
1
t

)
+

(
−x/y2√
1− (x/y)2

)(
−1
t2

)
= A.

صورت این در .z = s ln t و y = s/t ،x = st ، f =
√

x2+ y3+ z4 کنید فرض (٣

∂ f
∂t
=
∂ f
∂x

∂x
∂t
+
∂ f
∂y

∂y
∂t
+
∂ f
∂z
∂z
∂t

=
2x√

x2+ y3+ z4
(s)+

3y2√
x2+ y3+ z4

(−s
t2

)
+

4z3√
x2+ y3+ z4

( s
t

)
,

∂ f
∂s
=
∂ f
∂x

∂x
∂s
+
∂ f
∂y

∂y
∂s
+
∂ f
∂z

∂z
∂s

=
2x√

x2+ y3+ z4
(t)+

3y2√
x2+ y3+ z4

(
1
t

)
+

4z3√
x2+ y3+ z4

(ln t) .

صورت این در .y = r sinθ و x = r cosθ ،z = f (x,y) کنید فرض (۴(
∂z
∂r

)2

+
1
r2

(
∂z
∂θ

)2

=

(
∂z
∂x

∂x
∂r
+
∂z
∂y
∂y
∂r

)2

+
1
r2

(
∂z
∂x

∂x
∂θ
+
∂z
∂y
∂y
∂θ

)2

=

(
∂z
∂x

cosθ+
∂z
∂y

sinθ
)2

+
1
r2

(
− ∂z
∂x

r sinθ+
∂z
∂y

r cosθ
)2

=

(
∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

.

نسبت f جزئی مشتق ،z = t2/s و y = s/t ،x = st و باشد، z و y ،x از تابعی f که صورتی در (۵
نمود: محاسبه می توان f بودن مشخص بدون را s به

∂ f
∂s
=
∂ f
∂x

.
∂x
∂s
+
∂ f
∂y

.
∂y
∂s
+
∂ f
∂z
.
∂z
∂s

=
∂ f
∂x

. (t)+
∂ f
∂y

.
(1

t

)
+
∂ f
∂z
.
(−t2

s2

)
.

.∂u
∂x
+
∂u
∂y
+
∂u
∂z
= 0 دهید نشان ،u = f (y− z,z− x, x− y) کنید فرض (۶
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صورت: این در .c = x− y و b = z− x ،a = y− z کنیم فرض حل:

∂u
∂x
+
∂u
∂y
+
∂u
∂z
=

(
∂u
∂a

∂a
∂x
+
∂u
∂b

∂b
∂x
+
∂u
∂c

∂c
∂x

)
+

(
∂u
∂a

∂a
∂y
+
∂u
∂b

∂b
∂y
+
∂u
∂c
∂c
∂y

)
+

(
∂u
∂a

∂a
∂z
+
∂u
∂b

∂b
∂z
+
∂u
∂c
∂c
∂z

)
=

(
0
∂u
∂a
− ∂u
∂b
+
∂u
∂c

)
+

(
∂u
∂a
+0

∂u
∂b
− ∂u
∂c

)
+

(
−∂u
∂a
+
∂u
∂b
+0

∂u
∂c

)
= 0.

بیابید. u و z ،y ،x بین f حضور بدون رابطه ای ،u = f (x/y,y/z) از پیاپی مشتقگیری با (٧

s = y/z و t = x/y فرض و z و y ،x به نسبت مذکور رابطۀ طرفین از مشتقگیری با حل:
داریم:

∂u
∂x
=
∂ f
∂t

∂t
∂x
+
∂ f
∂s

∂s
∂x

=
1
y
∂ f
∂t
+0

∂ f
∂s
,

∂u
∂y
=
∂ f
∂t

∂t
∂y
+
∂ f
∂s

∂s
∂y

= − x
y2
∂ f
∂t
+

1
z
∂ f
∂s
,

∂u
∂z
=
∂ f
∂t
∂t
∂z
+
∂ f
∂s

∂s
∂z

= 0
∂ f
∂t
− y

z2
∂ f
∂s
.

جاگذاری با .∂ f
∂s
= − z2

y
∂u
∂z

داریم سوم رابطۀ از و ∂ f
∂t
= y

∂u
∂x

داریم اول رابطه از بنابراین

می گیریم نتیجه دوم، معادلۀ در عبارت این

∂u
∂y
= − x

y2

(
y
∂u
∂x

)
+

1
z

(
− z2

y
∂u
∂z

)
= − x

y
∂u
∂x
− z

y
∂u
∂z
.

⃝ .x∂u
∂x
+ y

∂u
∂y
+ z

∂u
∂z
= 0 اینکه نتیجه

کنید: تحقیق زیر موارد از یک هر برای را مشتق زنجیره ای قاعدۀ تمرین. ۴.٣.۵

1) f = xsin(yz), x = t, y = t2, z = t3, d f /dt =?

2) f = y
√

x+ arctan(z/x), x = sin t, y = cos t, z = x2, d f /dt =?

3) f = (x+ y)/(x+ z), x = st, y = s/t, z = s ln t, ∂ f /∂s =?

4) f =
√

x+ y2+ z3, x = uvw, y = u/v, z = w/u, ∂ f /∂u =?

5) f = arctan
√

x2+ y2, x = sin t, y = cos t, d f /dt =?

6) f = x1/3+ y1/3, x = ln t, y = et, d f /dt =?

7) f = xsiny, x = st, y = s/t, ∂ f /∂t =?

8) f = x 3√y+ y 3√x, x = scos t, y = t cos s, ∂ f /∂s =?
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کنید: ثابت ،u = 1
z

(xy ln x)+ x f
( y

x
,

z
x

)
فرض با (٩

x
∂u
∂x
+ y

∂u
∂y
+ z

∂u
∂z
= u+

xy
z
.

کنید: ثابت ،u = xn f
( y

xα
,

z
xβ

)
فرض با (١٠

x
∂u
∂x
+αy

∂u
∂y
+βz

∂u
∂z
= nu.

کنید: محاسبه را شده داده عبارت ،w = f
(
x2+ y2, xy

)
فرض با (١١

∂2w
∂x2 +

∂2w
∂x∂y

+
∂2w
∂y2 .

کنید: ثابت y = er sinθ و x = er cosθ ،u = f (x,y) فرض با (١٢

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = e−2r

{
∂2u
∂r2 +

∂2u
∂θ2

}
.

کنید: ثابت ،u = f (2r− s,r+2s) فرض با (١٣

∂2u
∂y∂x

=
1
25

(
2
∂2u
∂r2 +3

∂2u
∂r∂s

−2
∂2u
∂s2

)
.

کنید: ثابت ،v = x− y و u = x+ y ،w = f (x+ y, x− y) فرض با (١۴

∂w
∂x
× ∂w
∂y
=

(
∂ f
∂u

)2

−
(
∂ f
∂v

)2

.

کنید: ثابت ،u = f (y+2z−3x,z+2x−3y, x+2y−3z) فرض با (١۵

∂u
∂x
+
∂u
∂y
+
∂u
∂z
= 0.

بیابید: u و z ،y ،x بین g و f حضور بدون رابطه ای پی، در پی مشتقگیری با بعدی، مسایل در

16) u = f (x− y,y− z,z− x), 17) u = x2 f (x+ y2,z),

18) u = f
(
x+ y/z,y+ x/z

)
, 19) u = f (x+ y)+g(x− y),

20) u = f
(
x+1/y

)
+g

(
y+1/z

)
, 21) u = f

(
x/y2,z/y2).
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ژاکوبی ۴ . ۵ بخش

می نامیم. نگاشت را توابعی چنین .F : Rn → Rm کنید فرض است! مشتق از تعمیمی ژاکوبی
که نوشت، می توان F (x1, · · · , xn) =

(
f1 (x1, · · · , xn) , · · · , fm (x1, · · · , xn)

)
شکل به را F نگاشت

می شوند. نامیده F مؤلفه های و هستند n−متغیره توابعی fm و · · · ، f2 ، f1

F می گوئیم صورتی در باشد. Rm به Rn از نگاشتی F =
(

f1, · · · , fm
)

کنیم فرض تعریف. ١.۴.۵
که گردد یافت A مانند m×n ماتریس که است مشتقپذیر

lim
X→X0

∥F(X)−F(X0)−A(X−X0)∥
∥X−X0∥

= 0.

صورت: به را F ژاکوبی می دهیم. نشان F′(X0) نماد با و نامیده X0 در F مشتق را A ماتریس
f ′1
f ′2
...

f ′m


=


∂ f1/∂x1 ∂ f1/∂x2 · · · ∂ f1/∂xn

∂ f2/∂x1 ∂ f2/∂x2 · · · ∂ f2/∂xn
...

...
...

∂ fm/∂x1 ∂ fm/∂x2 · · · ∂ fm/∂xn


,

△ می دهیم. نشان ∆ ( f1, f2, · · · , fm)
∆ (x1, x2, · · · , xn)

نماد با و نموده تعریف

آن مولفه ای توابع از یک هر و باشد Rm به Rn از نگاشتی F = ( f1, · · · , fm) اگر قضیه. ٢.۴.۵
□ است. X0 در F ژاکوبی برابر F′(X0) آنگاه، باشند. مشتقپذیر ( fm و · · · ، f2 ، f1 (یعنی،

،n = m اگر می باشد. m×n ماتریس یک F : Rn→ Rm ژاکوبین که شود توجه یادداشت. ٣.۴.۵
می دهیم. نشان ∂ ( f1, f2, · · · , fm)

∂ (x1, x2, · · · , xn)
نماد با را F ژاکوبین دترمینان آنگاه

داریم ℓ = x2+ y2+ z2 و h = sty ،g = sxy−3z ، f = s+ t فرض با (١ مثال. ۴.۴.۵

∆( f ,g,h, ℓ)
∆(x,y,z, t, s)

=


0 0 0 1 1

sy sx −3 xy 0

0 st 0 sy ty

2x 2y 2z 0 0


.

صورت این در .z = uvw و y = u2−w2 ،x = uv کنیم فرض (٢

∂ (x,y,z)
∂ (u,v,w)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x/∂u ∂x/∂v ∂x/∂w

∂y/∂u ∂y/∂v ∂y/∂w

∂z/∂u ∂z/∂v ∂z/∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v u 0

2u 0 −2w

vw uw uv

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2u3v.

تمرین. ۵.۴.۵

.w و v ،u به نسبت y و x ژاکوبین مطلوبست ،y = u2−v2+w2 نیز و x = uvw کنید فرض (١

c و b ،a ژاکوبین دترمینان مطلوبست .c = wu2v3 و b = vw2u3 ،a = uv2w3 کنید فرض (٢
.w و v ،u به نسبت

داریم مشتقها وجود فرض به قضیه. ۶.۴.۵

1)
∆ (x1, · · · , xn)
∆ (x1, · · · , xn)

= In, 2)
∆ (z1, · · · ,zl)
∆ (x1, · · · , xn)

=
∆ (z1, · · · ,zl)
∆ (y1, · · · ,ym)

•
∆ (y1, · · · ,ym)
∆ (x1, · · · , xn)

,

3)
∆ (x1, · · · , xn)
∆ (y1, · · · ,yn)

=

{
∆ (y1, · · · ,yn)
∆ (x1, · · · , xn)

}−1

,

□ است. n×n همانی ماتریس In اینجا در که

اگر قاعده، این مطابق می گویند. مشتق یافتۀ تعمیم زنجیره ای قاعدۀ را (٢) رابطۀ اینکه، توضیح
نیز ها zi آنگاه باشند، مشتقپذیر ها xi به نسبت نیز ها yi و باشند مشتقپذیر ها yi به نسبت ها zi

می نامند. وارون نگاشت قضیۀ را (٣) تساوی داریم. را (٢) تساوی و مشتقپذیرند ها xi به نسبت
به (حداقل آنگاه باشد صفر مخالف ها xi به نسبت ها yi ژاکوبین دترمینان اگر قضیه، این مطابق
بیان به داریم. را (٣) تساوی بعلاوه و نمود بیان می توان ها yi حسب بر را ها xi موضعی) شکل

است. معکوسپذیر (x1, · · · , xn) 7→ (y1, · · · ,yn) نگاشت دیگر،

داریم مشتقها وجود فرض به نتیجه. ٧.۴.۵

1)
∂ (x1, · · · , xn)
∂ (x1, · · · , xn)

= 1, 2)
∂ (z1, · · · ,zl)
∂ (x1, · · · , xn)

=
∂ (z1, · · · ,zl)
∂ (y1, · · · ,ym)

•
∂ (y1, · · · ,ym)
∂ (x1, · · · , xn)

,

3)
∂ (x1, · · · , xn)
∂ (y1, · · · ,yn)

= 1÷
{
∂ (y1, · · · ,yn)
∂ (x1, · · · , xn)

}
.

□ .∂ (y1, · · · ,yn)/∂ (x1, · · · , xn) , 0 اینکه به مشزوط

آنگاه ،w = t3 و v = t2 ،u = t ،y = (u+ v)/w ،x = uv2w3 اگر (١ مثال. ٨.۴.۵

∆ (x,y)
∆ (u,v,w)

∆ (u,v,w)
∆ (t)

=

 v2w2 2uvw2 3uv2w2

1/w 1/w −(u+ v)/w2




1

2t

3t2
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=

 v2w3+4tuvw3+9uv2w2

w+2tw−3t2u−3t2v
w2

 = ∆ (x,y)
∆ (t)

.

.∂x/∂u مطلوبست .v = xy− x/y و u = x2+ y3 کنید فرض (٢

داریم ۶.۴.۵ قضیۀ از ٣ قسمت به توجه با حل:

∆ (x,y)
∆ (u,v)

=

{
∆ (u,v)
∆ (x,y)

}−1

=

 2x 3y2

y−1/y x+ x/y2


−1

=
1

2x2−3y3+3y+2x2/y2

 x+ x/y2 −3y2

−y+1/y 2x

 .
یعنی است، بالا ماتریس (1,1) مولفۀ از عبارت ∂x/∂u نتیجه در

∂x
∂u
=

x+ x/y2

2x2−3y3+3y+2x2/y2

=
xy2+ x

2x2y2−3y5+3y3+2x2 .

.∂y/∂t مطلوبست .v = s3+ t3 و u = s2− t2 ،v = yx2− x3 ،u = xy2− y3 کنید فرض (٣

آخر معادلۀ دو به توجه با دانست. می توان v و u از توابعی را y و x اول معادلۀ دو از حل:
بعلاوه می باشند. t و s از توابعی y و x پس دانست. می توان t و s از توابعی را v و u نیز
∆ (x,y)
∆ (s, t)

=
∆ (x,y)
∆ (u,v)

∆ (u,v)
∆ (s, t)

=

{
∆ (u,v)
∆ (x,y)

}−1
∆ (u,v)
∆ (s, t)

=

 2xy−3x2 x2

y2 2xy−3y2


−1  2s −2t

3s2 3t2


=

1
−6xy (x− y)2 .

 2xy−3y2 −2t

−3s2 2xy−3x2


 2s −2t

3s2 3t2


=

1
−6xy (x− y)2 .

 4sxy−6sy2−6ts2 6ty2−4txy−6t3

6s2xy−6s3−9s2x2 6ts2+6t2xy+9t2x2

 .
یعنی است، بالا ماتریس از (2,2) درآیۀ ∂y/∂t نتیجه در

∂y
∂t
=
−6ts2+6t2xy+9t2x2

−6xy (x− y)2
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= −
t
(
2s2+2xyt+3tx2

)
2xy (x− y)2 .

آنگاه کروی) مختصات (تغییر z = ρsinφ و y = ρcosφsinθ ،x = ρcosφcosθ اگر (۴

∂ (x,y,z)
∂ (ρ,φ,θ)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosφcosθ −ρsinφcosθ −ρcosφsinθ

cosφsinθ −ρsinφsinθ ρcosφcosθ

sinφ ρcosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= sinφ

(
−ρ2 cosφsinφcos2 θ−ρ2 cosφsinφsin2 θ

)
−ρcosφ

(
ρcos2φcos2 θ+ρcos2φsin2 θ

)
= −ρ2 cosφsin2φ−ρ2 cos3φ

= −ρ2 cosφ.

⃝ می شود. استفاده نتیجه این از گانه سه انتگرال مبحث در

تمرین. ٩.۴.۵

مطلوبست .w = x4+y4+ z4 و v = x3+y3+ z3 ،u = x2+y2+ z2 شود فرض که صورتی در (١
.∂y/∂v و ∂x/∂v

مطلوبست ،w = t/s و v = s/t ،u = st ،z = u/vw ،y = u2−w2 ،x = uvw2 که صورتی در (٢
.∂y/∂s و ∂x/∂t محاسبۀ

و v = t ،u = t2 ،z = uvw ،y = tan(u/w) ،x = arcsin(u/v) ، f = x2 − y2z که صورتی در (٣
.d f /dt مطلوبست ،w = −t3

.u به نسبت y و x جزئی مشتقات مطلوبست .v = cos(x+ y)+ y/x و u = x2+ y2 اگر (۴

صورت این در .v = sin t و u = t ،v = sin(xy) ،u = x3 − y3 ، f = x2 + y3 کنید فرض (۵
کنید. محاسبه را d f /dt

به نسبت y و x ژاکوبین دترمینان قطبی). (مختصات y = r sinθ و x = r cosθ کنید فرض (۶
کنید. محاسبه را θ و r

y و x گفت می توان آیا چرا؟ .v = x2/y2 −2/y+ x2 و u = arcsin(x/y− x) که صورتی در (٧
هستند؟ v و u از توابعی
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ضمنͬ تابع ۵ . ۵ بخش

متغیرها یا و متغیر و توابع یا و تابع میان روابط از استفاده توابع، معرفی رایج روشهای از یکی
در اما کند. معرفی x از تابعی عنوان به را y می تواند x2 + y2 = 4x رابطۀ مثال، عنوان به می باشد.
یک در را y نمی توان آنگاه x = ±2 اگر می شود، ملاحظه ۵ . ۵ شکل در که طوری همان خیر! جا همه
که است شرایطی یا و شرط تعیین بخش، این از هدف دانست! x متغیر از تابعی ،x از همسایگی

نمود. تعریف را ضمنی توابع بتوان آنها طی

مجهول m+n با معادلۀ m کنید فرض ضمنی. تابع قضیۀ ١.۵.۵

f1 (y1,y2, · · · ,ym, x1, x2, · · · , xn) = c1,

f2 (y1,y2, · · · ,ym, x1, x2, · · · , xn) = c2,
...

fm (y1,y2, · · · ,ym, x1, x2, · · · , xn) = cm,

،X0 = (x01, x02, · · · , x0n) کنید فرض می باشند. عدد ها ci و تابع ها fi که باشند، شده داده

ضمنی تابع :۵ . ۵ شکل

مشتقپذیرند. Z0 نقطۀ در fm و . . . ، f2 ، f1 توابع کلیۀ و Z0 = (Y0,X0) ،Y0 = (y01,y02, · · · ,y0m)

و . . . ،y2 ،y1 بتوان X0 نقطۀ از همسایگی یک در اینکه برای کافی و لازم شرط صورت، این در
که است آن نمود، تعریف xn و . . . ،x2 ،x1 از توابعی شکل به را ym

∂ ( f1, f2, · · · , fm)
∂ (y1,y2, · · · ,ym)

∣∣∣∣∣
Z0

, 0.

و هستند xn و . . . ،x2 ،x1 از همواری توابع ym و . . . ،y2 ،y1 بعلاوه، .

∂yi

∂xj
= −

∂ ( f1, f2, · · · , fm)

∂
(
y1, · · · ,yi−1,xj,yi+1, · · · ,ym

)
∂ ( f1, f2, · · · , fm)
∂ (y1,y2, · · · ,ym)

.

مثال. ٢.۵.۵
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و x می توان صورت این در .Z0 = (−2,−3,2) و xyz = 12 ،x2 + y2 + z2 = 17 کنید فرض (١
داریم g = xyz و f = x2+ y2+ z2 فرض با زیرا دانست، z از تابعی را y

∂ ( f ,g)
∂ (x,y)

∣∣∣∣
Z0
=

∣∣∣∣∣∣∣ 2x 2y

yz xz

∣∣∣∣∣∣∣
Z0

= 2z
(
x2− y2

) ∣∣∣∣
Z0
= −20 , 0.

بعلاوه نمود. بیان می توان z حسب بر z0 = 2 از همسایگی یک در را y و x بنابراین

∂x
∂z
=

−∂ ( f ,g)
∂ (z,y)
∂ ( f ,g)
∂ (x,y)

=

−
∣∣∣∣∣∣∣ 2z 2y

xy xz

∣∣∣∣∣∣∣
2z

(
x2− y2) = x

(
y2− z2

)
z
(
x2− y2) ,

∂y
∂z
=

−∂ ( f ,g)
∂ (x,z)
∂ ( f ,g)
∂ (x,y)

=

−
∣∣∣∣∣∣∣ 2x 2z

yz xy

∣∣∣∣∣∣∣
2z

(
x2− y2) = y

(
z2− x2

)
z
(
x2− y2) .

، f = x2+y3− z4−16 که شود فرض اگر .Z0 = (1,−1,2) و x2+y3+ z4 = 16 کنید فرض (٢
بعلاوه: دانست. می توان z و y از تابعی را x لذا و ∂ f

∂x

∣∣∣∣
Z0
= 2x

∣∣∣∣
Z0
= 2 آنگاه

∂x
∂y
= −∂ f /∂y

∂ f /∂x
= −3y2

2x
,

∂x
∂z
= − ∂ f /∂z

∂ f /∂x
= −4z3

2x
= −2

z3

x
.

.∂x
∂y
∂y
∂z
∂z
∂x
= −1 که دهید نشان . f (x,y,z) = c کنید فرض (٣

داریم ١.۵.۵ قضیۀ به توجه با حل:

∂x
∂y
.
∂y
∂z
.
∂z
∂x
=

(
−∂ f /∂y
∂ f /∂x

)
.

(
−∂ f /∂z
∂ f /∂y

)
.

(
−∂ f /∂x
∂ f /∂z

)
= (−1)3 = −1

.∂x/∂u مطلوبست .xy+ y3 = uv+ v3 و x2+ y2 = u2+ v2 کنید فرض (۴

صورت این در .g = xy+ y3−uv− v3 و f = x2+ y2−u2− v2 کنیم فرض حل:

∂x
∂u
= −

∂ ( f ,g)
∂ (u,y)
∂ ( f ,g)
∂ (x,y)

= −

∣∣∣∣∣∣∣ −2u 2y

−v x+3y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2x 2y

y x+3y2

∣∣∣∣∣∣∣
=

ux+3uy3− vy
x2+3xy2− y2 .
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کنید. محاسبه را ∂
2z
∂x2 ،xy2z3 = x+ y+ z که صورتی در (۵

آنگاه ، f = xy2z3− x− y− z اگر که است روشن ،اولا حل:
∂z
∂x
= −∂ f /∂x

∂ f /∂z
= − y2z3−1

3xy2z2−1
.

نتیجه در
∂2z
∂x2 =

∂

∂x

(
∂z
∂x

)
= −

(3y2z2 ∂z
∂x )(3xy2z2−1)− (3y2z2+6xy2z ∂z

∂x )(y2z3−1)

(3xy2z2−1)2

= 6zy2 y2z3(2xy2z3− x− z)− x+ z
27x2y4z4(xy2z2−1)+9xy2z2−1

.

⃝ داده ایم. قرار قبل نتیجه از را ∂z/∂x اخر تساوی در که

.dx/dz و dz/dx دهید نشان .xyz = z2+1 و xy2+ yz2+ xz2 = 1 فرض با (١ تمرین. ٣.۵.۵

.dy/dz و dx/dy ،dz/dx محاسبۀ مطلوبست .xy+ yz+ zx = 1 و xy2z3 = 25 کنید فرض (٢

.∂y/∂x و ∂x/∂z ،∂x/∂y ،∂z/∂x دهید نشان ،xarcsin(y+ z) = 1 کنید فرض (٣

.∂2z/∂x∂y و ∂2z/∂x2 محاسبۀ مطلوبست ،xy2z+ sin(xyz) = 2 کنید فرض (۴

آنگاه ، f (x,y,z) = c اگر که کنید ثابت (۵

∂2z
∂x∂y

=

{
∂2 f
∂x∂z

∂ f
∂y

∂ f
∂z
− ∂2 f
∂x∂y

(
∂ f
∂z

)2

− ∂
2 f
∂z2

∂ f
∂x

∂ f
∂y
+
∂2 f
∂y∂z

∂ f
∂x

∂ f
∂z

}
÷

(
∂ f
∂z

)3

مطلوبست .u2v2 = sin
(
x2+ y2

)
بعلاوه و u2 + v2 = ln (x+ y) باشیم داشته کنید فرض (۶

.∂y/∂v و ∂u/∂x

.∂z/∂v و ∂z/∂u مطلوبست .u3+ v3 = x/y و u2+ v2 = xy ،z = x3+ y3 کنید فرض (٧

. f
(
x+ y+ z, x2+ y2+ z2

)
= 0 که حالی در ∂2z/∂x∂y محاسبۀ مطلوبست (٨∗

. f (x− y,y− z,z− x) = 0 که شرطی به ∂z/∂y و ∂z/∂x محاسبۀ مطلوبست (٩

. ∂
2z
∂x2 محاسبۀ مطلوبست ، f (xz,yz) = 0 بدانیم که صورتی در (١٠

.g(xyz, x2,z2) = f (xyz, x2,y2) = 0 بدانیم که بیابید حالی در را dy/dz و dx/dz (١١

x∂؟
∂y

∂y
∂x
= 1 بگوئیم که است درست آیا ، f (x,y,z) = c کنید فرض (١٢

. ∂
2z

∂x∂y

∣∣∣∣
X0

محاسبۀ مطلوبست ،X0 = (−1,1,−1) و xy2z3 = 1 که صورتی در (١٣
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متغیر تغییر ۶ . ۵ بخش

در و است، جزیی) مشتقات با یا و (معمولی دیفرانسیل معادلات موضوع برای زمینه ای بخش این
شد. نخواهد استفاده بعدی بخشهای در زیرا کرد، نظر صرف آن از می توان مطالعه اول دور

کنیم فرض آن. مشتقات و متغیره یک تابع یک شامل عبارت در متغیرها تعویض ١.۶.۵
،yx = y′) است x به نسبت y مشتقات و y تابع ،x متغیر حسب بر عبارتی f

(
x,y,yx,yxx, · · ·

)
= 0

تابع و t جدید متغیر حسب بر y و x بیان بترتیب ،y = ψ (t,u) و x = φ (t,u) اگر .(· · · و yxx = y′′

به زیرا، نوشت؛ می توان u و t حسب بر را E مشتق زنجیره ای قاعدۀ کمک به باشد، u = u (t) جدید
مثال: عنوان

yx = yttx =
yt

xt

=
ttψt +utψu

ttφt +utφu

=
ψt +utψu

φt +utφu
,

yxx = (yx)x = (yx)t tx

=
1
xt

{
ψt +utψu

φt +utφu

}
t

=
ψtt +uttψu+utψut

(φt +utφu)2

− (φtt +uttφu+utφut) (ψt +utψu)
(φt +utφu)3 .

مثال. ٢.۶.۵

t جدید متغیر و y تابع حسب بر ،x = et فرض با را x2y′′ + xy′ + y = 0 دیفرانسیل معادلۀ (١
کنید. بازنویسی

بنابراین .y = u و x = et داریم ١.۶.۵ با مقایسه در حل:

yx = yttx =
yt

xt

=
yt

et =
yt

x
,

yxx = (yx)x =
(yx)t

xt

=
1
et

(
1
x

yt

)
t
=

1
x

ytt x− xtyt

x2

=
ytt − yt

x2 .

ytt+y= 0 شکل به مذکور معادلۀ یعنی، .x2y′′+ xy′+y= ytt−yt+yt+y= ytt+y نتیجه در
می گردد. تبدیل

کنید. عوض y′y′′′ = (y′)2y′′+3(y′′)2 معادلۀ در را متغیر و تابع نقش (٢
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داریم: ،١.۶.۵ به توجه با بنابراین ،y = t و x = u کنیم فرض باید دیگر بیان به حل:

y′ = yx =
1+0ut

0+1ut
=

1
ut
,

y′′ = yxx =
(yx)t

xt

=
1
ut

−utt

u2
t
= −utt

u3
t
,

y′′′ = yxxx =
(yxx)t

xt

=
1
ut

ututtt −3u2
tt

u4
t

=
ututtt −3u2

tt

u5
t

.

نتیجه در

y′y′′′− (y′)2y′′−3(y′′)2 =
ututtt −3u2

tt

u4
t

+
utt

ut
−3

u2
tt

u6
t

=
uttt −utt

u5
t

.

این طرفین از انتگرالگیری بار دو با می گردد. تبدیل u′′′ = u′′ شکل به مذکور معادلۀ پس
معادله جواب دلخواهند. اعداد b و a که ،u′ = u+at+b که می گیریم نتیجه ،t به سبت رابطه
معادله جواب دیگر، بعبارت است. دلخواه عددی ان در نیز c که است، u = cet+at+b نهایی

.cey+ay+b = x است: چنین اولیه دیفرانسیل

معمولی دیفرانسیل معادلۀ در (٣

x2y′′+ x4y(y′)2+ (x2y2+2)(2xy′+ y) = 0,

بیان به است. شده فرض t متغیر از تابعی u که کنید، وارد را y = 1/t و x = tu مفروضات
کنید. بازنویسی t جدید متغیر و u جدید تابع حسب بر آنرا دیگر،

داریم ١.۶.۵ فرمولهای به توحه با حل:

y′ = yx =
yt

xt

=
−1/t2

u+ut
=

−1
t2(ut +u)

,

y′′ = yxx =
(yx)t

xt

=
2(ut +u)+ t(utt +ut)

t3(ut +u)2 ,

شکل به را مفروض معادلۀ نتیجه، در

x2y′′+ x4y(y′)2+ (x2y2+2)(2xy′+ y) =
( u
ut

)3
(utt − tut),

⃝ است. معادل u′′ = tu′ با شده داده دیفرانسیل معادله یعنی، نوشت. می توان

بنویسید. t حسب بر x = et فرض با را x2y′′−2xy′+5y = 0 (١ تمرین. ٣.۶.۵

کنید. نویسی باز را y′′+ (2/x)y′+y = 0 معادلۀ است، متغیر t = xy و تابع x اینکه فرض با (٢
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بنویسید. t = ln |x| متغیر حسب بر را x3y′′′ = 6y معادلۀ (٣

.x = cos t که بنویسید حالی در t حسب بر را (1− x2)y′′− xy′+9y2 = 0 (۴

حسب بر را (1+ x2)2y′′ = y معادلۀ .y = u/cos t و x = tan t است، t از تابعی u کنید فرض (۵
بنویسید. باز t و u

حسب بر را y′′′ − x3y′′ + xy′ = y معادلۀ .yt = u و xt = 1 است، t از تابعی u کنید فرض (۶
بنویسید. باز t و u

استوکس معادلۀ (٧

y′′ =
Ay

((x−a)(x−b))2 ,

کنید. تبدیل ،t از تابعی بعنوان u اختیار با و u =
y

x−b
و t = ln

∣∣∣ x−a
x−b

∣∣∣ فرض با را

متغیر و تابع همزمان تغییر به نسبت y′′′(1+ y′2)−3y′y′′2 = 0 معادلۀ که کنید ثابت (٨∗

x =
a1u+b1t+ c1

au+bt+ c
, y =

a2u+b2t+ c2

au+bt+ c
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

a1 b1 c1

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 0,

می شود). تبدیل u′′′(1+u′2)−3u′u′′2 = 0 صورت همان به (یعنی، نمی دهد شکل تغییر

و y = r sinθ ،x = r cosθ که بنویسید، θ و r حسب بر را (xy′− y)2 = 2xy(1+ y′2) معادلۀ (٩
می شود. فرض θ از تابعی r

بنویسید. قطبی مختصات در را y = f (x) منحنی κ = y′′(1+ y2)−3/2 انحناء فرمول (١٠

تابعی z کنید فرض متغیره. چند تابع یک شامل عبارتی در مستقل متغیرهای تعویض ۴.۶.۵
و است y و x مستقل متغیرهای از

B = f
(
x,y,z,

∂z
∂x
,
∂z
∂y
,
∂2z
∂x2 ,

∂2z
∂x∂y

,
∂2z
∂y2 , · · ·

)
.

حسب بر y و x کنید فرض باشد. y و x حسب بر z جزیی مشتقات و z و y ،x حسب بر عبارتی
صورت، این در شده اند. معرفی y = ψ (u,v) و x = φ (u,v) شکل به v و u جدید مستقل متغیرهای

مثالا زیرا، نوشت می توان v و u حسب بر را B عبارت مشتق زنجیره ای قاعدۀ کمک به

zu = zxxu+ zyyu = φuzx +ψuzy,

zv = zxxv+ zyyv = φvzx +ψvzy,
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zuu = (zu)u = (zu)x xu+ (zu)y yu

= φu
(
φuzx +ψuzy

)
x
+ψu

(
φuzx +ψuzy

)
y

= φu
(
(φu)x zx +φuzxx + (ψu)x zy+ψuzxy

)
+ψu

(
(φu)y zx +φuzxy+ (ψu)y zy+ψyzyy

)
= φuzx (uxφuu+ vxφuv)+φ2

uzxx +φuzy (uxψuu+ vxψuv)+φuψuzxy

+ψuzx
(
uyφuu+ vyφuv

)
+φuψuzxy+ψuzy

(
uyψuu+ vyψuv

)
+ψ2

yzyy.

مثال. ۵.۶.۵

سپس و نوشته v و u حسب بر را ∂z/∂x = ∂z/∂y معادلۀ .v = x−y و u = x+y کنید فرض (١
کنید. حل را آن

داریم مسأله، مفروضات به توجه با حل:

∂z
∂y
=
∂z
∂u

∂u
∂y
+
∂z
∂v
∂v
∂y

=
∂z
∂u
− ∂z
∂v
,

∂z
∂x
=
∂z
∂u

∂u
∂x
+
∂z
∂v
∂v
∂x

=
∂z
∂u
+
∂z
∂v
.

بیان به است. z = f (u) آن جواب که می رسیم ∂z/∂v = 0 معادلۀ به اینها، دادن قرار برابر با
می باشد. دلخواه تابعی f که ،z = f (x+ y) دیگر

u = ln(
√

x2+ y2) جدید متغیرهای حسب بر را (x+y)zx− (x−y)zy = 0 دیفرانسیل معادلۀ (٢
بنویسید. v = arctan(y/x) و

داریم مسأله، مفروضات به توجه با حل:

zx = zuux + zvvx

=
xzu− yzv

x2+ y2 ,

zy = zuuy+ zvvy

=
yzu+ xzv

x2+ y2 .

z= f (v+2u) آن عمومی جواب که zu = 2zv می گیریم نتیجه و داده قرار معادله در را عبارات این
.z = f

(
arctan(y/x)+ ln(x2+ y2)

)
یعنی می باشد،

(x,y) 7→ (x+ y, x− y) متغیر تغییر به نسبت E : zxx + zyy = 0 لاپلاس معادله دهید نشان (٣
می گردد. تبدیل خودش به یعنی، است. پایدار

و y = (u− v)/2 ،x = (u+ v)/2 صورت این در ،v = x− y و u = x+ y کنیم فرض حل:

zx = zuux + zvvx

=
1
2

(zu+ zv),

zxx = (zx)uux + (zx)vvx

=
1
4

(zuu+2zuv+ zvv),
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zy = zuuy+ zvvy

=
1
2

(zu− zv),

zyy = (zy)uuy+ (zy)vvy

=
1
4

(zuu−2zuv+ zvv).

مورد معادله همان شود، داده قرار صفر با برابر اگر که ،zxx + zyy = (zuu + zvv)/2 نتیجه در
⃝ است. E نظر

کنید: بازنویسی جدید متغیرهای عنوان به v و u انتخاب با را معادلات از یک هر تمرین. ۶.۶.۵

.v = x2+ y2 و u = x که ،yzx − xzy = 0 (١

.v = y/x و u = x که ،xzx + yzy = z (٢

.v = ln
(
y+

√
1+ y2

)
نیز و u = ln x آن در که ،xzx +

√
1+ y2zy = xy (٣

. u = z+
√

x2+ y2+ z2 و xv = y آن در که ،xzx + yzy = z+
√

x2+ y2+ z2 (۴

.v = x+ z و u = y+ z که ،(x+ z)zx + (y+ z)zy = x+ y+ z (۵

عبارت اگر آنها. جزیی مشتقات و تابع متغیر، حسب بر عبارتی در تابع و متغیر تعویض ٧.۶.۵

B = f
(
x,y,z,

∂z
∂x
,
∂z
∂y
,
∂2z
∂x2 ,

∂2z
∂x∂y

, · · ·
)
.

y = ،x = φ (u,v,w) شکل به w = w(u,v) جدید تابع و v و u جدید متغیرهای و بوده اختیار در
زیرا، نوشت؛ می توان w و v ،u حسب بر را B آنگاه باشند، شده مطرح z = η (u,v,w) و ψ (u,v,w)

دستگاه از مثلا

zx (φu+φwwu)+ zy (ψu+ψwwu) = ηu+ηwwu,

zx (φv+φwwv)+ zy (ψv+ψwwv) = ηv+ηwwv,

کرد. محاسبه wv و wu ،v ،u حسب بر را zy و zx می توان

مثال. ٨.۶.۵

.z = uv+ vw و y = 1/u+ 1/v ،x = u2 + v2 کنید فرض yzx + xzy = (y+ x)z2 معادلۀ در (١
w و v ،u حسب بر را معادله است، جدید تابع w و جدید متغیرهای v و u اینکه فرض با

بنویسید.

داریم ٧.۶.۵ به توجه با حل:

zx ((2u)+ (0)wu)+ zy
((
−1/u2

)
+ (0)wu

)
= (v)+ (v)wu,

zx ((2v)+ (0)wv)+ zy
((
−1/v2

)
+ (0)wv

)
= (u+w)+ (v)wv,
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داریم ماتریسی، شکل به یا و 2u −1/u2

2v −1/v2


 zx

zy

 =
 v+ vu

u+ v+ vv

 .
بنابراین

zx =
v2 (u+ v+wv)−u2 (v+ vwu)

2v3−2u3 ,

zy =
u3v2 (u+ v+wv)−u2v3 (v+ vwu)

v3−u3 .

داریم: شده، داده معادلۀ در جاگذاری از )پس
1
u
+

1
v

) (
v2(u+ v+wv)−u2(v+ vwu)

)
+ (u2+ v2)

(
u3v2(u+ v+wv)−u2v3(v+ vwu)

= 2(u3− v3)
(
u2+ v2+

1
u
+

1
v

)
(uv+ vw)2.

،w = xy− z و v = xz− y ،u = yz− x فرض با را (xy+ z)zx + (1− y2)zy = x+ yz معادلۀ (٢
بنویسید. v و u جدید متغیرهای و w جدید تابع حسب بر

داریم: مسأله، مفروضات به توجه با حل:

∆ (x,y,z)
∆ (u,v,w)

=

{
∆v (u,v,w)
∆ (x,y,z)

}−1

=


−1 z y

z −1 x

y x −1


−1

=
1

x2+ y2+ z2+2xyz−1
.


1− x2 xy+ z xz+ y

xy+ z 1− y2 yz+ x

xz+ y yz+ x 1− z2

 .
یعنی ،zxxv+ zyyv = zv کرد: محاسبه می توان طریق دو به را zv بعلاوه

(xy−w)v
(xy+ z)zx + (1− y2)zy

x2+ y2+ z2+2xyz−1
=

(xy+ z)y+ (1− y2)x
x2+ y2+ z2+2xyz−1

−wv.

نتیجه در

(xy+ z)zx +
(
1− y2

)
zy = (yz+ x)−

(
x2+ y2+ z2+2xyz−1

)
wv.

تابع یعنی .wv = 0 بایستی پس است، yz+ x برابر بالا تساوی چپ سمت فرض، مطابق اما
است. معادله جواب xy− z = f (yz− x) دیگر بیان به .w = f (u) که دارد وجود f
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و w جدید تابع حسب بر w = xy− z و v = x ،u = x/y فرض با را yzyy+2zy = 2/x معادله (٣
کنید. نویسی باز v و u جدید متغیرهای

می توان شکل دو به را zu .z = v2/u و y = v/u ،x = v مسأله، مفروضات به توجه با حل:
دو به را zyu اکنون .vzy = v2 + u2wu بنابراین ،zxxu + zyyu = v2/u2 −wu نمود: محاسبه

می کنیم: محاسبه زیر طریق

− v
u2 zyy =

2u
v

wu+
u2

v
wuu,

zxyxu+ zyyyu = 0
2u
v

wu+
u2

v
wuu,

zyy = −
u3

v2

(
2wu+uwuu

)
,

نوشت می توان زیر شکل به را شده داده معادلۀ لذا )و v
u

)(
−u3

v2

(
2wu+uwuu

))
+2

(
v+

u2

v
wu

)
=

2
v
,

،wu = 1/u2 + f (v) که هست ای f تابع بنابراین، می شود. ساده wuu = −2/u3 شکل به که
معادله جواب یعنی .w = −1/u+u f (v)+g (v) که هست ای g تابع و

z = xy+
y
x
− x

y
f (x)−g(x)

⃝ دلخواهند. توابع g و f که است،

امتدادی مشتق :۶ . ۵ شکل

بنویسید: v و u جدید متغیرهای و w جدید تابع حسب بر را معادلات از یک هر تمرین. ٩.۶.۵

.w = 1/z−1/x و v = 1/y−1/x ،u = x که ،x2zx + y2zy = z2 (١

.z = wew و y = vew ،x = uew که ،(xzx)2+ (yzy)2 = z2zxzy (٢

γ و β ،α جدید متغیرهای و w جدید تابع حسب بر را xux + yuy + zuz = u+ xy/z معادلۀ (٣
.w = u/z و γ = z ،β = y/z ،α = x/z که بنویسید حالی در
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دیفرانسیل معادلۀ .w = z/x و v = y/x ،u = x+ y کنید فرض (۴

∂2z
∂x2 −2

∂2z
∂x∂y

+
∂2z
∂y2 = 0,

کنید. بازنویسی v و u جدید متغیرهای و w جدید تابع حسب بر را

معادلۀ .w = x+ y+ z و v = x+ y ،u = x کنید فرض (۵

∂2z
∂x2 −2

∂2z
∂x∂y

+

(
1+

y
x

)
∂2z
∂y2 = 0,

کنید. بازنویسی v و u متغیرهای و w جدید تابع حسب بر را

امتدادی مشتق ٧ . ۵ بخش

می شود خارج شعاع بینهایت X0 نقطۀ از .X0 ∈ D f و است متغیره چند تابعی u = f (x) کنید فرض
(یکه نمود مشخص می توان v یکه هادی بردار یک با را شعاع هر .(X0 از شروع با خط نیم (یعنی،
۶ . ۵ شکل به .0 ≤ t که است t 7→ X0+ tv شکل به خط نیم این پارامتری معادلۀ یک). طول با یعنی

شود. توجه

بردار امتداد در X0 نقطۀ Xاز متحرک که هنگامی u = f (X) تابع تغییرات میزان تعریف. ١.٧.۵
Dv f (X0) نماد با و نامیده v راستای در و X0 در f امتدادی مشتق را می کند حرکت به شروع v , o

بالا بحث به نظر می دهیم. نشان

Dv f (X0) := lim
t→0

1
t

{
f
(
X0+ t

v
∥v∥

)
− f (X0)

}
=

d
dt

f
(
X0+ t

v
∥v∥

)∣∣∣∣∣∣
t=0
,

داریم ،r (t) = X0+ tv خم و u = f (X) تابع برای مشتق زنجیره ای قاعدۀ از استفاده با و

Dv f (X0) = f ′(X0) •
v
∥v∥ . (۵ . ١١ )

امتداد و X0 در f مشتق آنگاه (w = tv که باشد ای t > 0 (یعنی، باشند همجهت w و v اگر بنابراین
△ برابرند. w امتداد در و v

مثال. ٢.٧.۵

را v = (3,0,4) بردار راستای در و X0 = (1,2,π) نقطۀ در f = x2 sin(yz) تغییرات میزان (١
کنید. محاسبه
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داریم: ١.٧.۵ تعریف به توجه با حل:

Dv f (X0) = f ′(X0) •
v
∥v∥

=
(
2xsin(yz) , x2zcos(yz) , x2ycos(yz)

)∣∣∣∣
X0
•

v
∥v∥

= (0,π,2) •
(3,0,4)

5
=

8
5
.

v = (−3,5) بردار امتداد و X0 = (2,1) نقطۀ در را f = arctan(y/x) تابع امتدادی مشتق (٢
کنید. محاسبه

داریم: تعریف، به توجه با حل:

Dv f (X0) = f ′(X0) •
v
∥v∥

=

(
−y

x2+ y2 ,
x

x2+ y2

)∣∣∣∣∣∣
X0

•
(−3,5)
√

34
=

13

5
√

34
.

این تحقیقات نتیجۀ و است، شده استفاده y و x متغیرهای از افزار ماشین یک مطالعۀ در (٣
ماشین کنونی وضعیت اگر است. f = x2y− y2 برابر خراب قطعات تعداد که است بوده
باشند، داشته را 4 : 3 نسبت به y و x متغیرهای افزایش قصد مسئولین و باشد X0 = (2,1)

خواهد ایجاد خراب قطعات تعداد در تغییراتی چه سیاست، این اجرای پی در که کنید مشخص
شد.

امتداد و X0 = (2,1) نقطۀ در f = x2y−y2 تابع امتدادی مشتق از عبارت مسأله پاسخ حل:
یعنی: می باشد، v = (4,3)

Dv f (X0) =
(
2xy, x2−2y

)∣∣∣∣
X0
•

v
∥v∥

= (4,2) •
(4,3)

5
=

22
5
= 4.4.

است، نبوده درست شده اتخاذ تصمیم نظر، مورد ماشین کنونی وضعیت به توجه با بنابراین،
است! شده 4.4 سرعت با خراب قطعات افزایش باعث زیرا

پس و است شده استفاده z و y ،x متغیرهای از شرکت یک زیان و سود مطالعۀ در کنید فرض (۴
شرکت کنونی وضعیت اگر است. شده معرفی f = x2− yz صورت به شرکت سود مطالعه، از
−1 : 2 : 3 نسبت با را متغیرها تا باشد داشته تصمیم مدیره هیأت و باشد X0 = (1,2,−1)

کنید. مشخص را تصمیم این اجرای از پس شرکت سود تغییر میزان دهد، افزایش

در و X0 = (1,2,−1) نقطۀ در f = x2 − yz امتدادی مشتق از عبارت مسأله پاسخ حل:
دیگر عبارت به می باشد. v = (−1,2,3) بردار راستای

Dv f (X0) = (2x,−z,−y)|X0
•

v
∥v∥
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= (2,1,−2) •
(−1,2,3)
√

14
=
−6
√

14
.

⃝ می شود. شرکت زیان موجب و بوده، اشتباه نظر مورد تصمیم یعنی،

کنید: محاسبه v بردار امتداد در و X0 نقطۀ در را f تابع امتدادی مشتق تمرین. ٣.٧.۵

1) f = x2 arctan(y/z) , X0 = (0,1,1), v = (−1,2,−2),

2) f =
√

x2+ y2, X0 = (−1,2) , v = (5,−5),

3) f = ln |x+2y+ z2|, X0 = (1,−1,2) , v = (3,−4,5),

4) f = 2xy−3y2, X0 = (5,5) , v = (4,3),

5) f = xy+ yz+ zx, X0 = (1,−1,2) , v = (3,6,−2),

6) f = x2 sin(x/y) , X0 = (2,1/π) , v = (2,−2).

داریم است، پذیر مشتق X0 نقطۀ در که f متغیرۀ دو تابع هر ازای به که دهید نشان (٧

.Dj f (X0) =
∂ f
∂y

∣∣∣∣
X0

و Di f (X0) =
∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

کنید. را آن ثابت سپس و بیان، متغیره سه توابع برای ٧ تمرین مشابه حکم (٨

سیاست اگر که: می شود مطرح سؤال این می کنیم، ملاحظه را (۴) ٢.٧.۵ مثال پاسخ که هنگامی
این جواب است؟ کدام سیاست بهترین است؟ کدام صحیح سیاست پس است، اشتباه شده انتخاب

است. زیر قضیۀ در پرسش دو

تغییرات حداکثر صورت، این در است. مشتقپذیر X0 در u = f (X) تابع کنید فرض قضیه. ۴.٧.۵
Dmax = ∥ f ′(X0)∥ برابر نتیجه و می پذیرد؛ صورت vmax = f ′(X0) بردار امتداد در X0 نقطۀ در f تابع
بردار امتداد در X0 نقطۀ در f تابع تغییرات حداقل که می گردد نتیجه مشابه، صورت به می باشد.

می باشد. Dmin = −∥ f ′(X0)∥ با برابر کار نتیجۀ و می پذیرد؛ صورت vmin = − f ′(X0)

∥ f ′(X0)∥cosα برابر آن راست سمت طرفی، از شود. توجه (۵ . ١١ ) فرمول به است کافی اثبات:
در و است، ثابت نیز ∥ f ′(X0)∥ است، ثابت f چون می باشد. f ′(X0) و v بین زاویۀ α که است،
∥ f ′(X0)∥ و v باید بنابراین .α = 0 یا ،cosα = 1 که است اکثر حد صورتی در حاصلضرب نتیجه
بگیریم. f ′(X0) برابر را v می توانیم نیست، مهم امتدادی مشتق در بردار طول چون باشند. جهت هم
صورت به اقل حد حالت می شود. ∥ f ′(X0)∥× 1 = ∥ f ′(X0)∥ امتدادی مشتق مقدار حالت، این در
2 می گردد. بحث مشابه

مثال. ۵.٧.۵
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آن موجب به که است تصمیمی بهترین vmin = − f ′(X0) = (−4,−2) .(٣) ٢.٧.۵ مثال ادامۀ (١
Dmin = −∥ f ′(X0)∥ = −2

√
5 کار شروع در آن تاثیر می گردد. حاصل خراب قطعات حداقل

کاهش −2
√

5 ≈ −4.2 سرعت با خراب قطعات تعداد تصمیم، این اتخاذ با یعنی، بود. خواهد
می یابد!

می شود، نظر مورد شرکت برای سود حداکثر موجب که تصمیم بهترین .(۴) ٢.٧.۵ مثال ادامۀ (٢
کار شروع در سیاست این اعمال نتیجۀ است. vmax = f ′(X0) = (2,1,−2) از است عبارت
3 سرعت با شرکت سود تصمیم، این اتخاذ با یعنی، بود. خواهد Dmax = ∥ f ′(X0)∥ = 3

⃝ یافت! خواهد افزایش

بیابید: مورد هر در را Dmin و vmin ،Dmax ،vmax تمرین. ۶.٧.۵

1) f = x2+ xy+ y2, X0 = (−1,1) ,

2) f = ln(x2+ y2−1)+ ysinz, X0 = (2,1,π) ,

3) f = x2 √y+ y2 √x, X0 = (4,3) ,

4) f = ln(xy)+ ln (y/z)− x, X0 = (1,5,3) ,

5) f = x2/4− y2/9+2xy, X0 = (5,−2) ,

6) f = zarctan(x/y)+ xyz, X0 = (−1,2,−2) .

f دامنۀ از نقطه ای X0 = (x0,y0) ،z = f (x,y) کنید فرض امتدادی. مشتق هندسی تعبیر ٧.٧.۵
شامل نیز را v = (a,b,0) بردار که xy صفحۀ بر عمود صفحه ای X0 نقطۀ از .v = (a,b) , 0 و است
محل کنیم فرض شود. توجه ۶ . ۵ شکل به است) v×k آن نرمال واقع، (در گذراند می توان باشد،

شکل به را C منحنی صورت این در بنامیم. C (منحنی) را صفحه این و f نمودار برخورد

C : r (t) =
(
x0+at,y0+bt, f (x0+at,y0+bt)

)
,

r(0) نقطۀ در C بر مماس خط شیب از بود خواهد عبارت Dv f (X0) اکنون کرد. پارامتره می توان
شکل به است. برابر می سازد، xy صفحۀ با r (0) نقطۀ در C بر مماس که زاویه ای تانژانت با یعنی،

شود. توجه ٧ . ۵
در متغیره . . . و چهار سه، توابع برای تعبیر این بود، مقدور بالاتر بعد با فضاهای تصور چنانچه

بود! درست بعدی . . . و پنج چهار، فضاهای
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:٧ . ۵ شکل
هندسی تعبیر
امتدادی مشتق

تیلور بسط و دیفرانسیل ٨ . ۵ بخش

برای لازم شرط می باشد. آن متغیرهای به نسبت تابع یک تغییرات بیان برای وسیله ای دیفرانسیل
می باشد. تابع مشتقپذیری دیفرانسیل، تعریف

تا جزیی مشتقات دارای و پیوسته X0 = (x0,y0) نقطۀ در z = f (x,y) کنید فرض تعریف. ١.٨.۵
dy = △y = y− y0 و dx = △x = x− x0 اگر صورت، این در می باشد. X0 در پیوسته ام k مرتبۀ

صورت به را X0 در f دیفرانسیل

d f
∣∣∣∣
X0

:=
∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

dx+
∂ f
∂y

∣∣∣∣
X0

dy,

صورت به را X0 در f دوم مرتبۀ دیفرانسیل ادامه، در می کنیم. تعریف

d2 f
∣∣∣∣
X0

:=
∂2 f
∂x2

∣∣∣∣
X0

dx2+2
∂2 f
∂x∂y

∣∣∣∣
X0

dxdy+
∂2 f
∂y2

∣∣∣∣
X0

dy2,

شکل به را X0 در f ام k مرتبۀ دیفرانسیل کلی تر، حالت در می کنیم. تعریف

dk f
∣∣∣∣
X0

: =
∂k f
∂k x

∣∣∣∣
X0

dxk + k
∂k f

∂k−1x∂y

∣∣∣∣
X0

dxk−1dy+
k(k−1)

2
∂k f

∂k−2x∂2y

∣∣∣∣
X0

dxk−2dy2+ · · ·

· · ·+ k(k−1)
2

∂k f
∂x∂k−2y

∣∣∣∣
X0

dx2dyk−2+ k
∂k f

∂x∂k−1y

∣∣∣∣
X0

dxdyk−1+
∂k f
∂ky

∣∣∣∣
X0

dyk

=

k∑
i=0

(
k
i

)
∂k f

∂k−ix∂iy

∣∣∣∣
X0

dxk−idyi,

می باشد. شیء n بین از شیء m انتخاب
(
n
m

)
=

n!
m! (n−m)!

که می کنیم، تعریف

متغیر دو و ضرایب برای (x0,y0) متغیر دو که معنی این به است، متغیره چهار dk f که شود توجه
آنگاه ،k = 1 مثلا اگر دیگر، بیان به .dy و dx دیفرانسیلهای برای (x,y)

(x0,y0; x,y) 7→ ∂ f
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0)+
∂ f
∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

(y− y0) ,
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متغیر به نسبت dk f بعلاوه، است. d f : R4→ R ضابطۀ

∆X := X−X0 = (x,y)− (x0,y0) = (dx,dy),

می باشد. ام k مرتبۀ همگن جمله ای چند

صورت: این در .X0 = (−1,1) و f = x2y3 که کنید فرض (١ مثال. ٢.٨.۵

d f
∣∣∣∣
X0
=

{
2xy3

}
X0

dx+
{
3x2y2

}
X0

dy

= −2dx+3dy,

d2 f
∣∣∣∣
X0
=

{
2y3

}
X0

dx2+2
{
6xy2

}
X0

dxdy+
{
6x2y

}
X0

dy2

= 2dx2−12dxdy+6dy2,

d3 f
∣∣∣∣
X0
= {0}X0 dx3+3

{
6y2

}
X0

dx2dy+3 {12xy}X0
dxdy2+

{
6x2

}
X0

dy3,

= 18dx2dy−36dxdy2+6dy3

d4 f
∣∣∣∣
X0
= {0}X0 dx4+4 {0}X0 dx3dy+6 {12y}X0

dx2dy2+4 {12x}X0 dxdy3+ {0}X0 dy4

= 72dx2dy2−48dxdy3,

d5 f
∣∣∣∣
X0
= {0}X0 dx5+5 {0}X0 dx4dy+10 {0}X0 dx3dy2+10 {12}X0 dx2dy3

+5 {0}X0 dxdy4+ {0}X0 dy5

= 120dx2dy3,

d6 f
∣∣∣∣
X0
= d7 f

∣∣∣∣
X0
= · · · = 0.

.dy = y−1 و dx = x+1 اینجا در که

صورت این در .X0 = (1,1) و f = x/y کنید فرض (٢

d f
∣∣∣∣
X0
=

{
1
y

}
X0

dx+
{
−x
y2

}
X0

dy

= dx−dy,

d2 f
∣∣∣∣
X0
= {0}X0 dx2+2

{
−1
y2

}
X0

dxdy+
{

2x
y3

}
X0

dy2

= −2dxdy+2dy2,

d3 f
∣∣∣∣
X0
= {0}X0 dx3+3 {0}X0 dx2dy+3

{
2
y3

}
X0

dxdy2+

{
−6x
y4

}
X0

dy3

= 6dxdy2−6dy3,

⃝ .dy = y−1 و dx = x−1 اینجا در که
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بیابید: X0 نقطۀ در را z = f (x,y) تابع ام k مرتبۀ تا دیفرانسیل تمرین. ٣.٨.۵

1) f = xarctany, X0 = (2,−1) , k = 3,

2) f =
√

x2+ y2, X0 = (0,1) , k = 4,

3) f = x2y3− x/y, X0 = (1,−1) , k = 2,

4) f = ln |x2− y2|, X0 = (2,1) , k = 3,

5) f = ex2+y2
, X0 = (0,0) , k = 10,

6) f = tan(x/y) , X0 = (0,1), k = 4.

یک هر از و کرده تعریف متغیره سه توابع برای را ام k مرتبۀ تیلور بسط و ام k مرتبۀ دیفرانسیل (٧∗

گفت؟ می توان چه کلی حالت در کنید. ذکر مثالی

X0 نقطه ی در z = f (x,y) تابع ام (k+1) مرتبۀ تا جزیی مشتقات تمام اگر تیلور. قضیۀ ۴.٨.۵
که: دارد وجود z = h (x,y) تابعی آنگاه باشند، پیوسته و موجود

(الف f (X) = f (X0)+d f
∣∣∣∣
X0
+

1
2

d2 f
∣∣∣∣
X0
+ · · ·+ 1

k!
dk f

∣∣∣∣
X0
+h (X) ,

(ب lim
X→X0

h (X)
∥X−X0∥k

= 0.

می نویسیم: صورت این در می نامند. X0 در f kام مرتبۀ خطای تابع را z = h(x,y) تابع

f (X) = f (X0)+d f
∣∣∣∣
X0
+

1
2

d2 f
∣∣∣∣
X0
+ · · ·+ 1

k!
dk f

∣∣∣∣
X0
+O

(
(X−X0)k

)
,

می نامیم. X0 در ام k مرتبۀ تیلور بسط را حاصل عبارت و

زنجیره ای قاعدۀ از استفاده با صورت، این در .φ(t) = f (x0 + t∆x,y0 + t∆y) کنیم فرض اثبات:
داریم مشتق

φ′(t) = fx(x0+ t∆x,y0+ t∆y) .∆x+ fy(x0+ t∆x,y0+ t∆y) .∆y

φ′′(t) = fxx(x0+ t∆x,y0+ t∆y) .∆x2+2 . fxy(x0+ t∆x,y0+ t∆y) .∆x∆y

+ fyy(x0+ t∆x,y0+ t∆y) .∆y2

· · ·

می آوریم بدست کنیم، محاسبه t = 0 را آنها اگر که

φ(0) = f (x0,y0),

φ′(0) = fx(x0,y0) .∆x+ fy(x0,y0) .∆y,
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φ′′(0) = fxx(x0,y0) .∆x2+2 . fxy(x0,y0) .∆x∆y+ fyy(x0,y0) .∆y2,

· · ·

نتیجه در
f (x0+ t∆x,y0+ t∆y) = φ(t) = φ(0)+φ′(0) . t+φ′′(0) .

t2

2
+ · · ·

= f (x0,y0)+
(

fx(x0,y0) .∆x+ fy(x0,y0) .∆y
)
. t

+
(

fxx(x0,y0) .∆x2+2 . fxy(x0,y0) .∆x∆y+ fyy(x0,y0) .∆y2
)
.
t2

2
+ · · ·

2 .t = 1 دهیم قرار تساوی این در است کافی اکنون

بیابید. X0 = (−1,1) نقطۀ در را f = x2y3 تابع سوم مرتبۀ تیلور بسط (١ مثال. ۵.٨.۵

می کنیم: استفاده (١) ٢.٨.۵ مثال در محاسبات از حل:

x2y3 = {1}+ {−2dx+3dy}+ 1
2

{
2dx2−12dxdy+6dy2

}
+

1
6

{
18dx2dy−36dxdy2+6dy3

}
+O

(
(X−X0)3

)
= 1−2dx+3dy+dx2−6dxdy+3dy2+3dx2dy−6dxdy2+dy3+O

(
(X−X0)3

)
.

بیابید. X0 = (1,1) نقطۀ در را f = x/y تابع سوم مرتبۀ تیلور بسط (٢

می کنیم: استفاده (٢) ٣.٨.۵ مثال در محاسبات از حل:

x
y
= {1}+ {dx−dy}+ 1

2

{
−2dxdy+2dy2

}
+

1
6

{
6dxdy2−6dy3

}
+O

(
(X−X0)3

)
= 1+dx−dy−dxdy+dy2+dxdy2−dy3+O

(
(X−X0)3

)
.

مثال: عنوان به
1.01
0.99

≈ 1+dx−dy

= 1+ (0.01)− (−0.01) = 1.02,

1.01
0.99

≈ 1+dx−dy−dxdy+dy2

= 1.02− (0.01)(−0.01)+ (−0.01)2 = 1.0202,

1.01
0.99

≈ 1+dx−dy−dxdy+dy2+dxdy2−dy3

= 1.0202+ (0.01)(−0.01)2− (−0.01)3 = 1.020202.
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کنید. محاسبه دوم مرتبۀ دقت با را
√

2.92+3.92 تقریبی مقدار (٣

برابر تقریباً
√

x2+ y2 نتیجه در .k = 2 و X0 = (3,4) ، f (x,y) =
√

x2+ y2 اینجا در حل:
با √}است

x2+ y2
}
X0
+

({ x√
x2+ y2

}
X0

dx+
{ y√

x2+ y2

}
X0

dy
)
+

1
2

({ y2

(
√

x2+ y2)3

}
X0

dx2

+2
{ −xy

(
√

x2+ y2)3

}
X0

dxdy+
{ x2

(
√

x2+ y2)3

}
X0

dy2
)

= 5+
3
5

dx+
4
5

dy+
8
53 dx2− 12

53 dxdy+
9
53 dy2,

لذا: و dx = dy = −0.1 خاص، مورد این در √و
2.92+3.92 ≈ 5+

(
3
5
+

4
5

)
−1
10
+

(
8
53 −

12
53 +

9
53

)
1

102

= 5− 14
102 +

4
104 = 4.8604.

بیابید. X0 = (0,0) نقطۀ در را f = sin
(
x2+ y

)
تابع پنجم مرتبۀ تیلور بسط (۴

آنگاه: ،u = x2+ y اگر می کنیم. استفاده y = sin x تابع لورن مک بسط از حل:

f = sinu

= u− u3

6
+

u5

120
+O

(
(X−X0)6

)
,

= (x2+ y)− 1
6

(
x2+ y

)3
+

1
120

(
x2+ y

)5
+O

(
(X−X0)6

)
,

= y+ x2− 1
6

y3− 1
2

x2y2− 1
2

x4y+
1

120
y5+O

(
(X−X0)6

)
,

= dy+dx2− 1
6

dy3− 1
2

dx2dy2− 1
2

dx4dy+
1

120
dy5+O

(
(X−X0)6

)
.

بیابید. را X0 = (0,1) نقطۀ در f = ln(x+1)/y تابع چهارم مرتبۀ تیلور بسط (۵

داریم: ،١ ریاضی اطلاعات به توجه با حل:

f =
1
y

ln (x+1)

=
1

1+dy
ln (dx+1)

=
(
1−dy+dy2−dy3+ · · ·

)
.

(
dx− 1

2
dx2+

1
3

dx3− · · ·
)

= dx− 1
2

dx2−dxdy+
1
3

dx3+dxdy2+
1
2

dydx2+O
(
(X−X0)3

)
.
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تقریبی مقدار سپس بیابید، را X0 نقطۀ در z = f (x,y) تابع ام k مرتبۀ تیلور بسط تمرین. ۶.٨.۵
کنید: محاسبه را f (X)

1) f = xarctany, X0 = (2,−1) , k = 3, X = (2.1,1),

2) f = x2y3− x/y, X0 = (1,−1) , k = 2, X = (1.2,−1.2),

3) f = exp(x2+ y2), X0 = (0,0) , k = 10, X = (0,0.001),

4) f = ln (x+ y+1) , X0 = (1,−1) , k = 3, X = (1.01,−1.001),

5) f = x/(x+2y), X0 = (−1,1) , k = 5, X = (−1.1,1.2).

موضعͬ اکسترموم ٩ . ۵ بخش

منظور باید ابتدا می باشد. اکسترموم مسألۀ حل در آن از استفاده مشتق، کاربردهای مهمترین از یکی
کنیم. روشن را موضعی اکسترموم از

صورتی در شود. تعریف X0 نقطۀ از همسایگی یک در u = f (X) کنیم فرض تعریف. ١.٩.۵
ای X ∈ Br(X0) هر ازای به و ای r > 0 ازای به که است f موضعی ماکزیموم نقطۀ یک X0 می گوئیم
قابل موضعی مینیموم نقطۀ مشابه، صورت به شود. توجه ۵ . ٨-الف شکل به . f (X) ≤ f (X0)

△ است. موضعی مینیموم یا ماکزیموم معنی به موضعی اکسترموم اصطلاح است. تعریف

X0 در u = f (X) که است u = f (X) تابع تکین نقطۀ X0 می گوئیم صورتی در تعریف. ٢.٩.۵
△ . f ′(X0) = 0 بودن، مشتق پذیر صورت در یا و نباشد، مشتق پذیر

تابع آن تکین نقطۀ X0 آنگاه باشد، u = f (X) تابع موضعی اکسترموم نقطۀ X0 اگر قضیه. ٣.٩.۵
است. غلط مطلب این عکس بود. خواهد

اکسترموم X0 در f چون .g(x) := f (x,y0) و X0 = (x0,y0) است، متغیره دو تابع کنیم فرض اثبات:
ریاضی از قضیه ای بنابه اما، باشد. موضعی اکسترموم دارای x = x0 در نیز g باید دارد، موضعی

اما .g′(x0) = 0 که است ممکن صورتی در تنها این یک، عمومی

g′(x0) =
d
dx

f (x,y0)
∣∣∣∣
x0
=
∂ f
∂x

∣∣∣∣
X0

صورت به نیز، متغیر دو از بیش با تابع حالت نمود. بحث می توان مشابه صورت به ،y متغیر برای
2 است. بحث قابل مشابه

مستقیم غیر روشی تا است لازم نباشد، موضعی اکسترموم نقطۀ تکینی، نقطۀ است ممکن چون
و هستند مینیموم هستند، ماکزیموم تکین نقاط کدام «که باشد داشته وجود مطلب این تحقیق برای

هیچکدام؟!» یا
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الف) :٨ . ۵ شکل
در موضعی ماکزیموم
یک X0 ب) X0

است زینی نقطۀ

تکین نقطۀ در u = f (x,y) تابع دوم مرتبۀ جزئی مشتقات کنید فرض دوم. مشتق آزمون ۴.٩.۵
کنید: فرض بعلاوه، پیوسته اند. و موجود X0

A =
∂2 f
∂x2

∣∣∣∣∣∣
X0

, B =
∂2 f
∂y2

∣∣∣∣∣∣
X0

, C =
∂2 f
∂x∂y

∣∣∣∣∣∣
X0

, D = AB−C2.

صورت این در
است. u = f (X) موضعی مینیموم نقطۀ یک X0 آنگاه ،0 < D و (0 < B (یا 0 < A اگر الف)

است. u = f (X) موضعی ماکزیموم نقطۀ یک X0 آنگاه ،0 < D و (0 > B (یا 0 > A اگر ب)

است. u = f (X) تابع زینی نقطۀ یک X0 آنگاه ،D < 0 اگر ج)

می نویسیم: X0 نقطۀ در را f دوم مرتبۀ تیلور بسط اثبات:

f (X) ≈ f (X0)+
1
2

(
Adx2+2C dxdy+Bdy2

)
صورت به را آن ،A , 0 چنانچه .C = fxy(X0) و B = fyy(X0) ،A = fxx(X0) آن در که

f (X)− f (X0) ≈ 1
2A

(
(Adx+C dy)2+Ddy2

)
همسایگی یک در راست سمت عبارت آنگاه ،A > 0 و D > 0 اگر که می شود ملاحضه نوشت. می توان
داخل عبارت ،D < 0 حالت در است. موضعی مینیموم نقطۀ یک X0 بنابراین و است، مثبت X0 از
2 می دهد. علامت تغییر پرانتز

طوری X2 و X1 نقاط آن، از دلخواه همسایگی هر در که است نقطه ای زینی نقطۀ اینکه، توضیح
D = 0 حالت بالا، قضیۀ در شود. توجه ۵ . ٨-ب شکل به f (X1) ≤ f (X) ≤ f (X2) که دارد وجود
شود. استفاده بالاتر مرتبۀ از قضایای از باید مورد این در که است این واقیعت است. نشده بحث
این حوصلۀ از و می دهد تشکیل را ریاضیات از گسترده شاخۀ یک خود ممکن حالتهای همۀ مطالعۀ

است. خارج کتاب
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است. مشتق پذیر R2 کل بر f صورت این در . f = x4+ y4+4xy کنید فرض (١ مثال. ۵.٩.۵

را f ′(x,y) = 0 شرط بنابراین، .( f ′ = 0 (یعنی، باشند می توانند دوم نوع از تکین نقاط پس
می کنیم: تحقیق

 4x3+4y = 0,

4y3+4x = 0,
⇒

 x3 = −y,

y3 = −x,
⇒

 x9 = x,

y3 = −x,
⇒

 x = ±1,0,

y = −x.

حال می باشد. X3 = (−1,1) و X2 = (1,−1) ،X1 = (0,0) تکین نقطۀ سه دارای تابع این پس
اینکه به توجه با می گیریم. کار به را دوم مشتق آزمون

A =
∂2 f
∂x2 = 12x2, B =

∂2 f
∂y2 = 12y2, C =

∂2 f
∂x∂y

= 4,

شود): توجه ۵ . ٩-الف شکل (به داریم

i A B C D نقطۀ یک Xi f (Xi)

1 0 0 4 −16 است زینی 0

2 12 12 4 128 است موضعی مینیموم −2

3 12 12 4 128 است موضعی مینیموم −2

است. D : x2 + y2 ≤ 1 با برابر f دامنۀ صورت این در . f = xy
√

1− x2− y2 کنید فرض (٢
C : x2 + نقاط در f پس) است، مقدماتی f (چون که گرفت نتیجه می توان بلافاصله پس
بر f ′ = 0 شرط بعلاوه، هستند. f تکین نقاط ،C نقاط همۀ و نیست مشتق پذیر y2 = 1

که است معنی این به Int(D) : x2+ y2 < 1
y
√

1− x2− y2− x2y√
1− x2− y2

= 0,

x
√

1− x2− y2− xy2√
1− x2− y2

= 0,
⇒

 y(1−2x2− y2) = 0,

x(1− x2−2y2) = 0.

باید آنگاه ،x , y = 0 اگر باشد. y = ±
√

2/2 یا 1− 2y2 = 0 باید آنگاه ،y , x = 0 اگر
2x2 + y2 = x2 + 2y2 = 1 باید آنگاه ،x , 0 , y اگر باشد. x = ±

√
2/2 یا 1− 2x2 = 0

از عبارتند f تکین نقاط مجموع در و y = ±x = ±
√

3/3 پس .x2 = 1/3 و y = ±x یعنی

X1 =
(
0,
√

2/2
)
, X2 =

(
0,−
√

2/2
)
, X3 =

(√
2/2,0

)
,

X4 =
(
−
√

2/2,0
)
, X5 =

(√
3/3,
√

3/3
)
, X6 =

(
−
√

3/3,
√

3/3
)
,

X7 =
(√

3/3,−
√

3/3
)
, X8 =

(
−
√

3/3,−
√

3/3
)
, X9 = (0,0).
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است صفر برابر C بر f می دانیم زیرا می گیریم، بکار X9 تا X1 برای را دوم مشتق آزمون حال
اینکه به توجه نیست. نقاطی چنین مطالعۀ به نیازی لذا و

∂2 f
∂x2 =

xy(2x2+3y2−3)
(1− x2− y2)3/2 ,

∂2 f
∂y2 =

xy(2x2+3y2−3)
(1− x2− y2)3/2 ,

∂2 f
∂x∂y

=
1−3y2−3y2+2x4+2y4+3x2y2

(1− x2− y2)3/2 ,

داریم شود)، توجه ۵ . ٩-ب شکل (به

i A B C D نتیجه
1 0 0 −2

√
2 −8 زینی نقطۀ

2 0 0 −2
√

2 −8 زینی نقطۀ
3 0 0 −2

√
2 −8 زینی نقطۀ

4 0 0 −2
√

2 −8 زینی نقطۀ
5 −4

√
3/3 −4

√
3/3 −2

√
3/3 128 موضعی ماکزیموم

6 4
√

3/3 4
√

3/3 −2
√

3/3 128 موضعی مینیموم
7 4

√
3/3 4

√
3/3 −2

√
3/3 128 موضعی مینیموم

8 −4
√

3/3 −4
√

3/3 −2
√

3/3 128 موضعی ماکزیموم
9 0 0 1 −1 زینی نقطۀ

اکسترموم :٩ . ۵ شکل
فراگیر

است؟ حداکثر حجم دارای یک کدام برابر، جانبی مساحت با مستطیل های مکعب همۀ بین از (٣

مستطیل مکعب این جانبی مساحت و باشد z و y ،x مستطیل مکعب ابعاد کنیم فرض حل:
این به .z = (S − xy)/(x+ y) بنابراین .2xy+2xz+2yz = 2S دیگر بیان به باشد، 2S برابر

از است عبارت مستطیل مکعب حجم ترتیب،

V(x,y) = xyz = xy(S − xy)/(x+ y).
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ابتدا کنیم. محاسبه 0 < V و 0 < y ،0 < x شرط با را V موضعی ماکزیموم است کافی اکنون
می کنیم: مشخص را V تکین نقاط y2(S − x2−2xy)/(x+ y)2 = 0,

x2(S − y2−2xy)/(x+ y)2 = 0,
⇒

 x2+2xy = S ,

y2+2xy = S ,
⇒

 x = y,

3x2 = S .

نقطۀ (0 < y و 0 < x شرط (با V تکین نقطۀ تنها یعنی .x = y =
√

S/3 =: α نتیجه در
صورت این در اما می باشد. X0 = (α,α)

A =
−2y2(y2+S )

(x+ y)3

∣∣∣∣∣∣
X0

= −α, B =
−2x2(x2+S )

(x+ y)3

∣∣∣∣∣∣
X0

= −α,

C =
2xy(S 2− x2− y2−3xy)

(x+ y)3

∣∣∣∣∣∣
X0

= −α
2
, D = AB−C2 =

1
4

S .

با است جعبه ای حجم حداکثر با جعبه یعنی است. موضعی ماکزیموم نقطۀ یک X0 بنابراین
مساحت نصف S که است، V = (

√
S/3)3 برابر آن حجم مقدار و ،x = y = z =

√
S/3 ابعاد

است! جواب بودن مکعب محاسبات، این بخصوص نتیجۀ است. مکعب جانبی

صورت به و ضمنی شکل به که است y و x از تابعی z = f (x,y) کنید فرض (۴

x2+ y2+ z2−2x+2y−4z−10 = 0,

کنید. مشخص آنرا موضعی اکسترموم است. شده تعریف

داریم: مساله، مفروضات به توجه با حل:

∂z
∂x
= − x−1

z−2
,

∂z
∂y
= −y+1

z−2
.

بعلاوه، نیست. مشتق پذیر (x,y) در آنگاه ،x2+y2−2x+2y = 14 اگر یعنی ،z = 2 اگر پس
و z = 6 یا z2 − 4z = 12 نتیجه در .y = −1 و x = 1 که است معنی این به z′ = 0 شرط
نقطۀ دو و C : z = 2, (x−1)2+ (y+1)2 = 42 دایرۀ بر نقاط ،z تکین نقاط بنابراین .z = −2

تمام بحث (C بر (نقاط اول دستۀ مورد در هستند. X2 = (1,−1,−2) و X1 = (1,−1,6)

اینکه به توجه با نیز، X2 و X1 مورد در می باشد. 2 برابر z همواره زیرا است،

∂2 f
∂x2 = −

(z−2)2+ (x−1)2

(z−2)3 ,

∂2 f
∂y2 =

(y+1)2− (z−2)2

(z−2)3 ,

∂2 f
∂x∂y

=
(1− x)
(z−2)3 .

i A B C D نقطۀ یک X1

1 −1/4 −1/4 0 1/16 است موضعی ماکزیموم
2 1/4 1/4 4 1/16 است موضعی مینیموم
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حاصل نتایج می باشد، 4 شعاع و (1,−1,2) مرکز به کرۀ یک z نمودار اینکه به توجه با البته،
⃝ است! بدیهی

بیابید: را z = f (x,y) تابع موضعی اکسترموم مورد، هر در تمرین. ۶.٩.۵

1) f = x2+ xy+ y2+3x−3y+4, 2) f = 2xy−5x2−2y2+4x−4,

3) f = x2+ xy+ y2−4ln x−10lny, 4) f = 2x4+ y4− x2−2y2,

5) f = x2+2xy, 6) f = x3+3xy+ y3,

7) f = 4xy− x4− y4, 8) f = 1/x+3xy+1/y,

9) f = ysin x, 10) f = e2x cosy,

11) f = xy ln(x2+ y2), 12) f = (x+ y+1)/
√

1+ x2+ y2.

کنید. اثبات را ۴.٩.۵ قضیۀ ،X0 تکین نقطۀ در z = f (x,y) تابع دوم مرتبۀ تیلور بسط کمک به (١٣

را ۴.٩.۵ قضیۀ شبیه ،X0 تکین نقطۀ در u = f (x,y,z) تابع دوم مرتبۀ تیلور بسط کمک به (١۴∗

کنید. ثابت سپس و نموده بیان متغیره سه توابع برای

بیابید: را زیر توابع از یک هر موضعی اکسترموم

13) f = 2xy−5x2−2y2+4x−4, 14) f = x2+ y2+ z2+2x+4y−6z,

15) f = x+ y2/4x+ z2/y+2/z, 16) f = xy2z3(1− x−2y−3z),

17) f = a2/x+ x2/y+ y2/z+ z2/b, 18) f = xyz
√

1− x− y− z.

کنید. طراحی حداقل مساحت و ثابت حجم با استخر یک (١٩

بیابید: را z = f (x,y) ضمنی تابع موضعی اکسترممهای مورد هر در

20) x2+ y2+ z2+2(x+ y+ z) = xy+ yz+2,

21) (x2+ y2+ z2)2 = a2(x2+ y2− z2).

فراگیر اکسترموم ١٠ . ۵ بخش

و حداقل تا شود مشخص مجموعه ای چنانچه داشت. اهمیت تابع خود تنها موضعی اکسترموم در
می آید. بوجود فراگیر اکسترموم مسألۀ بنام جدیدی مسالۀ آید، بدست مجموعه آن بر تابعی حداکثر
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مطلوبست .D ⊆ D f و است تابع یک u = f (X) کنید فرض فراگیر. اکسترموم مسالۀ ١.١٠.۵
. f (X1) ≤ f (X) ≤ f (X2) ای X ∈ D هر ازای به که گونه ای به D از X2 و X1 چون نقاطی همۀ تعیین

را X2 و X1 باشد، جواب دارای D بر u = f (X) فراگیر اکسترموم مساله چنانچه تعریف. ٢.١٠.۵
ترتیب به نیز را f (X2) و f (X1) و می نامیم D بر u = f (X) ماکزیموم و مینیموم نقاط ترتیب به

می نویسیم و می نامیم، D بر u = f (X) ماکزیمم و مینیموم

min
X∈D

f (X) = f (X1) و max
X∈D

f (X) = f (X2)

نقاط که حالی در هستند، بفرد منحصر وجود، صورت در (فراگیر) مینیموم و ماکزیموم که شود توجه
مسالۀ برای جواب وجود مسالۀ به پاسخ برای باشند. یکی از بیش می توانند مینیموم یا و ماکزیموم

داریم. نیاز زیر تعریف به فراگیر، اکسترموم

D مرزی نقطۀ یک X0 می گوئیم صورتی در .X0 ∈ Rn و D ⊆ Rn کنید فرض تعریف. ٣.١٠.۵
را (D متمم (یعنی، Dc و D مجموعه های ،r شعاع و X0 مرکز به گوی ای r > 0 هر ازای به که است

شود): توجه ۵ . ١٠-الف شکل (به کند قطع

∀r > 0 ∃X1 ∃X2 :
(
X1 ∈ Br(X0)∩D , X2 ∈ Br(X0)∩Dc

)
.

صورتی در را D مجموعۀ می دهیم. نشان ∂D نماد با و نامیده D مرز را D مرزی نقاط همۀ مجموعۀ
نمود: اثبات می توان .∂D ⊆ D باشد: داشته بر در را خود مرزی نقاط همۀ که گوئیم بسته

باشد؛ باز Dc ⇔ است بسته D (١ قضیه. ۴.١٠.۵

بسته اند؛ Rn و ⊘ ای n هر ازای به (٢

است؛ بسته بسته، مجموعۀ تعداد هر اشتراک (٣

است؛ بسته بسته، مجموعۀ متناهی تعداد هر اجتماع (۴

□ .∂D∩D = ⊘ ⇔ است باز D (۵

برای مشاهدۀ تعریف مجموعۀ باز به ١۵.٢.۵ مراجعه شود.

یعنی، جابگیرد؛ گوی یک در که گوئیم کراندار صورتی در را D ⊆ Rn مجموعۀ زیر تعریف. ۵.١٠.۵
دیگر بیان به شود). توجه ۵ . ١٠-ب شکل (به باشد محدود نقاطش فاصلۀ

∃M > 0 ∀X,Y ∈ D : ∥X−Y∥ ≤ M.

△ باشد. کراندار و بسته که گوئیم فشرده صورتی در را D ⊆ Rn مجموعۀ زیر

مثال. ۶.١٠.۵
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X0 الف) :١٠ . ۵ شکل
است. D مرزی نقطۀ
در D کراندار مجموعۀ ب)

می گیرد. جا گوی یک

D که است بدیهی چون و ∂D : x2 + y2 = 4 صورت این در .D : x2 + y2 ≤ 4 کنیم فرض (١
می باشد. فشرده D پس است، کراندار

D اما است. بسته D لذا و ∂D ⊆ D صورت این در باشد. R3 در ها x محور D کنیم فرض (٢
نیست. فشرده D پس است. کران بی نقاطش فاصلۀ زیرا نیست، کراندار

با مستطیل از است عبارت D مرز صورت این در .D : −1 ≤ x ≤ 3,1 ≤ y < 2 کنیم فرض (٣
پس ندارد، تعلق D به (−1,2)(3,2) ضلع چون .(3,2) و (3,1) ،(−1,2) ،(−1,1) در رئوس
⃝ نیست. فشرده D بنابراین، است. کراندار D که حالی در نیست. بسته D

اکسترموم مسالۀ آنگاه باشد، پیوسته D فشردۀ مجموعۀ بر u = f (X) تابع اگر قضیه. ٧.١٠.۵
D بر u = f (X) اکسترموم مسالۀ جواب یک X0 اگر بعلاوه، است. جواب دارای D بر u = f (X)

□ است. u = f (X) تابع تکین نقطۀ یک و X0 ∈ Int(D) اینکه یا و X0 ∈ ∂D آنگاه باشد،

ظهور امکان جا همه در ،D مجموعۀ بر u = f (X) تابع فراگیر اکسترموم ،٧.١٠.۵ قضیۀ به نظر
طبیعت از ما تجربۀ با امر این هستند. درونی تکین نقطۀ اینکه یا و واقعند، D مرز بر یا بلکه، ندارد؛

دارد. سازگاری
می شود: پیشنهاد فراگیر اکسترموم مسالۀ حل برای زیر شرح به الگوریتمی

حل برای .D ⊆ D f و u = f (X) کنید فرض فراگیر. اکسترموم مسالۀ حل الگوریتم ٨.١٠.۵
می دهیم: انجام را زیر مراحل D بر u = f (X) فراگیر اکسترموم مسالۀ

می دهیم. ادامه بود، چنین اگر است. فشرده u = f (X) آیا که می کنیم تحقیق (١

می دهیم. ادامه بود، چنین اگر است. پیوسته D بر u = f (X) آیا که می کنیم تحقیق (٢

آنها از یک هر در را u = f (X) مقدار و یافته را هستند واقع D در که u = f (X) تکین نقاط (٣
می کنیم. محاسبه

می یابیم. (∂D (یعنی، D مجموعۀ مرز بر را u = f (X) فراگیر اکسترموم (۴

آنها کوچکترین و ماکزیموم را مقدار بزرگترین ،۴ و ٣ مرحلۀ در آمده بدست اعداد مقایسۀ با (۵
□ می کنیم. اعلام D مجموعۀ بر u = f (X) مفروض تابع مینیموم را
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مثال. ٩.١٠.۵

y = 2 ،x = 0 خط سه به محدود D مجموعۀ بر f = 2x2 −4x+ y2 −4y+1 تابع اکسترموم (١
آورید. بدست را y = 2x و

D چون شود. توجه ۵ . ١١-الف شکل به می کنیم؛ ترسیم R2 در را D مجموعۀ ابتدا حل:
و فشرده D» پس می گردد، تعریف D کل بر و است مقدماتی تابعی f و است کراندار و بسته
بر f تکین نقاط یافتن برای می باشد. جواب دارای مسأله بنابراین، است». پیوسته آن بر f

می کنیم: تحقیق را f ′ = 0 شرط ،Int(D) 4x−4 = 0

2y−4 = 0
=⇒

 x = 1

y = 2
=⇒ X0 = (1,2)

و AB ،OA پاره خط سه به را D مرز ندارد. مجزا بحث به نیازی دارد، قرار D مرز بر چون که

:١١ . ۵ شکل
فراگیر اکسترموم

می کنیم: مطالعه جداگانه را پاره خطها این از یک هر نمود. تقسیم می توان OB

. f (x,2x) = 6x2 − 12x+ 1 اما .0 ≤ x ≤ 1 که است (x,2x) نقاط همۀ مجموعۀ OA ضلع

بیابیم. [0;1] بازۀ بر را g(x) = 6x2−12x+1 تابع فراگیر اکسترموم که است کافی بنابراین،
برابر AB بر f ماکزیموم پس ،g(1) = −5 و g(0) = 1 چون و x؛ = 1 یعنی g′ = 0 شرط
اختیار (1,2) در و است −5 برابر OA بر f مینیموم و می شود اختیار (0,0) در و است 1

می گردد.

. f (x,2) = 2x2−4x−3 اما .0 ≤ x ≤ 1 که است (x,2) شکل به نقاط همۀ مجموعۀ AB ضلع

بیابیم. [0;1] بازۀ بر را g(x) = 2x2 − 4x− 3 تابع فراگیر اکسترموم که است کافی بنابراین،
برابر AB بر f ماکزیموم پس ،g(1) = −5 و g(0) = −3 چون و x؛ = 1 یعنی g′ = 0 شرط
اختیار (1,2) در و است −5 برابر AB بر f مینیموم و می شود اختیار (0,2) در و است −3

می گردد.

بنابراین، . f (0,y) = y2−4y+1 اما است. 0 ≤ y ≤ 2 با (0,y) نقاط همۀ مجموعۀ OB ضلع
g′ = 0 شرط بیابیم. [0;2] بازۀ بر را g(y) = y2−4y+1 تابع فراگیر اکسترموم که است کافی
در و است 1 برابر OB بر f ماکزیموم پس ،g(2) = −3 و g(0) = 1 چون و y؛ = 2 یعنی

می گردد. اختیار (0,2) در و است −3 برابر OB بر f مینیموم و می شود اختیار (0,0)
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برابر D بر f مینیموم و می شود اختیار (0,0) در و است 1 برابر D بر f ماکزیموم اینکه نتیجه
می گردد. اختیار (1,2) در و است −5

.D : 0 ≤ x ≤ π,0 ≤ y ≤ 2π بیابید: D مجموعۀ بر را f = sin xcosy تابع اکسترموم (٢

کراندار و بسته بنابراین و می باشد R2 در توپر مستطیل یک D که می کنیم توجه ابتدا حل:
(و مثلثاتی تابعی f و است کراندار و بسته D چون شود. توجه ۵ . ١١-ب شکل به است؛
است». پیوسته آن بر f و فشرده D» پس می گردد، تعریف D کل بر و است مقدماتی) بنابراین،
را f ′ = 0 شرط ،Int(D) بر f تکین نقاط یافتن برای می باشد. جواب دارای مسأله بنابراین،

می کنیم: تحقیق cos xcosy = 0,

−sin xsiny = 0,
⇒

 cos x یا cosy = 0,

sin x یا siny = 0,
⇒

 cos x = siny = 0,

cosy = sin x = 0.

عبارت ∂D در موجود f تکین نقطۀ تنها ،∂D : 0 < x < π,0 < y < 2π اینکه به توجه با پس
،(0,0) رئوس با توخالی مستطیل یک D مرز . f (X0) = −1 که می باشد، X0 = (π/2,π) از
مطالعه جداگانه طور به را ∂D ضلع چهار از یک هر می باشد. (π,0) و (π,2π) ،(0,2π)

می کنیم:

OA : (x,0), 0 ≤ x ≤ π,

f (π,0) = f (0,0) = 0 ≤ f (x,0) = sin x ≤ 1 = f (π/2,0) ,

AB : (π,y), 0 ≤ y ≤ 2π,

f (π,y) = 0,

BC : (x,2π), 0 ≤ x ≤ π,

f (π,2π) = f (0,2π) = 0 ≤ f (x,2π) = sin x ≤ 1 = f (π/2,2π) ,

CO : (0,y), 0 ≤ y ≤ 2π,

f (0,y) = 0.

اختیار (π/2,2π) و (π/2,0) نقاط در که است 1 برابر D بر f ماکزیموم مجموع، در پس
می شود. اختیار (π/2,π) نقطۀ در که است −1 برابر D بر f مینیموم و می شود

بیابید. D : x2+ y2 ≤ 4 مجموعۀ بر را f = 2+2x+2y− x2− y2 تابع اکسترموم (٣

بر f اکسترموم مسالۀ بنابراین، است، پیوسته D بر f و است کراندار و بسته D چون حل:
معنی به f ′ = 0 شزط است. جواب دارای D 2−2x = 0,

2−2y = 0,
⇒

 x = 1,

y = 1,
⇒ X0 = (1,1),
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صورت به که ∂D : x2+ y2 = 4 از است عبارت D مرز . f (X0) = 4 بعلاوه است،

∂D : r(t) =
(
2cos t,2sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

که g(t) := f
(
r(t)

)
= −2+ 4cos t+ 4sin t می کنیم تعریف ترتیب، این به می شود. پارامتره

−cos t + sin t = 0 معنی به (0;2π) بر g′(t) = 0 شرط شود. مطالعه [0;2π] بر بایستی
و g(π/4) = −2+ 4

√
2 ،g(0) = g(2π) = 3 چون .t = 5π/4 یا و t = π/4 لذا و √است،

2(1,1) در که است −2+4
√

2 برابر D مرز بر f ماکزیموم پس ،g(5π/4) = −2−4
√

2

می شود. اختیار −
√

2(1,1) در که است −2−4
√

2 برابر D مرز بر f مینیموم و می شود اختیار
که 4+2−است

√
2 برابر D بر f ماکزیمم که، می گیریم نتیجه ، f (X0) مقدار با مقایسه در پس

−
√

2(1,1) در که است −2−4
√

2 برابر D بر f مینیموم و می شود اختیار
√

2(1,1) نقطۀ در
⃝ شود. توجه ۵ . ١٢-الف شکل به می گردد. اختیار

:١٢ . ۵ شکل
فراگیر. اکسترموم الف)
نقاط X2 و X1 ب)
به f مشروط اکسترموم

هستند. g = 0 شرط

بیابید: را D مجموعۀ بر f تابع اکسترموم تمرین. ١٠.١٠.۵

1) f = x2+ y2+2xy− x− y+1, D : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1,

2) f = 2x2+ xy− y, D : x2+ y2 ≤ 2y,

3) f = sin x+ sin(x+ y), D : 0 ≤ x ≤ π,0 ≤ y ≤ 2π,

4) f = ysin x+ x, D : 0 ≤ x ≤ π,0 ≤ y ≤ 1,

5) f = sin xcosy, D : 0 ≤ x ≤ π,0 ≤ y ≤ π− x,

6) f = x2−2xy+ y2+ x−2, D : 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 2,

7) f = x2+ y2−12x+16y, D : x2+ y2 ≤ 25,

8) f = x2+2y2+3z2, D : x2+ y2+ z2 ≤ 100,

9) f = x+ y+ z, D : x2+ y2 ≤ z ≤ 1,

10) f = x2+ y2+ z2+2x+4y−6z, D : x2+ y2+ z2 ≤ 64.
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مشروط اکسترموم ١١ . ۵ بخش

f دامنۀ از قسمتی مفروض، تابع یک اکسترموم مسالۀ در دیدیم، ١٠ . ۵ بخش در قبلا که همانطور
کمک به می توانند محدودیتها این کرد. طلب آن بر را تابع اکسترموم و نمود مشخص می توان را
از عبارت مسالۀ و است، گرفته قرار گرمایی محیط یک در که کره ای مانند شوند، مطرح معادلات

می دهیم. توضیح مرحله دو در را مشروط اکسترموم است. آن نقطۀ سردترین و گرمترین یافتن

مطلوبست مشتقپذیرند. f ,g : R2 → R توابع کنید فرض مشروط. اکسترموم مسالۀ ١.١١.۵
شرط به f مشروط اکسترموم را مسأله جواب .S : g(X) = 0 مجموعۀ بر u = f (X) تابع اکسترموم

می نامیم. g = 0

را f تراز منحنی های صورت، این در کرده ایم. ترسیم را g = 0 کنید فرض هندسی. تعبیر ٢.١١.۵
g = 0 شرط به f اکسترموم صورت، این در که می گردد ملاحظه نمود. ترسیم می توان صفحه همان در
شکل به می گردد. مماس g = 0 منحنی بر f از تراز منحنی یک آنها ازاء به که هستند X0 چون نقاطی

شود. توجه ۵ . ١٢-ب

مجموعۀ بر g′ و باشد g = 0 شرط با f اکسترموم مسألۀ جواب یک X0 اگر لاگرانژ. قضیۀ ٣.١١.۵
□ . f ′(X0) = λg′(X0) که داشت خواهد وجود λ عددی آنگاه باشد، صفر مخالف S : g = 0

بیابید. x+ y = 1 شرط به را f = xy تابع اکسترموم (١ مثال. ۴.١١.۵

بنابراین، .(y, x) = λ(1,1) از است عبارت لاگرانژ شرط و g = x+ y−1 اینجا در حل:
y = λ,

x = λ,

x+ y = 1,

⇒


x = λ,

y = λ,

2λ = 1,

⇒ X0 =

(
1
2
,
1
2

)
,

کمتری مقدار f آن اطراف در زیرا است، موضعی ماکزیموم یک نقطه این . f (X0) = 1/4 که
است؟ کافی دلیل این آیا . f (0,1/2) = 0 مثلا می کند؛ اختیار نیز را

بیابید. x2+ y2+ z2 = 4 شرط به را f = x−2y+2z تابع اکسترموم (٢

.(1,−2,2)= λ(2x,2y,2z) از است عبارت لاگرانژ شرط و g= x2+y2+z2−4 اینجا در حل:
داریم ،λ , 0 باید که است روشن چون بنابراین،

2λx = 1,

2λy = −2,

2λz = 2,

x2+ y2+ z2 = 4,

=⇒


x = 1/2λ,

y = −1/λ,

z = 1/λ,

λ = ±3/4,

=⇒
 X1 =

2
3 (1,−2,2),

X2 = − 2
3 (1,−2,2),
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در که است −6 برابر g = 0 شرط به f موضعی مینیموم پس . f (X2) = −6 و f (X1) = 6 اما
نقطۀ در که است 6 برابر نیز g = 0 شرط به f موضعی ماکزیموم و می شود اختیار X2 نقطۀ

می شود. اختیار X1

x2/a2+y2/b2+ z2/c2 = 1 معادلۀ به بیضی گون در محاط و حداکثر حجم با مستطیل مکعب (٣
بیابید. را

مستطیل مکعب از رأس یک تنها فضا از هشتم یک هر در که کنیم فرض می توانیم حل:
فرض بگیریم. نظر در اول هشتم یک در را شکل است کافی تقارن، دلیل به و دارد: قرار
است. (x0,y0,z)) دارد، قرار اول هشتم یک در که مستطیل مکعب از رأس آن مختصات کنیم
که است کافی پس است. f = 8x0y0z0 برابر حاصل مستطیل مکعب حجم صورت، این در
معنی این به لاگرانژ شرط بیابیم. g = x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 شرط به را f ماکزیموم

که دارد وجود ای λ عدد که است

(yz, xz, xy) = λ
(
2x/a2,2y/b2,2z/c2

)
.

آنگاه ،λ , 0 اگر بنابراین،


yz = 2xλ/a2,

xz = 2yλ/b2,

xy = 2zλ/c2,

⇒


xyz = 2λx2/a2,

xyz = 2λy2/b2,

xyz = 2λz2/c2,

⇒


2λ/3 = 2λx2/a2,

2λ/3 = λy2/b2,

2λ/3 = 2λz2/c2,

⇒


x2 = a2/3,

y2 = b2/3,

z2 = c2/3,

y = βb ،x = βa بنابراین است، واقع اول هشتم یک در (x,y,z) بودیم کرده فرض چون که
مکعب یعنی، . f (X0) = βabc که ،X0 = β(a,b,c) دیگر بیان به β =

√
3/3 که ،z = βc و

خواهد 8
√

3abc/9 برابر آن حجم و باشد βa×βb×βc ابعاد به باید حجم حداکثر با مستطیل
شود). توجه ۵ . ١٣-الف شکل (به بود

بیابید. را D : x2+ y2+ z2 ≤ 100 گوی بر f = x2+2y2+3z2 تابع اکسترموم (۴

می یابیم: را Int(D) در f تکین نقاط ابتدا حل:

f ′ = 0⇔ 2x = 4y = 6z = 0⇔ X1 = (0,0,0),

∂D : x2+y2+ z2 = است: کره یک که می یابیم را D لبۀ بر f اکسترموم حال . f (X1) = 0 که
که است، g = x2+ y2+ z2−100 = 0 شرط به f اکسترموم یافتن معنی به مسأله این .100
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داریم حالت، این در می باشد. مشروط اکسترموم مسألۀ یک

 f ′ = λg′,

g = 0,
⇔


2x = 2λx, (1)

4y = 2λy, (2)

6z = 2λz, (3)

x2+ y2+ z2 = 100. (4)

(۴) معادلۀ با که x = y = z = 0 می شود نتیجه (٣) و (٢) ،(١) معادلات از آنگاه ،λ = 0 اگر
یا و x = 0 یا که می شود نتیجه (١) معادلۀ از صورت این در اما .λ , 0 باید پس دارد. تضاد
.y = z = 0 می شود نتیجه (٣) و (٢) معادلات و λ = 1 شرط از اما .λ = 1 صورت این غیر در
X3 = و X2 = (10,0,0) نقاط یعنی، .x = یا±10 x2 = 100 داریم (۴) معادلۀ از بنابراین،
،X5 = (0,−10,0) ،X4 = (0,10,0) نقاط مشابه، صورت به می شود. حاصل (−10,0,0)

، f (X2) = f (X3) = 100 طرفی از می گردد. حاصل X7 = (0,0,−10) و X6 = (0,0,10)

برابر D بر f ماکزیموم مجموع، در پس . f (X6) = f (X7) = 300 و f (X4) = f (X5) = 200

⃝ می دهد. رخ X1 نقطۀ در و 0 برابر آن مینیموم و می دهد رخ X7 و X6 نقاط در و 300

:١٣ . ۵ شکل
مستطیل مکعب الف)

بیضی گون در محاط
بین فاصلۀ کمترین ب)

سهمی و خط

کنید: محاسبه شده داده شرط به را f تابع اکسترموم تمرین. ۵.١١.۵

1) f = xy, x2/8+ y2/2 = 1,

2) f = 3x+4y, x2+ y2 = 1,

3) f = x2+ y2, x/a+ y/b = 1,

4) f = ax2+2bxy+ay2, x2+ y2 = 1,

5) f = cos2 x+ cos2 y, x− y = π/4,

6) f = x+2y+3z, x2+ y2+ z2 = 1,

7) f = sin xsinysinz, x+ y+ z = π/2,

8) f = x2+ y2+ z2, x2/a2+ y2/b2+ z2/c2 = 1, 0 < a < b < c,
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9) f = xmynzℓ, x+ y+ z = a, 0 < m,n, ℓ,a,

10) f = x+ y+ z−3 3√xyz, 3√x+ 3√y+ 3√z = 3.

بیابید. را مختصات مبدأ تا ax+by+ c = 0 خط از نقطه نزدیکترین (١١

باشد. حداقل مجموعشان و 9 برابر حاصلضربشان که بیابید طوری مثبت عدد دو (١٢

بیابید. را x2+ y2 = 8x+17 دایرۀ تا x+2y = 40 خط فاصلۀ (١٣

کنید. محاط x2/a2+ y2/b2 = 1 بیضی در مساحت حداکثر با مستطیل (١۴

نمود. می توان محاط R شعاع به کره ای در که بیابید را بازی رو استوانۀ ارتفاع و شعاع (١۵

باشد، T = x− 2y+ z دمای دارای x2 + y2 + z2 = 3 کرۀ از (x,y,z) مختصات به نقطۀ اگر (١۶
بیابید. را کره سطح نقطۀ سردترین و گرمترین

یک در و مختصاتی صفحات بر آن وجه سه که بیابید را حجم حداکثر با مستطیلی مکعب (١٧
.0 < a,b,c که ،x/a+ y/b+ z/c = 1 صفحۀ بر آن رأس یک و دارد قرار اول هشتم

(یعنی آنها هامونیک متوسط و ثابت آنها مجموع که بیابید طوری z و y ،x مثبت عدد سه (١٨
است. حداکثر (3/(1/x+1/y+1/z)

مساحت و بوده مکعب لیتر 4000 آن حجم که کنید طراحی مستطیل مکعب شکل به استخری (١٩
باشد. ممکن مقدار حداقل آن سطح

Ax+By+Cz+D = 0 بیابید: را شده داده صفحۀ تا (x0,y0,z0) نقطۀ فاصلۀ (٢٠

می کنیم. بیان را مشروط اکسترموم مسألۀ یافتۀ تعمیم شکل اکنون

هستند. R به Rn از مشتقپذیر توابعی gk و . . . ،g1 ، f و 1 ≤ k < n کنید فرض مسأله. ۶.١١.۵
اکسترموم را مسأله جواب S : g1(X) = · · · = gk(X) = 0 مجموعۀ بر f تابع اکسترموم مطلوبست

می نامیم. gk(X) = 0 و ... ،g1(X) = 0 شرط به f تابع مشروط

g1(X) = شرایط به f تابع اکسترموم مسألۀ جواب یک X0 اگر لاگرانژ. یافتۀ تعمیم قضیۀ ٧.١١.۵
خطی مستقل g′k(X) و ... ،g′1(X) بردارهای ای X ∈ S هر ازای به و باشد gk(X) = 0 و ... ،0

که می شوند یافت طوری λk و ... ،λ1 اعداد آنگاه باشند،

f ′(X0) = λ1g′1(X0)+ · · ·+λkg′(X0).

مثال. ٨.١١.۵
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بیابید. x2+ y2+ z2 = 1 نیز و x+ y+ z = 0 اینکه شرط به را f = xyz تابع اکسترموم (١

معنی به لاگرانژ شرط .g2 = x2+ y2+ z2−1 و g1 = x+ y+ z اینجا در )حل:
yz, xz, xy

)
= λ

(
1,1,1

)
+µ

(
2x,2y,2z

)
,

دیگر بیان به است،
yz = λ+2µx

xz = λ+2µy,

xy = λ+2µz,

⇒


xyz = λx+2µx2,

xyz = λy+2µy2,

xyz = λz+2µz2,

(۵ . ١٢ )

می آوریم بدست تساوی، سه این کردن جمع از ،x2 + y2 + z2 = 1 و x+ y+ z = 0 چون که
می کنند. صدق 2µx2 +λx = 2µ/3 دوم درجۀ معادلۀ در z و y ،x بنابراین .3xyz = 2µ که

می گیریم: نظر در را زیر حالتهای

و صفرند، z و y ،x اعداد از تا دو لااقل لذا و xy = xz = yz = 0 آنگاه ،λ = µ = 0 اگر الف)
زیرا است، محال این که حالی در است، صفر نیز بعدی عدد ،x+ y+ z = 0 باید چون

نیست. ممکن حالت این پس .x2+ y2+ z2 = 1 بایستی

x = y = هم باز پس است، x = 0 برابر x حسب بر معادلۀ جواب آنگاه ،λ , µ = 0 اگر ب)
نیست. ممکن که z = 0

صورت این در زیرا نیست، ممکن که x = y = z = 2
√

3/2 آنگاه ،µ , λ = 0 اگر ج)
.x+ y+ z = 2

√
3

می گیریم نتیجه (۵ . ١٢ ) معادلات از آنگاه ،λ , 0 , µ اگر د)

λ(x− y) = −2µ(x2− y2),

λ(x− z) = −2µ(x2− z2),

λ(y− z) = −2µ(y2− z2).

می گیریم نظر در را زیر حالتهای اکنون

تفاضل با پس x+z = x+y = y+z = −λ/2µ آنگاه باشند، متفاوت z و y ،x اگر (a

است. تناقض که x− y = y− z = z− x = 0 که می شود نتیجه
شرط از اکنون .z = −x−λ/2µ یا x+ z = y+ z = −λ/2µ آنگاه ،z , y = x اگر (b

می شود نتیجه x2+y2+z2 = 1 شرط از و x= λ/2µ که می گردد نتیجه x+y+z= 0

و −z/2 = x = y =
√

3/3 نتیجه در .λ/µ = ±
√

3/3 بنابراین .3λ2/4µ2 = 1 که
می شود: حاصل نقطه شش تقارن دلیل به که −z/2 = x = y = −

√
3/3 یا

X1 =

√
3

3
(
1,1,−2

)
, X2 =

√
3

3
(
1,−2,1

)
,
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X3 =

√
3

3
(−2,1,1

)
, X4 = −

√
3

3
(
1,1,−2

)
,

X5 = −
√

3
3

(
1,−2,1

)
, X6 = −

√
3

3
(−2,1,1

)
.

. f (X4)= f (X5)= f (X6)= 2
√

3/9 و f (X1)= f (X2)= f (X3)=−2
√

3/9 که
غلط که 0 = 1 می دهد نتیجه x2 + y2 + z2 = 1 شرط آنگاه ،x = y = z = 0 اگر (c

است.

و X5 ،X4 نقاط در که است 2
√

3/9 برابر g1 = g2 = 0 شرط به f ماکزیمم مجموع، در پس
می دهد. رخ X3 و X2 ،X1 نقاط در که است −2

√
3/9 برابر آن مینیموم و می دهند رخ X6

کنید. پیدا را x = y+2 خط و y = x2 سهمی بین فاصله کوتاهترین (٢

خط بر دلخواه نقطه ای (α,β) و y = x2 سهمی بر دلخواهی نقطۀ (x,y) کنیم فرض حل:
می گیریم نظر در را (α,β) تا (x,y) فاصلۀ مربع تابع اکنون باشد. x = y+2

f = d2 = (x−α)2+ (y−β)2

شرط اکنون می گیریم. g2 = α− β− 2 = 0 و g1 = y− x2 = 0 بترتیب را مسأله شرایط و
معنی به )لاگرانژ

2(x−α),2(y−β),−2(x−α),−2(y−β)
)
= λ

(−2x,1,0,0
)
+µ

(
0,0,1,−1

)
,

بنابراین است.

2(x−α) = −2λx,

2(x−β) = λ,

−2(x−α) = µ,

−2(y−β) = −µx,

y = x2,

α = β+2,

⇒



α = (1+λ)x,

β = y−λ/2,
α = x+µ/2,

β = y−µ/2,
y = x2,

α = β+2,

(1)
⇒



α = (1+λ)x,

β = y−λ/2,
α = x+λ/2,

y = x2,

α = β+2.

(۵ . ١٣ )

می گیریم: نظر در حالت دو است. شده استفاده چهارم و دوم تساوی از (1) در

ندارد. حقیقی ریشۀ که x2+ x = 2 و x = y+2 ،β = y ،α = x صورت این در :λ = 0 (الف

داریم (۵ . ١٣ ) فرمولهای مجموعه در سوم و اول تساوی از صورت این در :λ , 0 ب)
پس .α = β+ 2 و β = 1/4+ λ/2 ،α = 1/2(λ+ 1) ،y = 1/4 بنابراین .x = 1/2

اینکه، نتیجه f (x,y,α,β) = 49/32 حالت این در .β = −5/8 و α = 11/8 ،λ = 7/4

فاصلۀ از است عبارت که است
√

49/32 = 7
√

2/8 برابر خط تا سهمی فاصلۀ حداقل
شکل (به x = y+2 خط از (11/8,−5/8) نقطۀ تا y = x2 سهمی از (1/2,1/4) نقطۀ
⃝ شود). توجه ۵ . ١٣-ب
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بیابید: شده داده شرایط با را f تابع اکسترموم مورد، هر در تمرین. ٩.١١.۵

1) f = xy+ yz, y+ z = 2, x2+ y2 = 2, x > 0, y > 0, z > 0,

2) f = x2+ y2+ z2, x+2y+3z = 6, x+3y+ z = 9,

3) f = x2yz+1, 2x− y = 0, y+ z = 2,

4) f = xyz, x+ y+ z = 4, x+ y = z,

5) f = xy+ z2, y = x, x2+ y2 = 4+ z2,

6) f = x2+ y2+ z2+w2, x+ y+w = z+2, 2x+ z = y+w+1.

آورید. بدست را y = x2 سهمی تا 2x2+ xy− y2 = 0 دوم درجه منحنی فاصلۀ (٧

α2+β2 = x2+ y2 = 1 باشیم داشته که بیابید شرطی به را f = αx+βy تابع ماکزیموم (٨

.α2+β2+γ2 = x2+ y2+ z2 = 1 که بیابید شرطی به را f = αx+βy+γz تابع ماکزیموم (٩

دیفرانسیلͬ فرم ١٢ . ۵ بخش

نیز و دوم نوع خط انتگرال قسمت در بعداً که مفهومی است، «دیفرانسیلی» فرم بخش این موضوع
و صفحه در می دهیم: انجام مرحله دو در را اشیاء این مطالعۀ می رود. بکار دوم نوع سطح انتگرال

فضا.

که ،dz = ∆z = z− z0 و dy = ∆y = y− y0 ،dx = ∆x = x− x0 بخش این در داد. قرار ١.١٢.۵
می باشند. ثابت پس این از و دلخواه اعداد z0 و y0 ،x0

θ = P(x,y)dx+Q(x,y)dy شکل به است عبارتی ،R2 در «١ -فرم» از منظور تعریف. ٢.١٢.۵
مجموعۀ می نامیم. θ دامنۀ را توابع این دامنۀ اشتراک پذیرند. مشتق توابعی Q(x,y) و P(x,y) که
△ می دهیم. نشان Ω1R2 نماد با را R2 در ١ -فرمهای همۀ

است. R2 در ١ -فرم یک θ = d(x2+ y2) = 2xdx+2ydy (١ مثال. ٣.١٢.۵

⃝ است. D : x , 0 دامنۀ با ١ -فرم یک θ = dx/x+ x2 dy (٢

f (x,y) که ω= f (x,y)dx∧dy شکل به است عبارتی ،R2 در «٢ -فرم» از منظور تعریف. ۴.١٢.۵
نماد با را R2 در ٢ -فرمهای همۀ مجموعۀ می نامیم. ω دامنۀ را f (x,y) دامنۀ است. مشتق پذیر تابعی
△ دهیم. می نشان Ω2R2
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شکل به را ١ -فرمها بین (∧-ضرب) گوه ای ضرب تعریف. ۵.١٢.۵

dy∧dy = dx∧dx = 0, dx∧dy = −dy∧dx.

و θ = Pdx+Qdy اگر بنابراین، می دهیم. تعمیم ١ -فرمها کل به خطی صورت به و نموده تعریف
آنگاه ،η = Rdx+S dy همچنین

θ∧η = (
Pdx+Qdy

)∧ (
Rdx+S dy

)
= (PS −QR)dx∧dy.

داریم بالا، تعریف به توجه با مثال. ۶.١٢.۵

1)
(
xdx+ ydy

)∧ (
xsinydx+

y
x

dy
)
=

( x2

y
− xysiny

)
dx∧dy,

2)
(
adx+bdy

)∧ (
asinydx−bdy

)
= −ab(1+ siny)dx∧dy.

آنگاه باشند، مشتق پذیر تابعی z = f (x,y) و ١ -فرم α و η ،θ کنید فرض قضیه. ٧.١٢.۵

1) ( f θ)∧η = θ∧ ( fη) = f
(
θ∧η), 2) θ∧η = −η∧ θ,

3) θ∧ θ = 0, 4) θ∧ (η+α) = θ∧η+ θ∧α.

که دهید نشان (١ تمرین. ٨.١٢.۵

(
Pdx+Qdy

)∧ (
Rdx+S dy

)
=

∣∣∣∣∣∣∣ P Q

R S

∣∣∣∣∣∣∣ dx∧dy.

α = x2 dx− ydy ،η = (y/x)dx+ (x/y)dy ،θ = sin(xy)dx+
√

x2+1dy که کنید فرض (٢
کنید. تحقیق را ٧.١٢.۵ از ۴ و ٣ ،٢ ،١ روابط . f = arcsin(x/y) و

خطی مستقل X0 نقطۀ در وقتی فقط و وقتی η = Rdx+S dy و θ = Pdx+Qdy کنید ثابت (٣
باشد. صفر مخالف X0 نقطۀ در θ∧η که هستند

دیفرانسیل را dθ := dP∧dx+dQ∧dy صورت این در ،θ = Pdx+Qdy اگر تعریف. ٩.١٢.۵
واقع در می کنیم، تعریف θ

dθ :=
(
∂P
∂x

dx+
∂P
∂y

dy
)
∧dx+

(
∂Q
∂x

dx+
∂Q
∂y

dy
)
∧dy

=

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dx∧dy.
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داریم بالا، تعریف به توجه با مثال. ١٠.١٢.۵

1) d
(
xdx− x

y
dy

)
= −1

y
dx∧dy, 2) d

(
1
x

dx− 1
y2 dy

)
= 0,

3) d
(
arctan(x+ y)dx+ arcsin(x+ y)dy

)
=

 1√
1− (x+ y)2

− 1
1+ (x+ y)2

 dx∧dy.

آنگاه مشتق پذیر، تابعی f و باشند ١ -فرم η و θ اگر قضیه. ١١.١٢.۵

1) d(θ+η) = dθ+dη, 2) d( f θ) = d f ∧ θ+ f dθ,

3) d(d f ) = 0, 4) d(dθ) = 0.

تمرین. ١٢.١٢.۵

،١ روابط .η = xey dx+
√

x2+ y2 dy و θ = (x/y)dx+ xydy ، f = tan(x+y) کنید فرض (١
دهید. نشان را ١١.١٢.۵ در ۴ و ٣ ،٢

و ٢ ،١ روابط ،θ = cos xdx− xsinydy و η = dx+arcsin(x/y)dy ، f = xey کنید فرض (٢
دهید. نشان را ١١.١٢.۵ در ٣

تابعی که است کامل θ = Pdx+Qdy مفروض ١ -فرم می گوئیم صورتی در تعریف. ١٣.١٢.۵
١ -فرم صورتی در می نامیم. θ پتانسیل را f صورت این در .θ = d f که باشد داشته وجود z = f (x,y)

△ .dθ = 0 که گوئیم دقیق را θ

با X0 ∈ D نقطه ای که گوئیم شکل ستاره صورتی در را D ⊆ Rn مجموعۀ زیر تعریف. ١۴.١٢.۵
یافت: بتوان را زیر خاصیت

△ دارد.» قرار D در تماماً X0X پاره خط ،X ∈ D دلخواه نقطۀ هر ازای «به

شود). توجه ١۴ . ۵ شکل (به است دلخواه X ولی است، وجودی X0 بالا تعریف در که شود توجه
مطلب این عکس اما، است. دقیق آنگاه باشد، کامل θ اگر ،١١.١٢.۵ قضیۀ از ٣ قسمت به توجه با
می دهد. ارائه را حکم این عکس برقراری برای کافی شرط یک زیر قضیۀ است. غلط کلی حالت در

:١۴ . ۵ شکل
شکل ستاره مجموعۀ

باشد، دقیق D شکل ستاره و باز مجموعۀ بر θ مشتقپذیر ١ -فرم اگر پوانکاره. قضیۀ ١۵.١٢.۵
△ است. کامل D بر θ آنگاه
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.dθ = −dx∧dy نیست: دقیق زیرا نیست، کامل θ = ydx+dy فرم (١ مثال. ١۶.١٢.۵

می باشد. کامل لذا و (dθ = 0 (یعنی، است دقیق D=R2 بر θ = y2 dx+2y(x+1)dy ١ -فرم (٢
∂ f /∂x = y2 که است معنی بدان این اما .θ = d f داریم D بر که هست ای z = f (x,y) پس

نتیجه در .∂ f /∂y = 2xy+2y و

f (x,y) =
∫

y2 dx

= xy2+A(y),

f (x,y) =
∫

2y(x+1)dy

= xy2+ y2+B(x),

که می گیریم نتیجه ، f برای بالا مساوی عبارت دو مقایسۀ با دلخواهند. توابع B و A که
θ پتانسیل بنابراین دلخواهند. ثابت اعداد C2 و C1 که ،B(x) = C2 و A(y) = y2 +C1

است. ثابت عددی C که f = xy2+ y2+C از است عبارت

تابع دیفرانسیل برابر زیرا است، کامل D = R2 − (0,0) بر θ = (xdx+ ydy)/
√

x2+ y2 (٣

D در تماماً (−1,0)(1,0) خط پاره زیرا نیست، شکل ستاره D اما می باشد. f =
√

x2+ y2

کافی شرط یک تنها و نیست لازم پوانکاره قضیۀ در D بودن ستاره شرط پس نمی گیرد. قرار
است.

است. کامل بنابراین و دقیق D=R2 بر θ = (
x2+2xy−y2)dx+

(
x2−2xy−y2)dy ١ -فرم (۴

جزئی انتگرال y به نسبت dy ضریب از و x به نسبت dx ضریب از ،θ پتانسیل یافتن برای
می گیریم:

f (x,y) =
∫ (

x2+2xy− y2)dx

=
x3

3
+ x2y− xy2+A(y),

f (x,y) =
∫ (

x2−2xy− y2)dy

= x2y− xy2− y3

3
+B(x),

عددی می گیریم نتیجه ، f برای بالا مساوی عبارت دو مقایسۀ با دلخواهند. توابع B و A که
△ . f (x,y) = x3/3− y3/3+ x2y− xy2+C که دارد وجود C مانند ثابت

پتانسیل بودن، کامل صورت در و کاملند زیر ١ -فرمهای کدام که کنید مشخص تمرین. ١٧.١٢.۵
بیابید: را شده داده ١ -فرم

1)
(
3x2y− y2+1

)
dx+

(
x3−2xy

)
dy, 2)

ydx− xdy
3x2−2xy+3y2+1

,

3)
(
siny+

y
x2

)
dx+

(
xcosy− 1

x
)
dy, 4)

(
x2+2xy+5y2)dx+

(
x− y

)2 dy
(x+ y)3 ,

5) ex(ey(x− y+2)+ y
)
dx+ ex(ey(x− y)+1

)
dy.

می دهیم. تعمیم R3 به را بالا مباحث و نموده آغاز را دوم مرحلۀ اکنون
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،P که θ = Pdx+Qdy+Rdz شکل به است عبارتی ،R3 در ١ -فرم از منظور تعریف. ١٨.١٢.۵
می نامیم. θ دامنۀ را توابع این مشترک دامنۀ مشتقپذیرند. متغیرۀ سه توابع R و Q

،P که ω = Pdx∧dy+Qdy∧dz+Rdz∧dx شکل به است عبارتی ،R3 در ٢ -فرم از منظور
می نامیم. ω دامنۀ را توابع این مشترک دامنۀ پذیرند. مشتق و متغیره سه توابعی R و Q

و متغیره سه تابعی f که Ω = f dx∧ dy∧ dz شکل به است عبارتی ،R3 در ٣ -فرم از منظور
می نامیم. Ω دامنۀ را f دامنۀ می باشد. مشتق پذبر

Ω3R3 و Ω2R3 ،Ω1R3 نماد با بترتیب را R3 در ٣ -فرمهای و ٢ -فرمها ١ -فرمها، همۀ مجموعۀ
زیر بصورت را dz و dy ،dx اساسی ١ -فرمهای بین ∧-ضرب) (یا، گوه ای ضرب می دهیم. نشان

می کنیم تعریف

dx∧dx = dy∧dy

= dz∧dz = 0,

dx∧dy = −dy∧dx,

dx∧dz = −dz∧dx,

dy∧dz = −dz∧dy,

dx∧dx∧dy = dx∧dx∧dz

= dy∧dy∧dz

= dz∧dz∧dx

= dz∧dz∧dy = 0,

dx∧dy∧dz = dz∧dx∧dy

= dy∧dz∧dx

= −dy∧dx∧dz

= −dx∧dz∧dy

= −dz∧dy∧dx.,

dx∧dx∧dx = dy∧dy∧dy

= dz∧dz∧dz = 0.

R3 بر دیفراسیلی فرمهای کل برای را تعریف این جمع، به نسبت گوه ای ضرب شرکتپذیری فرض با
△ داد. تعمیم می توان

داریم بالا، تعریف به توجه با مثال. ١٩.١٢.۵

(
ydx+ zdy+ x2 dz

)∧ (
zdx+ ydy+ zdz

)
=

(
y2− z2)dx∧dy

+
(
z2− x2y

)
dy∧dz+

(
x2z− yz

)
dz∧dx,(

ydx+ zdy+ x2 dz
)∧ (

xdx∧dy− ydy∧dz+ zdz∧dx
)
=

(
x3− y2+ z2)dx∧dy∧dz,(

dx+dy−dz
)∧ (

dx−dy+dz
)∧ (−dx+dy+dz

)
= −4dx∧dy∧dz.

و η = x2dx+ y2dy+ z2dz ،α = dx+dy+dz ،θ = xdx− ydy+ z2dz گیریم تمرین. ٢٠.١٢.۵
،θ∧α ،θ∧ω ،θ∧η عبارتهای از یک هر صورت این در .ω = ydx∧dy+ xdy∧dz+ y2dz∧dx

کنید. محاسبه را α∧ω و θ∧η∧α ،η∧ω
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،ω = Pdx∧ dy+Qdy∧ dz+Rdz∧ dx و θ = Pdx+Qdy+Rdz اگر تعریف. ٢١.١٢.۵
می کنیم تعریف زیر صورت به بترتیب را ω و θ دیفرانسیل

dθ = dP∧dx+dQ∧dy+dR∧dz

=
(
Qx −Py

)
dx∧dy+

(
Ry−Qz

)
dy∧dz+

(
Rx −Pz

)
dz∧dx,

dω = dP∧dx∧dy+dQ∧dy∧dz+dR∧dz∧dx

=
(
Pz+Qx +Ry

)
dx∧dy∧dz.

که گوئیم کامل صورتی در را ω ٢ -فرم می شود. تعریف ١٣.١٢.۵ در همانند کامل و دقیق ١ -فرمی
صفر آن دیفرانسیل که گوئیم دقیق صورتی در را ω ٢ -فرم .ω = dθ که گردد یافت چنان θ ١ -فرم

باشد.
دقیق آنگاه باشد، کامل ٢ -فرم یا و ١ -فرم یک اگر ،٢٢.١٢.۵ قضیۀ از ۵ و ۴ قسمتهای به نظر
این عکس برقراری برای کافی شرط یک زیر قضیۀ است. غلط کلی حالت در حکم این عکس است.

می دهد. ارائه را حکم

آنگاه باشند، مشتق پذیر تابعی f و ٢ -فرم یک ω و ١ -فرم دو θ2 و θ1 اگر قضیه. ٢٢.١٢.۵

1) d( f θ1) = d f ∧ θ1+ f dθ1, 4) d(d f ) = 0,

2) d( fω) = d f ∧ω+ f dw, 5) d(dθ1) = 0,

3) d(θ1∧ θ2) = dθ1∧ θ2− θ1∧dθ2, 6) d(dω) = 0.

.d2 = 0 شود: توجه ۶ و ۵ ،۴ احکام در تشابه به

اگر است. کامل باشد، دقیق D شکل ستاره مجموعۀ بر θ ١ -فرم اگر پوانکاره. قضیۀ ٢٣.١٢.۵
□ است. کامل باشد، دقیق D شکل ستاره مجموعۀ بر ω ٢ -فرم

مثال. ٢۴.١٢.۵

ای f (یعنی θ پتانسیل یافتن برای است. کامل لذا و دقیق θ = zdx+2ydy+ xdz ١ -فرم (١
می کنیم: عمل زیر روش به (d f = θ که

f =
∫

Pdx

=

∫
zdx

= xz+A(y,z),

f =
∫

Qdy

=

∫
2ydy

= y2+B(x,z),

f =
∫

Rdz

=

∫
xdz

= xz+C(x,y).

می باشد. دلخواه عددی D و دلخواه متغیرۀ دو توابع C و B ،A که ، f = xz+y2+D نتیجه در
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.dθ = −dx∧dy نیست دقیق زیرا نیست، کامل θ = ydx+ ydy+ zdz ١ -فرم (٢

پتانسیل بعلاوه، است. کامل لذا و دقیق θ = (
ysinz

)
dx+

(
xsinz

)
dy+

(
xycosz

)
dz ١ -فرم (٣

از است عبارت θ

f =
∫

Pdx

=

∫
ysinzdx

= xysinz+A(y,z),

f =
∫

Qdy

=

∫
xsinzdy

= xysinz+B(x,z),

f =
∫

Rdz

=

∫
xycoszdz

= xysinz+C(x,y).

است. ثابت عددی D که ، f = xysinz+D نتیجه در

بنابراین، می باشد. کامل لذا و است دقیق ω = y2 dx∧dy+ xdy∧dz− ydz∧dx ٢ -فرم (۴
یعنی شرط این اما .dθ = ω که دارد وجود ای θ = Pdx+Qdy+Rdz ١ -فرمی

Qx −Py = y2, Ry−Qz = x, Pz−Rx = −y.

معمولا نیست. کتاب این حد در آنها حل و است جزئی مشتقات با معادلات دستگاه یک که
بایستی پس نمی کند. ایجاد مشکلی Q � 0 فرض ،مثلا باشد. مفید می تواند ابتکاری روشهای
R = xy می تواند یعنی، ،Rx = y و Ry = x باید بنابراین، .P = −y3/3 شاید و Py = −y3

از است عبارت کلی جواب است. مسأله جواب یک θ = −y3

3
dx+ xydz بنابراین، باشد.

θ =

(
−y3

3
+A(x)

)
dx+B(y)dy+ (xy+C(z)) dz,

دلخواهند. توابع C و B ،A که

.dω= 2dx∧dy∧dz, 0 زیرا: نیست، =ωکامل y2 dx∧dy+ xdy∧dz+ydz∧dx ٢ -فرم (۵
⃝ نیست. دقیق بنابراین و

بیابید: را کامل ١ -فرمهای پتانسیل شده، داده ١ -فرم بودن کامل تحقیق ضمن تمرین. ٢۵.١٢.۵

1) θ = xyzdx− xdy+dz, 2) θ = yzdx+ (xz+1)dy+ (xy+2z)dz,

3) θ =
xdx+ ydy+ zdz√

x2+ y2+ z2
, 4) θ = (x2−2yz)dx+ (y2−2xz)dx+ (z2−2xy)dz,

5) θ =
(
1− 1

y
+

y
z

)
dx+

(
x
z
+

x
y2

)
dy− xy

z2 dz.

است: کامل شده داده ٢ -فرم کدام که کنید تحقیق

6) ω = x2 dx∧dy+ xdy∧dz+ zdz∧dx,
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7) ω = sin(xy)dx∧dy+ x2 dy∧dz−2xydz∧dx,

8) ω = zdx∧dy+ arcsin(x+ y)dy∧dz+
z
x

dz∧dx,

9) ω =
1
x

dx∧dy−
( x
z2 + x

)
dy∧dz+ ydz∧dx,

10) ω = sin(xz)dx∧dy+ sin(zy)dy∧dz+ sin(xy)dz∧dx.

در می گردد، تعریف D ⊆ R2 شکل ستاره مجموعۀ بر که θ = Pdx+Qdy ١ -فرم دهید نشان (١١
.Py = Qx که است کامل صورتی

تعریف D ⊆ R3 شکل ستاره مجموعۀ بر که θ = Pdx+Qdy+Rdz ١ -فرم دهید نشان (١٢
معادل بیان به یا .Qz = Ry و Pz = Rx ،Py = Qx که است کامل صورتی در می گردد،

Curl(P,Q,R) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

شد. خواهد بحث Curl پیچش یا کرل مفهوم مورد در ٣.٨.٩ در

شکل ستاره مجموعۀ بر که ω = Pdx∧ dy+Qdy∧ dz+Rdz∧ dx ٢ -فرم دهید نشان (١٣
معادل بیان به یا .Pz+Qx +Ry = 0 که است کامل صورتی در می شود، تعریف D ⊆ R3

div(P,Q,R) :=
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
•(P,Q,R) = 0.

شد. خواهد بحث div دیورژانس یا واگرای مفهوم مورد در ٨.۶.٩ در

آنگاه ،y = g(u,v) و x = f (u,v) اگر الف) متغیر. تغییر قضیۀ ٢۶.١٢.۵

1) dx = fu du+ fv dv, 2) dy = gu du+gv dv,

3) dx∧dy =
∂(x,y)
∂(u,v)

du∧dv.

آنگاه ،z = h(u,v,w) و y = g(u,v,w) ،x = f (u,v,w) اگر ب)

1) dx = fu du+ fv dv+ fw dw, 2) dy = gu du+gv dv+gw dw,

3) dz = hu du+hv dv+hw dw,

4) dx∧dy =
∂(x,y)
∂(u,v)

du∧dv+
∂(x,y)
∂(v,w)

dv∧dw+
∂(x,y)
∂(w,u)

dw∧du,

5) dy∧dz =
∂(y,z)
∂(u,v)

du∧dv+
∂(y,z)
∂(v,w)

dv∧dw+
∂(y,z)
∂(w,u)

dw∧du,
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6) dz∧dx =
∂(z, x)
∂(u,v)

du∧dv+
∂(z, x)
∂(v,w)

dv∧dw+
∂(z, x)
∂(w,u)

dw∧du,

7) dx∧dy∧dz =
∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

du∧dv∧dw.

صورت این در ،y = u2+ v3 و x = uv که کنید فرض (١ مثال. ٢٧.١٢.۵

dx = vdu+udv, dx∧dy =

∣∣∣∣∣∣∣ v u

2u 3v2

∣∣∣∣∣∣∣du∧dv

dy = 2udu+3v2dv, =
(
3v3−2u2

)
du∧dv.

داریم: ١ -فرمها مورد در آنگاه ،z = u2+ v2+w2 و y = uv+ vw ،x = u+ v+w کنید فرض (٢

dx = du+dv+dw,

dy = vdu+ (u+w)dv+ vdw,

dz = 2udu+2vdv+2wdw.

داریم: ٢ -فرمها مورد در

dx∧dy =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 1

v u+w

∣∣∣∣∣∣∣du∧dv+

∣∣∣∣∣∣∣ 1 1

u+w v

∣∣∣∣∣∣∣dv∧dw+

∣∣∣∣∣∣∣ 1 1

v v

∣∣∣∣∣∣∣dw∧du

= (u− v+w)du∧dv+ (−u+ v−w)dv∧dw,

dy∧dz =

∣∣∣∣∣∣∣ v u+w

2u 2v

∣∣∣∣∣∣∣du∧dv+

∣∣∣∣∣∣∣ u+w v

2v 2w

∣∣∣∣∣∣∣dv∧dw+

∣∣∣∣∣∣∣ v v

2w 2u

∣∣∣∣∣∣∣dw∧du

= 2
(
−u2+ v2−uw

)
du∧dv+2(uw− v2+w2)dv∧dw+2(uv−w2)dw∧du,

dz∧dx =

∣∣∣∣∣∣∣ 2u 2v

1 1

∣∣∣∣∣∣∣du∧dv+

∣∣∣∣∣∣∣ 2v 2w

1 1

∣∣∣∣∣∣∣dv∧dw+

∣∣∣∣∣∣∣ 2w 2u

1 1

∣∣∣∣∣∣∣dw∧du

= 2(u− v)du∧dv+2(v−w)dv∧dw+2(w−u)dw∧du.

داریم: ٣ -فرمها مورد در

dx∧dy∧dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

v u+w v

2u 2v 2w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣du∧dv∧dw

= 2(u− v+w) (w−u)du∧dv∧dw.

بدست du∧ dv حسب بر را dx∧ dy ،v = x2 + y2 − xy و u = ln x− lny که صورتی در (٣
آورید.
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داریم ،٧.۴.۵ و ٢۶.١٢.۵ قضایای به توجه با حل:

dx∧dy =
du∧dv
∂(u,v)
∂(x,y)

=
du∧dv∣∣∣∣∣∣∣ 1/x 1/y

2x− y 2y− x

∣∣∣∣∣∣∣
=

xy
2(x+ y)

du∧dv.

حسب بر را dx∧dy∧dz ،w = x3+y3+z3 و v = x2+y2+z2 ،u = x+y+z که صورتی در (۴
کنید. محاسبه du∧dv∧dw

داریم (٣) قسمت شبیه استدلال با حل:

dx∧dy∧dz = du∧dv∧dw÷ ∂ (u,v,w)
∂ (x,y,z)

= du∧dv∧dw÷

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

2u 2v 2w

3u2 3v2 3w2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

du∧dv∧dw
(v−u) (w−u) (w− v)

.

.dx∧dy و dy ،dx محاسبۀ مطلوبست ،y = u2v3 و x = u2−v2 کنید فرض (١ تمرین. ٢٨.١٢.۵

.dx∧dy و dy ،dx محاسبۀ مطلوبست ،y = r sinθ و x = r cosθ کنید فرض (٢

،dy∧dz ،dx∧dy ،dz ،dy ،dx مطلوبست ،z = u3−v3 و y = u2+v2 ،x = uv کنید فرض (٣
.dx∧dy∧dz و dz∧dx

،dy∧dz ،dx∧dy ،dz ،dy ،dx محاسبۀ مطلوبست ،z = uv و y = veu ،x = uev کنید فرض (۴
.dx∧dy∧dz و dz∧dx

کنید. محاسبه du∧dv حسب بر را dx∧dy ،v = sin x/y و u = x2− y2 که صورتی در (۵

و dy∧dz ،dx∧dy محاسبۀ مطلوبست ،z = v2 و y = vsinh u ،x = vcosh u کنید فرض (۶
.dz∧dx

آورید. بدست را dz∧dx و dy∧dz ،dx∧dy عبارتهای ،z = x2+ y2 و y = vu2 ،x = uv2 (٧

y= ρcosφsinθ ،x= ρcosφcosθ که بیابید حالی در dx∧dy∧dz حسب بر را dρ∧dφ∧dθ (٨
.z = ρsinφ و

،v = a2+b2+c2 ،u = a+b+c که بیابید حالی در dx∧dy∧dz حسب بر را da∧db∧dc (٩
.w = x3+ y3+ z3 و v = x2+ y2+ z2 ،u = x+ y+ z بعلاوه و ،w = a3+b3+ c3
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متغیرها استقلال ١٣ . ۵ بخش

برای است؟ معنی چه به دقیقأ جمله این هستند». مستقل متغیرهای y و x» که شنیده اید بسیار قبلأ
است. نیاز زیر تعریف به پرسش این به پاسخ

می گوئیم صورتی در باشند. D مجموعۀ بر توابعی fk و ... ، f2 ، f1 کنید فرض تعریف. ١.١٣.۵
ای X ∈ D هر ازای به که گردد یافت G چون متغیره ای k تابع که هستند تابعی وابستۀ توابع این
می شوند. نامیده تابعی مستقل نباشند، تابعی وابستۀ که توابعی .G( f1(X), f2(X), · · · , fk(X)) = 0

مثال. ٢.١٣.۵

تابعی وابستۀ D بر f2 و f1 صورت، این در . f2 = cos x و f1 = sin x ،D = R کنید فرض (١
صفر D بر G( f1, f2) صورت این در ،G(u,v) = u2 + v2 − 1 شود فرض اگر زیرا، هستند.

است.

این در .D = {
(x,y) : x , ±y

} و f3 = (x2+ y2)/(x2− y2) ، f2 = x− y ، f1 = x+ y گیریم (٢
کنیم فرض موضوع، این اثبات برای هستند. تابعی وابستۀ D بر f3 و f2 ، f1 توابع صورت،
⃝ است. صفر D بر G( f1, f2, f3) صورت، این در ،G(u,v,w) = (u2+ v2)/(2uv)−w

این در باشند. D مجموعۀ بر دیفرانسیلپذیر توابعی fk و ... ، f2 ، f1 کنید فرض قضیه. ٣.١٣.۵
هر ازای به که است این باشند تابعی وابستۀ D بر توابع این اینکه برای کافی و لازم شرط صورتی،
□ .d f1|X ∧d f2|X ∧ · · ·∧d fk |X = 0 ای X ∈ D

زیرا هستند، تابعی وابستۀ D = (0,π/2) بر f2 = cos x و f1 = tan x توابع (١ مثال. ۴.١٣.۵

d f1∧d f2 =
dx

cos2 x
∧ (−sin xdx) = 0.

بر f2 = x2+ y2 و f1 = x2− y2 توابع (٢

D = R2−{(x,y)|xy = 0},

زیرا هستند، تابعی مستقل

d f1∧d f2 = (2xdx−2ydy)∧ (2xdx+2ydy)

= 8xydx∧dy , 0.

D = R3−{(x,y,z) : x = y یا y = بر f3 = xyz و f2 = xy+ xz+ yz ، f1 = x+ y+ z توابع (٣
با است برابر d f1∧d f2∧d f3 زیرا هستند، تابعی مستقل ،z یا x = z }

= (dx+dy+dz)∧ ((y+ z)dx+ (x+ z)dy+ (x+ y)dz)∧ (yzdx+ xzdy+ xydz)
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y+ z x+ z x+ y

yz xz xy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dx∧dy∧dz

= (x− y)(y− z)(z− x)dx∧dy∧dz , 0.

هستند: تابعی مستقل مجموعه کدام بر شده داده توابع که کنید تحقیق مورد هر در تمرین. ۵.١٣.۵

1) f1 = x+ y, f2 = x− y,

2) f1 = xy, f2 = x/y, f3 = x2− y2,

3) f1 = x+ y+ z, f2 = x3+ y3+ z3,

4) f1 = xy2z3, f2 = yz2x3, f3 = zx2y3,

5) f1 = x+ y+ z+u, f2 = x2+ y2+ z2+u2, f3 = x3+ y3+ z3+u3,

6) f1 = x+ y2+ z3+u4, f2 = y+ z2+u3+ x4, f3 = z+u2+ x3+ y4.

هندسه در کاربرد ١۴ . ۵ بخش

به صفحه در است شکلی دایره مثلا نمود، تعریف می توان جبری معادلات کمک به را هندسی اشیاء
این موضوع است. فضا در z = x2−y2 معادلۀ به شکلی هذلولوی، گون سهمی و x2+y2 = 1 معادلۀ

می باشد. اشیاء گونه این مطالعۀ بخش

C صورتی در .C : f (x,y) = c و است پذیر مشتق تابعی z = f (x,y) کنید فرض تعریف. ١.١۴.۵
تکه ای جبری منحنی را S صورتی در . f ′ (X) , 0 ای X ∈C هر ازای به که گوئیم جبری منحنی را
صورتی در را C (تکه ای) منحنی باشد. جبری منحنی نقطه، متناهی تعدادی از نظر صرف C که گوئیم
△ باشد. کراندار R2 از مجموعه ای زیر عنوان به که گوئیم کراندار

مثال. ٢.١۴.۵

لذا و f (x,y) = x2 + y2 −4x حالت این در زیرا است، منحنی یک C : x2 + y2 = 4x دایرۀ (١
(2,0) بعلاوه و است x = 2 و y= 0 معنی به f ′(x,y)= (0,0) شرط . f ′(x,y)= (2x−4,2y)

شود. توجه ۵ . ١۵-الف شکل به است. کراندار جبری منحنی یک C ندارد. تعلق C به

در و f (x,y) = 2x+ 3y حالت این در زیرا است، جبری منحنی یک C : 2x+ 3y = 5 خط (٢
نیست. کراندار C و است، صفر مخالف f ′(x,y) = (2,3) آن مشتق نتیجه
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x2 + y2 = 4x الف) :١۵ . ۵ شکل
(x2+ y2)2 = xy2 ب)

حالت این در بگیرید. نظر در را C : (x2+ y2)2 = xy2 مجموعۀ (٣

f (x,y) = (x2+ y2)2− xy2,

f ′(x,y) =
(
2x3+2xy2− y2,2y(x2+ y2− xy)

)
.

2x3+ و 2y(x2+ y2− xy) = 0 ،(x2+ y2)2 = xy2 معنی به f ′(X) = 0 و X ∈C شرط پس
.(0,0) ∈C و x = 0 که می گردد نتیجه اول معادلۀ از آنگاه ،y = 0 اگر است. 2xy2− y2 = 0

بجای اول معادلۀ در اگر .x2 + y2 = xy که می گردد نتیجه دوم معادلۀ از ،y , 0 اگر اما،
،y = 0 بنابراین و x = 0 یا پس .x = xy لذا و xy = xy2 می آوریم بدست دهیم، قرار x2+y2

می گیریم نتیجه اول معادلۀ در y = 1 فرض با حالت این در .y = 1 بنابراین و x , 0 اینکه یا
نمی کند. صدق سوم معادلۀ در x = y = 1 اما .x = 1 یا و x4 = x

جبری منحنی یک C بنابراین نیست. برقرار O = (0,0) ∈ C در تنها f ′(X) , 0 شرط پس
گرفت کمک می توان شود) مراجعه ٧.۴.۶ (به قطبی مختصات از C ترسیم برای است. تکه ای
،r = sinθcos2 θ اینکه نتیجه ،C در عبارت این دادن قرار با .y = r sinθ و x = r cosθ

و 0 ≤ sinθ

C : r(t) = (sinθcos3 θ,sin2 θcos2 θ) ; 0 ≤ θ ≤ π.

است. کراندار تکه ای منحنی C شود. توجه ۵ . ١۵-ب شکل به

f ′(x,y) = (2x,−2y) ، f (x,y) = x2−y2 زیرا است، بی کران تکه ای منحنی یک C : x2 = y2 (۴
می باشد y = −x و y = x خط دو اجتماع C بعلاوه، می شود. صفر (0,0) ∈ C در تنها f ′ و

۵ . ١۶-الف). (شکل

حالت این در زیرا، است. کراندار و تکه ای منحنی یک C : x2/3 + y2/3 = 1 آستروئید (۵
و x , 0 آنکه به مشروط ، f ′(x,y) =

(
(2/3)x−1/3, (2/3)y−1/3

)
و f (x,y) = x2/3 + y2/3

(شکل نمی کنند صدق f ′ (X) , 0 شرط در C از (0,±1) و (±1,0) نقطۀ چهار پس .y , 0

شکل به قطبی، مختصات به بردن با را منحنی این ۵ . ١۶-ب).

C : r (t) =
(
cos3 t,sin3 t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

نمود. پارامتره می توان
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منحنی یک الف) :١۶ . ۵ شکل
جبری منحنی یک ب) جبری

تکه ای

بر عمود الف) :١٧ . ۵ شکل
زاویۀ ب) جبری منحنی یک

جبری منحنی دو بین

هر ازای به صورت، این در است. تکه ای منحنی یک C : f (x,y) = a کنید فرض قضیه. ٣.١۴.۵
بعلاوه، ۵ . ١٧-الف). (شکل است عمود C به X نقطۀ در f ′(X) بردار ، f ′(X) , 0 که ای X ∈ C

برابر X = (x,y) نقطۀ در C انحناء

κ =
fxx f 2

y + fyy f 2
x −2 fx fy fxy

( f 2
x + f 2

y )3/2

نقطۀ از C قوس طول است! الزامی f ′(X) , 0 شرط انحناء، تعریف برای که شود توجه است.
برابر (x2,y2) تا (x1,y1)∫ y2

y1

√
f 2
x + f 2

y
dy
| fx|

یا
∫ x2

x1

√
f 2
x + f 2

y
dx
| fy|

□ .x حسب بر را y یا کنیم، حل y حسب بر را x اینکه به بسته است،

کنید. مشخص را X0 = (1,2) نقطۀ در x2+ y3+ xy = 11x بر مماس خط (١ مثال. ۴.١۴.۵

نتیجه در . f ′ = (2x+ y− 11,3y2 + x) و f (x,y) = x2 + y3 + xy− 11x اینجا در حل:
v = بردار پس، است. عمود شده داده منحنی بر X0 = (1,2) نقطۀ در f ′(1,2) = (−7,13)

از است عبارت شده خواسته مماس معادلۀ و است مماس (13,7)

ℓ : 13(x−1)+7(y−2) = 0, : 13x+7y = 27,
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کنید. محاسبه X0 =
(√

2/4,
√

2/4
)

نقطۀ در را ٣.١۴.۵ از (۵) قسمت آستروئید انحناء (٢

با است برابر κ(X0) ،٣.١۴.۵ به توجه با (−2حل:
9

x−4/3
)(

2
3

y−1/3
)2

+

(
−2
9

y−4/3
)(

2
3

x−1/3
)2 (

2
3

x−1/3
)(

2
3

y−1/3
)
×0


÷

(2
3

x−1/3
)2
+

(
2
3

y−1/3
)23/2 ∣∣∣∣

X0
.

است. −1/3 برابر یعنی،

کنید. محاسبه را کوچکتر کمان بر و (2,2) تا (0,0) نقطۀ از (١) ٣.١۴.۵ دایرۀ قوس طول (٣

داریم: ،y2 = 4x− x2 چون حل:

ℓ =

∫ 2

0

√
(2x−4)2+ (2y)2 dx

|2y|

=

∫ 2

0

√
(x−2)2+ (4x− x)

dx
√

4x− x2

=

∫ 2

0

2dx
√

4x− x2
= 2arcsin

(
x−2

2

)∣∣∣∣∣∣2
0
= π.

،a < b که را C2 : x2/b2 + y2/a2 = 1 و C1 : x2/a2 + y2/b2 = 1 بیضی دو برخورد زاویۀ (۴
شود. توجه ۵ . ١٧-ب شکل به کنید. محاسبه

صورت: این در . f2(x,y) = x2/b2+ y2/a2 و f1(x,y) = x2/a2+ y2/b2 کنید فرض حل:

C1∩C2 : f1(x,y) = f2(x,y) = 1

:
(

1
a2 −

1
b2

) (
x2− y2

)
= 0.

که ،y = ±x = α می گیریم نتیجه ، f1(x,y) = 0 معادلۀ در مقادیر این دادن قرار با .y = ±x پس
(−α,−α) و (α,−α) ،(−α,α) ،(α,α) جواب مساله چهار پس، .α =

√
1/a2+1/b2 آن در

از که طوری همان کنیم. بررسی را X0 = (α,α) نقطۀ است کافی تقارن، دلیل به می باشد.
f ′2(X0) و f ′1(X0) بین زاویۀ با X0 در C2 و C1 بین θ زاویۀ است، روشن نیز ۵ . ١٧-ب شکل

یعنی: می باشد، برابر

θ = ∠
(

f ′1(X0), f ′2(X0)
)
= ∠

((
2x
a2 ,

2y
b2

)∣∣∣∣
X0
,

(
2x
b2 ,

2y
a2

)∣∣∣∣
X0

)
= ∠

(
2α

(
1
a2 ,

1
b2

)
,2α

(
1
b2 ,

1
a2

))
= cos−1

(
2/a2b2

1/a4+1/b4

)
= cos−1

(
2a2b2

a4+b4

)
.
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بیابید. (−1,2) نقطۀ در را C : x3+ xy+ y3 = 5 انحناء (١ تمرین. ۵.١۴.۵

سپس است. تکه دو و بی کران منحنی یک C که دهید نشان .C : y2 = x2 + 9 کنید فرض (٢
بیابید. را X0 = (−4,5) نقطۀ در C بر مماس

قوس طول است. کراندار منحنی یک C که دهید نشان .C : x2 + y2 +2x = 8 کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را (−1,3) تا (−1,−3) از C

کنید. محاسبه را C2 : 3y = x2 معادلۀ به خط و C1 : x2+ y2 = 6 دایرۀ برخورد زاویه (۴

.S : f (x,y,z) = a همچنین و است پذیر مشتق تابعی u = f (x,y,z) کنید فرض تعریف. ۶.١۴.۵
جبری رویۀ را S صورتی در . f ′ (X) , 0 ای X ∈ S هر ازای به که گوئیم جبری رویۀ را S صورتی در
وجود شرط یعنی، باشد. رویه منحنی، یا و نقطه متناهی تعدادی از نظر صرف S که گوئیم تکه ای
متناهی تعدادی احتمالا بجز باشد، برقرار S نقاط همۀ در آن بودن صفر مخالف و u = f (X) مشتق
مجموعه ای زیر عنوان به که گوئیم کراندار صورتی در را S (تکه ای) رویۀ .S بر واقع منحنی یا و نقطه

باشد. کراندار R3 از

بر نرمال :١٨ . ۵ شکل
جبری رویۀ یک

□ است. عمود S به X0 نقطۀ در f ′(X0) آنگاه ، f ′(X0) , 0 و X0 ∈ S اگر قضیه. ٧.١۴.۵

شود.) توجه ١٨ . ۵ شکل (به است. گردیده اثبات ١٣.١.٩ در قضیه این

تابعی یافتن ،S : f (x,y,z) = a مفروض جبری رویۀ کردن پارامتره از منظور تعریف. ٨.١۴.۵
.S = r(D) که طوری است، S ⊆R3 به D⊆R2 از r(u,v)= (x,y,z) چون مشتقپذیر و پیوسته یکبیک،
می پذیرد. صورت تابع چند با کار این و نمود پارامتره نتوان تابع یک تنها با را S کل است ممکن البته
△

مثال. ٩.١۴.۵

f (x,y,z) = از است عبارت S معرف تابع صورت این در .S : z = x2 + y2 کنید فرض (١
یک S پس است. 0 مخالف همواره که f ′(x,y,z) = (−2x,−2y,1) نتیجه، در و z− x2− y2

شکل (به است. بی کران رویه ای که نامیده ایم، بیضوی سهمی گون قبلا را S است. جبری رویۀ
شود) توجه ۵ . ١٩-الف
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z = x2 + y2 الف) :١٩ . ۵ شکل
y = x2 ب)

همچنین و f (x,y,z) = y− x2 که است روشن صورت این در .S : y = x2 کنید فرض (٢
رویه S سهموی استوانۀ بنابراین، است. صفر مخالف همیشه که f ′(x,y,z) = (−2x,1,0)

نقطۀ در S بر مماس صفحۀ معادلۀ یافتن برای شود). توجه ۵ . ١٩-ب شکل (به است.
می گیریم. نظر در را n = f ′(X0) = (−2x,1,0)|X0 = (4,1,0) نرمال بردار ،X0 = (−2,4,3)

بر عمود خط معادلۀ .4x+ y+4 = 0 از است عبارت نظر مورد صفحۀ معادلۀ صورت این در
.z = 0 و x+18 = 4y یا (x+2)/4 = (y−4)/1 = z/0 از است عبارت نیز X0 نقطۀ در S

پس . f ′ = 2(x,y,z) و f = x2 + y2 + z2 صورت این در .S : x2 + y2 + z2 = 9 کنید فرض (٣
تناقض که است، x2+ y2+ z2 = 9 و x = y = z = 0 معنی به « f ′(X) = 0 و X ∈ S » شرایط
توجه ۵ . ٢٠-الف شکل (به است. کراندار رویه این است. رویه یک S کرۀ بنابراین، می باشد.
مکانی بردار ای X ∈ S هر ازای به یعنی ، f ′(X) = 2X حالت این در که است توجه قابل شود)

می باشد. عمود X نقطۀ در S رویۀ به X

x2+ y2+ z2 = 9 الف) :٢٠ . ۵ شکل
z2 = x2+ y2 ب)

بر که f ′ = 2(−x,−y,z) و f = z2 − x2 − y2 صورت این در .S : z2 = x2 + y2 کنید فرض (۴
توجه ۵ . ٢٠-ب شکل (به می باشد. تکه ای رویۀ یک S پس می شود. صفر 0 نقطۀ در تنها S

شود)

f =
( √

x2+ y2−b
)2
+z2 بنابراین .S :

( √
x2+ y2−b

)2
+z2 = a2 و 0< a< b کنید فرض (۵

معنی به f ′(X) = 0 شرط و

2x

√
x2+ y2−b√

x2+ y2
= 2y

√
x2+ y2−b√

x2+ y2
= 2z = 0,
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.x = y = 0 لذا و
√

x2+ y2−b = ±a می شود نتیجه X ∈ S و z = 0 شرط از طرفی، از است.
(x−b)2+ z2 = a2 دایرۀ دوران از S است. منظم رویه ای S بنابراین، ندارد. تعلق S به 0 ولی
توجه ٢١ . ۵ شکل (به است تیوب یک شکل به بنابراین و است آمده بدست ها z محور حول

شود).

با را هرمی دلخواه، نقطۀ هر در S : xyz = a معادلۀ به رویۀ بر مماس صفحۀ که کنید ثابت (۶
.0 < a که است، ثابت آن حجم که می کند مشخص مختصاتی صفحات

و f = xyz صورت این در .x0y0z0 = a پس ،X0 = (x0,y0,z0) ∈ S کنیم فرض حل:
از است عبارت X0 در S بر مماس صفحۀ بر عمود بردار بنابراین،

n = f ′(X0) = (y0z0, x0z0, x0y0) , 0

از است عبارت آن معادلۀ پس

P : y0z0 (x− x0)+ x0z0 (y− y0)+ x0y0 (z− z0) = 0

و 3a
y0z0

، 3a
x0z0

با است برابر بترتیب محور −z و محور −y محور، −x با P برخورد محل

با است برابر مختصاتی صفحات و P از حاصل هرم حجم لذا . 3a
x0y0

V =
1
6

3a
x0y0

3a
y0z0

3a
x0z0

=
9a3

2(x0y0z0)2 =
9a
2
,

ندارد. بستگی X0 انتخاب به که

تیوب :٢١ . ۵ شکل

نقطۀ در S 2 : x2 + y+ z2 = 1 و S 1 : x2 + y2 + xy+ yz+ 1 = 0 رویۀ دو برخورد زاویۀ (٧
بیابید. را X0 = (1,−1,1)

بر مماس صفحۀ بین زاویۀ با است برابر X0 در S 2 و S 1 بین زاویۀ تعریف به بنا حل:
X0 در S 1 بر عمود بین زاویۀ با نیز زاویه این اما .X0 در S 2 بر مماس صفحۀ و X0 در S 1

آنگاه ،S 1 : f1 (X) = a1 و S 2 : f2 (X) = a2 اگر پس است. برابر X0 در S 2 بر عمود و
بخصوص مسألۀ این در ولی . f ′2(X0) و f ′1(X0) بین زاویۀ با است برابر شده خواسته زاویۀ

بنابراین: . f2 = x2+ y+ z2 و f1 = x2+ y2+ xy+ yz

α = ∠
(

f ′1(X0), f ′2(X0)
)
= ∠

(
(2x+ y,2y+ x+ z,y)

∣∣∣∣
X0
, (2x,1,2z)

∣∣∣∣
X0

)
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= ∠ ((1,0,−1), (2,1,2)) = cos−1
(

2+0−2
√

2×3

)
=
π

2
.

⃝ متعامدند. X0 در دو آن یعنی

است. رویه شده داده S مجموعۀ آیا که کنید مشخص مورد، هر در تمرین. ١٠.١۴.۵

1) x+2y+5z = 10, 2) 3x+ y = z,

3) y = z+1, 4) z2/5+ y2+9x2 = 1,

5) x2+ y2 = z2+1, 6) 4x2+ z2 = 4y2+4,

7) x2+ y2+1 = z2, 8) 4x2+ y2+4 = 4z2,

9) z = x2+4y2, 10) y = 9x2+ z2/4,

11) z = x2− y2+5, 12) x = y2−4z2+100,

13) x2+2x+ y2 = 17, 14) x2 = y3,

15) z2 = 4x2+1, 16) y = z2+5,

17) x = y2+2y−32, 18) xyz = 30,

19) 4x2+9y2+ z2 = 36, 20) x2+ y2+2 = 2x+6y,

21) x2+2x+ y2−2y+ z2 = 2, 22) x2+ y2+ z2 = 2x+4y+6z+2,

23) (x2+ y2)2 = x2− y2, 24)
(
x2+ y2+ z2)2

= x2y,

25)
(√

x2+ y2−
√

15
)2
+ z2 = 1, 26) x2/3+ y2/3+ z2/3 = 1.

بیابید.
(
0,0,
√

2
)

نقطۀ در را ۴ تمرین رویۀ بر مماس صفحۀ معادلۀ (٢٧

بیابید.
(
1,−1,

√
3
)

نقطۀ در را ٧ تمرین رویۀ بر مماس صفحۀ معادلۀ (٢٨

بیابید.
(√

2,19,2
)

نقطۀ در را ١٠ تمرین رویۀ بر عمود خط معادلۀ (٢٩

بیابید. (2,3,3) نقطۀ در را ١٣ تمرین رویۀ بر عمود خط معادلۀ (٣٠

بیابید. (1,1,5) نقطۀ در را ١۴ تمرین و ١٢ تمرین رویۀ بین زاویه (٣١

بیابید.
(
1,
√

14,1
)

نقطۀ در را ٢۵ تمرین و ١٣ تمرین رویۀ بین زاویه (٣٢

(3,5,−10) نقطۀ در را ١٧ تمرین رویه و l : x+ y = 2z+ 28 = x+ z+ 7 خط بین زاویه (٣٣
بیابید.
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باشد؟ y = x معادلۀ به آن بر مماس صفحۀ که دارد وجود ٢٠ تمرین رویۀ بر نقطه ای آیا (٣۴

x+y+z=مفروض صفحۀ با آنها بر مماس صفحۀ که کنید مشخص را ۶ تمرین در رویۀ از نقاطی (٣۵
می باشد. مماس 0

کنید. محاسبه را 2z = x2+ y2 بیضوی گون سهمی و x2+ y2+ z2 = 9 کرۀ بین برخورد زاویۀ (٣۶

را 2x+3y+4z = 17 و 5x2+4y2 = z2 رویۀ دو مشترک فصل منحنی بر مماس خط معادلۀ (٣٧
بیابید. (1,1,3) نقطۀ در

S 2 : f2 (X)= و S 1 : f1 (X)= a1 رویۀ دو اشتراک منحنی بر مماس خط معادلۀ که دهید نشان (٣٨
از است عبارت X0 ∈ S 1∩S 2 نقطۀ در a2

ℓ :
x− x0

∂ ( f1, f2)/∂ (y,z)
=

y− y0

−∂ ( f1, f2)/∂ (x,z)
=

z− z0

∂ ( f1, f2)/∂(x,y)
.

نقطۀ در را x2 + 4y2 + 5z2 = 62 و x+ y+ 2z = 5x2 اشتراک منحنی بر مماس خط معادلۀ (٣٩
بیابید. (1,−2,3)

f2 (X) = a2 و f1 (X) = a1 معادلۀ به بترتیب S 2 و S 1 رویه های که C = S 1∩S 2 کنید فرض (۴٠
صفحه بوسان، صفحۀ معادلۀ همچنین، بیابید. را X0 ∈C نقطۀ در C تاب و انحناء می باشند.

بیابید. را X0 نقطۀ در C بر نوسانی صفحۀ و قائم

x+ y = و z = x2 −1 برخورد از حاصل منحنی برای را ٣٩ مسألۀ در آمده بدست فرمولهای (۴١
بگیرید. بکار (2,1,3) نقطۀ و z2−6

میپل از استفاده ١۵ . ۵ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

مشتق بخواهیم و شده تعریف میپل محیط در قبل از u = f (x,y,z) تابع کنید فرض مشتق. ١.١۵.۵
linalg[grad](f, [x,y,z]) آمادۀ دستور از است کافی منظور این برای کنیم. محاسبه را آن (گرادیان)

شود. استفاده

بخواهیم و شده تعریف میپل محیط در قبل از u= f (x,y,z) تابع کنید فرض جزئی. مشتق ٢.١۵.۵
وارد را diff(f،x) دستور است کافی منظور این برای بگیریم. جزئی مشتق x متغیر به نسبت آن از

نمود. استفاده می توان z یا و y از x بجای که است بدیهی کنیم.

می کنیم. استفاده diff(f,x,x,y,z) دستور از ∂3 f
∂x2∂y∂z

بالای مرتبۀ جزئی مشتق محاسبۀ برای

نمود. استفاده می توان ∂n+m+l f
∂xn∂ym∂zl مشتق محاسبۀ برای diff(f,x$n,y$m,z$l) دستور از کلیتر،
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تابع از اینجا در :٢٢ . ۵ شکل
بار دو f = eax+y sin(by+ x)

بار سه سپس، و x به نسبت
شده گرفته مشتق y به نسبت

پارامترند. b و a است.

f (x,y,z) = c ضمنی شکل به y و x متغیرهای حسب بر z تابع کنید فرض ضمنی. مشتق ٣.١۵.۵
و می کنیم استفاده eq := f(x,y,z) = c دستور از میپل محیط در صورت، این در باشد. شده تعریف
کلی صورت به می کنیم. استفاده implicitdiff(eq,z,x) دستور از x به نسبت z مشتق محاسبۀ برای

نمونه برای نمود. استفاده می توان implicitdiff(eq,z,x$n,y$m) دستور از ∂n+mz
∂xn∂ym محاسبۀ برای

شود. توجه ٢٢ . ۵ شکل به

یا (ماکزیموم اکسترموم تعیین برای توابع. مشروط و موضعی اکسترموم مساله حل ۴.١۵.۵
extrema(f(x,y,z),g(x,y,z) = دستور از g(x,y,z) = a شرط به f (x,y,z) تابع موضعی مینیموم)
شکل به نمونه برای می نماییم. استفاده { } از نباشد مساله در شرطی اگر می کنیم. استفاده a, {x,y,z})

شود. توجه ٢٣ . ۵

اکسترموم اول مرحله در :٢٣ . ۵ شکل
اکسترموم دوم مرحله در و تابع موضعی
دیگر تابع شرط به تابع یک مشروط

است. آمده بدست

U دامنه بر f (x,y,z) تابع ماکزیموم و مینیموم تعیین برای فراگیر. اکسترموم مساله حل ۵.١۵.۵
Optimization[Maximize](f(x,y,z),U) و Optimization[Minimize](f(x,y,z),U) از بترتیب

است: شده حل میپل بکمک ٩.١١.۵ تمرینات از ٢ مساله ادامه نمونه برای می کنیم. استفاده
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،x_1 متغیرهای به نسبت y_n و . . . ،y_2 ،y_1 توابع ژاکوبین محاسبۀ برای ژاکوبین. ۶.١۵.۵
می کنیم: استفاده زیر دستور از x_m و . . . ،x_2

VectorCalculus[Jacobian](vector([y1,y2, ...,yn]), [x1,x2, ...,xm])

و شده تعیین کروی» مختصات «تغییر مشتق ماتریس ابتدا میپل از استفاده با ادامه در نمونه برای
، x = r sin(φ)cos(θ) آن در که ∂(x,y,z)/∂(r,φ,θ) یعنی است: شده محاسبه آن دترمینان سپس

.z = rcos(φ) و y = r sin(φ) sin(θ)

کار به آمادۀ with(liesymm) دستور با را liesymm افزار نرم باید ابتدا دیفرانسیل. ٧.١۵.۵
اکنون نمود. معرفی را ... و y ،x مستقل متغیرهای setup(x،y،...) دستور با بایست سپس، نمود.
می باشد. dx− d(y/z) معنی به d(x)-d(y/z) ،مثلا می کنیم. وارد d(f) دستور با را f دیفرانسیل
dx∧ du معنی به d(u)&∧d(x) ،مثلا می کنیم. استفاده توان نماد از ∧ بجای فرمها ضرب برای

می باشد.

نمود حل می توان میپل از استفاده با را فصل این محاسباتی تمرینات و مثالها اغلب مثال. ٨.١۵.۵
جمله، از کرد. محاسبه مجددا یا و

می شود: داده تئضیح چنین میپل بکمک ٩.١۴.۵ مثال از ٧ قسمت (١
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می شود: حل چنین ،۴.٣.۵ تمرینات از ٢٠ مساله (٢

می شود: حل چنین ،٩.۴.۵ تمرینات از ١ مساله (٣
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t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ٩.١۵.۵
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها
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۶ فصل

دوگانه انتگرال
ҍی کارشان اॗ Ђو Σل و ΩНࠨد ҍی یارشان اॗ آ॑نՐه ΄وشا
ҍی بازارشان جاودان Т̞˙ت ѥمازўد े داѓم آ॑نՐه ΄وشا

طاࣰ بابا
توابع از متغیره تک توابع بجای چنانچه می باشد. معین انتگرال مفهوم تعمیم فصل این از هدف
دامنۀ از مجموعه ای زیر از تعریف، دامنۀ از بازه ای بجای طبیعی بطور و گردد، استفاده متغیره چند
حالت، ساده ترین شد. خواهد ظاهر چندگانه انتگرال بنام جدیدی مفهوم گردد، استفاده تابع تعریف
گانه سه انتگرال به آینده فصل در می پردازیم. آن تشریح به فصل این در که است دوگانه انتگرال

٢ می پردازیم.

دوگانه انتگرال تعریف ١ . ۶ بخش

جهت به اما است. نظری قدری کرد، خواهید مشاهده دوگانه انتگرال از بخش این در که تعریفی
راحتی به که است آن در برخورد این حسن حداقل است. لازم دیدگاه این مطالعه بحث، شدن تر روشن

نمود. توجیه را دوگانه انتگرال کاربردهای می توان

وجود طوری d و c ،b ،a اعداد بنابراین باشد. کراندار و بسته D ⊆ R2 کنیم فرض تعریف. ١.١.۶
بر آن تصویر که است محاط قابل مستطیلی در D یعنی، .D ⊆ [a;b]× [c;d] که داشت خواهند
منظور داشت). توجه ۶ . ١-الف شکل (به می باشد [c,d] بازۀ y−محور بر و [a,b] بازۀ برابر x−محور

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir
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P2و [a,b] برای افرازی P1 آن در که P = P1×P2 شکل به است حاصلضربی ،D برای افراز یک از
می باشد: [c,d] برای افرازی

P2 : c = y0 < y1 < · · · < ym−1 < ym = d,

P1 : a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b.

و ∆y j := y j− y j−1 ،∆xi := xi− xi−1 ،#P :=min{m,n} می کنیم تعریف صورت، این در

|P| := max {∆x1, · · · ,∆xn,∆y1, · · · ,∆ym} .

مجموعۀ ،D برای افراز هر انتخاب با که است روشن می نامیم. P طول را #P و P ظرافت را |P| عدد
شود). توجه ۶ . ١-ب شکل (به می گردد تقسیم قسمت n×m حداکثر به D

و 1 ≤ i ≤ n که را Di j مجموعه های باشند. ١.١.۶ در همانند P و D کنید فرض تعریف. ٢.١.۶
کامل مستطیل یک

(
[xi−1, xi]× [y j−1,y j]

)
∩D اگر کنیم: می تعریف زیر صورت به 1 ≤ j ≤ m

ناحیه افراز :١ . ۶ شکل
صفحه در

می گیریم. ⊘ را Di j صورت این غیر در و می گیریم [xi−1, xi]× [y j−1,y j] مستطیل برابر را Di j باشد،
از منظور شود). توجه ۶ . ٢-الف شکل (به هستند خالی اینکه یا و کاملند مستطیل یا ها Di j یعنی،
(xi j,yi j) ∈Di j که گونه ای به است، D در X =

{
(xi j,yi j)

} نقاط از خانواده ای ،P افراز از انتخاب یک
.Di j , ⊘ با j هر و i هر ازای به

تعریف با باشد. توپر قرص D : x2+ y2 ≤ 4 کنیم فرض مثال. ٣.١.۶

P1 : −2 < −1 < 0 < 1 < 2 و P2 : −2 < −1 < 0 < 1 < 2

می رسیم. |P| = max{1} = 1 ظرافت و #P = min{2,2} = 2 طول به افراز یک به P = P1 ×P2 و
از عبارتند ها Di j حالت این در

D12 = [−1;0]× [−1;0], D13 = [0;1]× [−1;0],

D22 = [−1;0]× [0;1], D23 = [0;1]× [0;1],

می باشد. افراز این از انتخاب یک از نمونه ای X = {(−1,−1) , (1/2,−3/4) , (0,0), (1/2,1/2)} و
شود. توجه ۶ . ٢-ب شکل به
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١ قسمت :٢ . ۶ شکل
٣.١.۶ مثال از

z = f (x,y) و باشند ٣.١.۶ در همانند X انتخاب و P افراز ،D مجموعۀ کنیم فرض تعریف. ۴.١.۶∑
P f (xi j,yi j)∆xi∆y j از منظور صورت، این در می گردد. تعریف D سراسر بر که است تابعی

.Di j , ⊘ که است هایی f (xi j,yi j)∆xi∆y j همۀ حاصلجمع
یافت چنان I عددی که است انتگرالپذیر D مجموعۀ بر z = f (x,y) تابع می گوئیم صورتی در
ازای به که شوند یافت گونه ای به n طبیعی عدد یک و δ مثبت عدد یک مثبت، ε هر ازای به که شود

باشیم داشته P از X انتخاب هر ازای به و |P| ≤ δ و #P ≥ n که D برای P افراز ∑∣∣∣∣هر
P

f (xi j,yi j)∆xi∆y j− I
∣∣∣∣ < ε

می دهیم. نشان
s

D f (x,y)dxdy نماد با و نامیده D بر f (x,y) دوگانۀ انتگرال را I صورت این در
می شود: نوشته معمولا حالت این در بعلاوه،

x
D

f (x,y)dA = lim
|P|→0
#P→∞

∑
P

f (xi j,yi j)∆xi∆y j.

در ، f (x,y) = x− y بعلاوه و کنیم فرض ٣.١.۶ مثال همانند را X و P ،D چنانچه مثال. ۵.١.۶
صورت ∑این

P

f (xi j,yi j)∆xi∆y j = f (x12,y12)∆x1∆y2+ f (x13,y13)∆x1∆y3

+ f (x22,y22)∆x2∆y2+ f (x23,y23)∆x2∆y3

= (−1+1)(1)(1)+
(

1
2
+

3
4

)
(1)(1)+ (0−0)(1)(1)+

(
1
2
− 1

2

)
(1)(1)

= −2+
5
4
+0+0 = −3

4
.

ε = 1/2 اگر بنابراین و
s

D f (x,y)dxdy = 0 حالت این در که دهیم نشان تا بود خواهیم قادر بعداً
عدم یا و وجود اثبات می آید، بر بالا مثال از که همانطوری |∑P f (xi j,yi j)∆xi∆y j − I| < ε آنگاه
کار مفروض) مجموعه ای بر متغیره دو تابع یک انتگرالپذیری اصطلاحاً، (یا دوگانه انتگرال یک وجود
نمودکه خواهیم مطرح قضیه ای دلیل همین به است. خارج کتاب این حوصلۀ از و است دشواری بسیار
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انتگرالگیری مسألۀ حل صرف را موجود انرژی تمام پس این از بنابراین، و می کند حل موقتاً را مسأله
⃝ می کنیم. متغیره دو توابع از

تعریف D بر که باشد تابعی z = f (x,y) و بوده کراندار و بسته مجموعه ای D اگر قضیه. ۶.١.۶
کل در متناهی، بطول منحنی چند یا و یک یا و نقطه چند یا یک از نظر صرف و باشد کراندار و شده
□ است. انتگرالپذیر D بر f آنگاه باشد، پیوسته D

هر D وضعیت آنگاه ، f (x,y) = 0 اگر مثلا زیرا نیستند. لازم بالا قضیه شرایط یادداشت. ٧.١.۶
وضعیت آنگاه باشد، خط پاره یک D اگر بعلاوه، است. صفر D بر f (x,y) انتگرال آنگاه باشد، چه

است. صفر D بر f (x,y) انتگرال باشد، چه هر f (x,y)

انتگرال کنند، صدق ۶.١.۶ قصیۀ شرایط در f (x,y) تابع و D مجموعۀ چنانچه داد. قرار ٨.١.۶
همۀ پس این از می نامیم. ناسره را آن صورت این غیر در و می گوئیم عادی را

s
D f (x,y)dA

گردد. بیان صراحتاً امر این خلاف آنکه مگر عادی اند، بحث مورد انتگرال های

مثال. ٩.١.۶

است. عادی
s

D(x−y)dA صورت، این در باشند. ۵.١.۶ در مانند D و f (x,y) کنیم فرض (١
s

D f (x,y)dA انتگرال صورت این در ، f (x,y)= [x]y و D : 0≤ x≤ 2,0≤ y≤ 1 کنیم فرض (٢
که می گردد ملاحظه زیرا، است. عادی

f (x,y) =


0 0 ≤ x < 1 اگر
y 1 ≤ x < 2 اگر
2y x = 2 اگر

می باشد. ناپیوسته «x = 2,0 ≤ y ≤ 1» و «x = 1;0 ≤ y ≤ 1» خط پاره دو بر وضوح به که

و D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 کنیم فرض (٣

f (x,y) =

 0 x ∈ Q و y ∈ Q اگر
1 x < Q یا y < Q اگر

می باشد. ناسره
s

D f (x,y)dA بنابراین و است ناپیوسته D کل بر f (x,y) صورت این در

کراندار D زیرا، است. ناسره می باشد، xy−صفحه اول ربع D آن در که
s

D ex2+y2
dA انتگرال (۴

⃝ نیست.

ناسره: یا است عادی
s

D f (x,y)dA که کنید مشخص مورد، هر در تمرین. ١٠.١.۶

1) f = x2y, D : x2+4y2 ≤ 4 , 0 ≤ y,
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2) f =
√

x2+ y2, D : x ≥ 0,

3) f = x/y, D : |x|+ |y| ≤ 1,

4) f = lim
n→∞
{cos(n!πxy)}2n, D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1,

5) f =
[
x2+ y

]
, D : 0 ≤ x ≤ 5 , 0 ≤ y ≤ x3,

6) f =
[
sin(1/(x+ y))

]
, D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1− x.

محاسبۀ برای قضیه این از می گردد. ثابت زیر قضیۀ ،X انتخاب و P افراز مناسب انتخاب با
نمود. استفاده می توان دوگانه انتگرال بهتر

صورت این در باشد، موجود
s

D f (x,y) dA و D = [a;b]× [c;d] اگر قضیه. ١١.١.۶

x
D

f (x,y)dA = lim
n→∞
m→∞

b−a
n

d− c
m

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f
(
a+ i

b−a
n

,c+ j
d− c

m

)
.

صورت این در . f (x,y) = 2x+3y−3 و D : 0 ≤ x ≤ 1,1 ≤ y ≤ 3 کنیم فرض مثال. ١٢.١.۶

x
D

f (x,y)dA = lim
n→∞
m→∞

1−0
n

3−1
m

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f
(
0+ i

1−0
n

,1+ j
3−1

m

)
= lim

n→∞
m→∞

2
mn

n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

(
2i
n
+3− 6 j

m
−3

)

= lim
n→∞
m→∞

{
4

mn2

m−1∑
j=0

( n−1∑
i=0

i
)
− 12

m2n

n−1∑
i=0

(m−1∑
j=0

j
)}

= lim
n→∞
m→∞

{
4

mn2 .m.
n(n−1)

2
− 12

nm2 .n.
m(m−1)

2

}
= lim

n→∞
m→∞

{
2

n−1
n
−6

m−1
m

}
= −4.

که کنید محاسبه صورتی در را
s

D F(x,y)dA مقدار ١١.١.۶ قضیۀ کمک به تمرین. ١٣.١.۶

1) f (x,y) = x+2y, D : −1 ≤ x ≤ 0 , 0 ≤ y ≤ 2,

2) f (x,y) = x2− y, D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1,

3) f (x,y) = xy, D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 2.

صورت این در ،a ∈ R و باشند انتگرالپذیر D بر g و f اگر قضیه. ١۴.١.۶
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1)
x
D

a f (x,y)dA = a
x
D

f (x,y)dA.

2)
x
D

{
f (x,y)+g(x,y)

}
dA =

x
D

f (x,y)dA+
x
D

g(x,y)dA.

صورت این در ، f (x,y) ≤ g(x,y) ای (x,y) ∈ D هر ازای به اگر (٣x
D

f (x,y) dA ≤
x
D

g(x,y) dA.

صورت این در باشد، صفر مساحت با D2 و D1 مجموعۀ دو اشتراک مورد ناحیه مساحت اگر (۴x
D1∪D2

f (x,y)dA =
x
D1

f (x,y)dA+
x
D2

f (x,y)dA.

این در باشد، صفر متفاوتند g(x,y) و f (x,y) آنها در که D از نقاطی مجموعه مساحت اگر (۵
.
x
D

f (x,y) dA =
x
D

g(x,y)dA صورت

صورت این در باشد، صفر مساحت با D2 و D1 مجموعۀ دو اختلاف اگر (۶x
D1

f (x,y)dA =
x
D2

f (x,y)dA.

،M برابر بترتیب D مساحت و D بر f (x,y) مقدار کمترین ،D بر f (x,y) مقدار بیشترین اگر (٧
mA ≤

x
D

f (x,y) dA ≤ MA صورت این در باشند، A و m

.
∣∣∣∣x

D

f (x,y)dA
∣∣∣∣ ≤x

D

| f (x,y)|dA (٨

□ .
x
D

dA = Area(D) آنگاه دهیم، نشان Area(A) نماد با را D مساحت که صورتی در (٩

مثال. ١۵.١.۶

می توان را D صورت این در f (x,y) = [x+y] بعلاوه و D : 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 1 کنیم فرض (١
شود): توجه ۶ . ٣-الف شکل (به نمود تقسیم زیر صورت به

D = D1∪D2∪D3, D1 : 0 ≤ y ≤ 1 , 0 ≤ x ≤ 1− y,

D2 : 0 ≤ y ≤ 1 , 1− y ≤ x ≤ 2− y, D3 : 0 ≤ y ≤ 1 , 2− y ≤ x ≤ 2.

به نظر بنابراین، و است صفر برابر آن وتر بجز D1 الزاویۀ قائم مثلث کل بر f (x,y) تابع که
بر f (x,y) تابع است. 0 برابر D1 کل بر که کنیم فرض می توانیم ١۴.١.۶ قضیۀ از (۶) قسمت
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نمود فرض می توان بنابراین، و است ١ برابر راستش سمت ضلع بجز D2 الاضلاع متوازی کل
(2,1) نقطۀ بجز D3 الزاویۀ قائم مثلث و کل بر f (x,y) تابع باشد. می ١ برابر D2 کل بر که
به توجه با پس، می باشد. دو برابر D3 کل بر که نمود فرض می توان بنابراین، و است دو برابر

داریم ١۴.١.۶ قضیۀ از (9) و (4) قسمت

قسمتهای :٣ . ۶ شکل
١۵.١.۶ مثال از ٢ و ١

x
D

[x+ y]dA=
x
D1

[x+ y]︸︷︷︸
0

dA+
x
D2

[x+ y]︸︷︷︸
1

dA+
x
D3

[x+ y]︸︷︷︸
2

dA

= 0+1×Area(D2)+2×Area(D3)

= 1×1+2× 1
2
= 2.

را
s

D f (x,y)dxdy تقریبی مقدار .D : x2+ y2 ≤ 4 و f (x,y) =
√

4− x2− y2 کنیم فرض (٢
بیابید.

به را D مجموعه y = 1 و y = 0 ،y = −1 ،x = 1 ،x = 0 ،x = −1 خطوط کمک به حل:
اما .D = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪D16 شود): توجه ۶ . ٣-ب شکل (به می کنیم تقسیم قسمت ١۶
این در بنامیم، mi و Mi بترتیب را Di مجموعۀ بر f (x,y) تابع مقدار مینیموم و ماکزیموم اگر

صورت

M1 = M4 = M13 = M16 = f (1,1) =
√

2,

M2 = M3 = M5 = M8 = M9 = M12 = M14 = M15 = f (0,1) =
√

3,

M6 = M7 = M10 = M11 = f (0,0) = 2,

m1 = m4 = m13 = m16 = f
(√

3,1
)
= 0,

m2 = m3 = m5 = m8 = m9 = m12 = m14 = m15 = f (0,2) = 0,

m6 = m7 = m10 = m11 = f (0,0) =
√

2.

داریم ١۴.١.۶ قضیۀ از (٧) و (٢) قسمت به توجه با مجموع در بنابراین،
x
D

f (x,y)dA =
x
D1

+
x
D2

+ · · ·+
x
D6
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≤ 4
x
D1

√
2dA+8

x
D2

√
3dA+4

x
D6

2dA

= 4
√

2Area(D1)+8
√

3Area(D2)+8Area(D6)

= 4
√

2
(
1−
√

3+
π

3

)
+8
√

3
( √3

2
+
π

3
−1

)
+4 ≈ 18.44.

داریم مشابه، صورت به
x
D

f (x,y)dA =
x
D1

+
x
D2

+ · · ·+
x
D6

≥ 4
x
D1

0dA+8
x
D2

0dA+4
x
D6

√
2dA

= 4
√

2×Area(D6) = 4
√

2(1) ≈ 5.6.

مجموع در پس

6.5 ≤
x
D

√
4− x2− y2 dA ≤ 18.44.

است. 16.76 آن واقعی مقدار که می دانیم البته،

کنید: محاسبه را
s

D f (x,y)dA مقدار مورد هر در تمرین. ١۶.١.۶

1) f (x,y) = [x− y], D : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1,

2) f (x,y) = 2, D : x2+ y2 ≤ 4,0 ≤ x,

3) f (x,y) = [x2], D : 0 ≤ x ≤ 2,0 ≤ y ≤ 1,

4) f (x,y) =

 1 |x|+ |y| ≤ 1 اگر
−1 1 < |x|+ |y| ≤ 2 اگر

D : |x|+ |y| ≤ 2,

آورید: بدست
s

D f (x,y)dA برای پائین حد یک و بالا حد یک زیر، موارد از یک هر در

5) f = x2y, D : 0 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1,

6) f =
√

x2+ y2, D : x2+ y2 ≤ 4,

7) f = sin(x+ y), D : 0 ≤ x ≤ π/2,0 ≤ y ≤ π/2,

8) f = x−2y, D : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1− x.

D : x2+y2 ≤R2 مجموعۀ بر z= f (x,y) و است (i−1)2 ≤ x2+y2 ≤ i2 حلقۀ Di کنید فرض (٩
f (x,y) مقدار حداکثر و حداقل برابر بترتیب Mi و mi اگر که دهید نشان است. شده تعریف
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صورت این در باشند، Di بر
[R]+1∑
i=1

(2i−1)mi ≤
x
D

f (x,y)dA ≤
[R]+1∑
i=1

(2i−1)Mi.

تقریبی مقدار قسمت، چهار به x+ y = 1 و y = 0 ،x = 0 خطوط به محدود مثلث تقسیم با (١٠
کنید. محاسبه را مجموعه این بر

s
D
√

x+ ydA

منظم مجموعه ٢ . ۶ بخش

کار تعریف از استفاده با دوگانه انتگرال محاسبۀ که می رسیم نتیجه این به ١٢.١.۶ مثال به توجه با
قوت وقتی انتظار این شود. ابداع مستقیم غیر روشی مورد این در است لازم پس است، ∫دشواری b

a f (x)dx که پیچیده ای مجموع حد محاسبۀ جای به که می آوریم یاد به اول جلد از که می گیرد
مقدار به نیوتن-لایبنیتز) قضیه (بنابه و F′ = f که می یافتیم را ای F(x) تابع می کند، تعریف را
مطرح مناسب تعریف یک ابتدا در که است لازم اما است. بجا انتظار این می رسیدیم. F(b)−F(a)

شود.

بصورت آنرا که گوئیم x−منظم صورتی در را R2 از D مجموعه زیر تعریف. ١.٢.۶

D : a ≤ x ≤ b , h(x) ≤ y ≤ ℓ(x),

دو به چپ و راست طرف دو از مجموعه هایی چنین شود. توجه ۶ . ۴-الف شکل به نوشت. بتوان
در (x,y) نقطۀ می شوند. محدود x حسب بر تابع دو نمودار به پائین و بالا از و y−محور موازی خط

.[h(x);ℓ(x)] بازۀ در y و گیرد قرار [a;b] بازۀ در x که دارد تعلق D به صورتی

الف) :۴ . ۶ شکل
x−منظم مجموعۀ
یک حدود تعیین ب)

x−منظم مجموعۀ

مجموعه های از اجتماعی شکل به یا و است x−منظم یا کراندار بستۀ مجموعۀ هر قضیه. ٢.٢.۶
است: صفر آنها از تا دو هر اشتراک مساحت که گونه ای به است، نوشتن قابل x−منظم

D =
∪

i

Di و ∀ i , j : Area(Di∩D j) = 0.
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را کراندار و بسته مجموعۀ هر که می شود ثابت آنجا در می گردد، باز توپولوژی به حکم این اثبات
اثبات برای که چیزی تنها نوشت. می توان الخط منحنی اضلاع با مثلثهای از اجتماعی صورت به

می باشد. دلخواه مثلث یک برای قضیه حکم دادن نشان می ماند،

شده داده D x−منظم مجموعه کنید فرض x−منظم. مجموعه یک حدود شناسایی روش ٣.٢.۶
از و گرفته نظر در می کند قطع x فرضی نقطۀ در را محور این که x−محور بر عمود خطی ابتدا است.
نقطۀ ،D مجموعۀ با خط این برخورد اولین در می دهیم. حرکت راست سمت به چپ سمت علیه منتهی
خط اکنون شود). توجه ۶ . ۴-ب شکل (به می گردد. حاصل x = b نقطۀ برخوردش آخرین در و x = a

(x,y) نقطۀ و a ≤ x ≤ b می کنیم فرض یعنی می دهیم، قرار میانی حالت یک در را مذکور متحرک
D مجموعۀ با نقطه این برخورد اولین می دهیم. حرکت بالا سوی به خط این پائین علیه منتهی از را
مختص دومین بنابراین بود. خواهد (x, ℓ(x)) نقطۀ آن برخورد نقطۀ آخرین و (x,h(x)) از عبارت

می سازد. مشخص را ℓ(x) تابع برخورد آخرین مختص دومین و h(x) تابع برخورد اولین

مثال. ۴.٢.۶

صورت، این در باشد. y = x و y = 0 ،x = 2 ،x = 1 خطوط به محدود مجموعۀ D کنیم فرض (١
شود). توجه ۶ . ۵-الف شکل (به است x−منظم مجموعۀ یک D که دهید نشان

گذشته فرضی خط به .D : 1 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ x که می شود ملاحظه صورت، این در حل:
می باشد. (x, x) بالا نقطۀ و (x,0) پاپین نقطۀ مختصات که می گردد مشاهده شود. توجه x از

قسمتهای :۵ . ۶ شکل
۴.٢.۶ مثال از ٢ و ١

دهید نشان صورت این در باشد، y = 4 خط و y = x2 سهمی به محدود مجموعه D کنید فرض (٢
شود). توجه ۶ . ۵-ب شکل (به است x−منظم مجموعۀ D که

در می رسیم. «y = 4 و x = ±2» پاسخ به y = 4 و y = x2 از حاصل دستگاه حل با حل:
بالا، به پائین از حرکت و فرضی خط  یک انتخاب با است. b = 2 و a = −2 داریم نتیجه،
برخورد نقطۀ بالاترین و (x, x2) از عبارت D مجموعۀ نقطۀ پائین ترین که می کنیم مشاهده

داریم مجموع در پس .ℓ(x) = 4 و h(x) = x2 بنابراین .(x,4) از عبارتست

D : −2 ≤ x ≤ 2 , x2 ≤ y ≤ 4
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x+y= 3 خط و x2+y2 = 9 دایرۀ به که باشد صفحه اول ربع از قسمتی D مجموعۀ کنید فرض (٣
-۶ . ۶ شکل (به است x−منظم مجموعه ای D که دهید نشان صورت این در است. شده محدود

شود). توجه الف

داریم: شده داده معادلۀ دو از حاصل دستگاه حل با حل: x2+ y2 = 9

x+ y = 3
⇒

 2x2−6x = 0

y = 3− x
⇒

 x = 0,3

y = 3− x

می کنیم مشاهده x نقطۀ از گذرنده متحرک خط انتخاب با طرفی از .b = 3 و a = 0 بنابراین
آن بالاترین و است (x,3− x) از عبارت D مجموعۀ با خط این خورد بر نقطۀ پائین ترین که
ذکر به لازم .h(x) = 3− x و ℓ(x) =

√
9− x2 بنابراین می باشد. (

x,
√

9− x2) از عبارت
حل از y =

√
9− x2 و است شده حاصل x+ y = 3 خط معادلۀ حل از y = 3− x که است

بنابراین است. آمده بدست 0 ≤ y به توجه با و x2+ y2 = 9 معادلۀ

D : 0 ≤ x ≤ 3, 3− x ≤ y ≤
√

9− x2.

قسمتهای :۶ . ۶ شکل
۴.٢.۶ مثال از ۴ و ٣

نشان صورت، این در باشد. y = 1 و y = −x ،y = x خطوط به محدود مجموعۀ D کنید فرض (۴
است. x−منظم مجموعه ای D که دهید

از و b = 1 بنابراین و می رسیم (1,1) نقطۀ به y = 1 و y = x خط دو خورد بر از حل:
-۶ . ۶ شکل به .a = −1 بنابراین و می رسیم (−1,1) نقطۀ به y = 1 و y = −x خط دو برخورد
اینکه به بسته آنگاه بگیریم، نظر در x نقطۀ از گذرنده متحرک خط یک اگر بعلاوه، شود. توجه
بالا و پائین نقاط اول حالت در آمد. خواهد پیش وضعیت دو ،−1 ≤ x ≤ 0 یا 0 ≤ x ≤ 1

مجموع در پس .(x,1) و (x,−x) از عبارتند دوم حالت در و (x,1) و (x, x) از عبارتند بترتیب

ℓ(x) = 1, h(x) =

 −x −1 ≤ x ≤ 0 اگر
x 0 ≤ x ≤ 1 اگر
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نحوی به کنیم، تقسیم بخش دو به را D است بهتر دوگانه) انتگرال محاسبۀ (در فنی دلایل به
که ،D = D1∪D2 باشد: داشته ضابطه یک تنها کدام هر در h(x) که

D1 : −1 ≤ x ≤ 0 , −x ≤ y ≤ 1,

D2 : 0 ≤ x ≤ 1 , x ≤ y ≤ 1.

صورت این در باشد. x−محور و y = x3−4x سوم درجه تابع به محدود مجموعۀ D کنید فرض (۵
دو از حاصل دستگاه حل با اینجا در شود. توجه ٧ . ۶ شکل به است. x−منظم مجموعه ای D

می باشد. b = 2 و a = −2 بنابراین و می رسیم x برای 2 و −2 ،0 مقادیر به شده داده معادلۀ
بالاترین و پائین ترین آنگاه ،−2 ≤ x ≤ 0 اگر می گردد، مشاهده ٧ . ۶ شکل در که همانطوری
اگر و (x, x3 −4x) و (x,0) از عبارتند بترتیب D مجموعۀ با متحرک خورد بر محل بر نقطه

نتیجه در بود. خواهند (x,0) و (x, x3−4x) از عبارت نقاط این 0 ≤ x ≤ 2

h(x) =

 0 −2 ≤ x ≤ 0 اگر
x3−4x 0 ≤ x ≤ 2 اگر

ℓ(x) =

 x3−4x −2 ≤ x ≤ 0 اگر
0 0 ≤ x ≤ 2 اگر

ℓ و h توابع که کنیم تقسیم طوری D2 و D1 بخش دو به را D است بهتر فنی، دلیل به هم باز
که ،D = D1∪D2 باشند: ضابطه ای تک آنها در

D1 : −2 ≤ x ≤ 0 , 0 ≤ y ≤ x3−4x,

D2 : 0 ≤ x ≤ 2 , x3−4x ≤ y ≤ 0.

۵ قسمت :٧ . ۶ شکل
۴.٢.۶ مثال از

را آنها حدود سپس و هستند x−منظم زیر مجموعه های از یک هر که دهید نشان تمرین. ۵.٢.۶
باشند. ضابطه ای تک ℓ و h توابع شود سعی کنید. مشخص

.x = −y و x = y ،x = −1 خطوط به محدود مجموعۀ (١

مختصاتی. محورهای و x+ y = 2 خط به محدود مجموعۀ (٢
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.x2+ y2 = 4 دایرۀ به محدود مجموعۀ (٣

.x = y2 و y = x2 سهمی دو به محدود مجموعۀ (۴

.y = x2 سهمی و y = 3x−2 خط به محدود مجموعۀ (۵

است. (0*5,1*7) نقطۀ شامل که x2+ y2 = 2y دایرۀ و x+ y = 2 خط به محدود مجموعۀ (۶

است. (0,2) نقطۀ شامل که x2+ y2 = 4 دایرۀ و y = −x و y = x خطوط به محدود مجموعۀ (٧

.x = 4 خط و x = y2 سهمی به محدود مجموعۀ (٨

x−محور. و y = 3+ x ،x+ y = 3 خطوط به محدود مجموعۀ (٩

.x+2 = 3y خط و x = y2 سهمی به محدود مجموعۀ (١٠

دارد. بر در را (0,0) نقطۀ که x+ y = 2 خط و x2+ y2 = 4 دایرۀ به محدود مجموعۀ (١١

.x = π تا x = −π از x−محور و y = |sin x| تابع نمودار به محدود مجموعۀ (١٢

اول. ربع در واقع x = y2+1 و x = 2y2 سهمی دو به محدود مجموعه (١٣

چهارم. ربع در واقع x2+ y2 = 4x و x2+ y2 = 4 دوایر به محدود مجموعۀ (١۴

.a < b و α < β آنها در که x+y = b و x+y = a ،y = βx ،y = αx خطوط به محدود مجموعۀ (١۵∗

شود. توجه a و α اساس بر مسأله مختلف حالتهای به
16) x2/3+ y2/3 ≤ 1, 17) |x|+ |y| ≤ 2,

18) 4 ≤ x2+4y2 ≤ 16, 19) 2x ≤ x2+ y2 ≤ 4x , 0 ≤ y,

20) (x+ y)2+4(x− y)2 ≤ 1, 21) (x2+ y2)2 ≤ x2− y2.

D1 +D2 نماد از D1 ∪D2 بجای باشد، صفر D2 و D1 اشتراک مساحت اگر قرارداد. ۶.٢.۶
می کنیم. استفاده

اختیار در D کراندار و بسته مجموعۀ کنیم فرض x−منظم. قطعات به مجموعه تقسیم روش ٧.٢.۶
هر بین اشتراک مورد ناحیۀ مساحت که کنیم تقسیم طوری x−منظم قطعات به آنرا بخواهیم و باشد
محور آن که x−محور بر عمود خط یک سپس و نموده ترسیم را مجموعه ابتدا باشد. صفر آنها از تا دو
حرکت راست سمت به چپ سمت علیه منتهی از را خط این می کنیم. ترسیم می کند قطع x در را
D مجموعۀ با متحرک خط این اشتراک محل مطالعۀ هدف شود. توجه ۶ . ٨-الف شکل به دهیم؛ می
مجموعۀ با خط برخورد از حاصل خطهای پاره تعداد ،x انتخاب از ممکن وضعیت هر در می باشد.
از می کنیم. مشخص x−محور بر را می کند تغییر مولفه ها تعداد آنها در که مکانهایی می شماریم. را D

یک هر ترتیب، این به ببرند. را D مجموعۀ تا می کنیم ترسیم y−محور موازات به خطوطی حاصل نقاط
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تقسیم :٨ . ۶ شکل
قطعات به مجموعه

x−منظم

نتیجه خط پاره یک تنها متحرک خط با خورد بر در یعنی، بود. خواهند x−منظم حاصل قطعات از
مجموعۀ از شده جدا خطهای پاره تعداد b تا a نقطۀ از ۶ . ٨-الف شکل در مثال عنوان به می دهند.
تعداد این d تا c نقطۀ به تارسیدن بگذرد، b از x اگر اما، است. یک برابر متحرک خط توسط D

ترسیم از پس ترتیب، این به است. یک برابر f تا e از و سه برابر e تا d نقطۀ از است. یک برابر
به می رسیم؛ کوچکتر مجموعۀ هشت به f و e ،d ،c ،b،a نقاط از گذرنده و y−محور موازی خطوط
تلفیق می توان را 8 و 5 مجموعه های قطعات، تعداد شدن کمتر دلیل به شود. توجه ۶ . ٨-ب شکل

داد. تقلیل هفت به را قطعات تعداد و رسید واحد x−منظم مجموعۀ یک به و نموده

مثال. ٨.٢.۶

موازات به سهمی دو این بگیرید. نظر را x = 4y2 و x = y2+3 سهمی دو به محدود D مجموعۀ (١
زیرا می کنند. قطع (4,−1) و (4,1) در را یکدیگر و x−محورند x = 4y2,

x = y2+3,
⇒

 y2 = 1,

x = y2+3,
⇒

 y = ±1,

x = 4.

پای اگر که کرد خواهیم مشاهده کنیم، اجرا را بالا روند اگر شود). توجه ۶ . ٩-الف شکل (به
یک برابر D مجموعۀ توسط آن از شده جدا خطهای پاره تعداد باشد، 3 و 0 بین متحرک خط
توسط را شکل که است لازم بنابراین است. دو برابر تعداد این باشد، چهار و 3 بین xاگر و

می گردد: تقسیم x−منظم قطعۀ سه به D ترتیب این به داد. برش x = 3 خط

قسمتهای :٩ . ۶ شکل
٨.٢.۶ مثال از ٢ و ١

D = D1+D2+D3, D1 : 0 ≤ x ≤ 3 , −
√

x
2
≤ y ≤

√
x

2
,
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D2 : 3 ≤ x ≤ 4 ,
√

x−3 ≤ y ≤
√

x
2
, D3 : 3 ≤ x ≤ 4 , −

√
x

2
≤ y ≤ −

√
x−3.

اگر صورت، این در است. x2+ y2 = 4 و x2+ y2 = 2x دوایر به محدود ناحیۀ D کنیم فرض (٢
D مجموعۀ توسط خط از شده جدا خط های پاره تعداد باشد، 0 و −2 بین فرضی خط پای
را D مجموعۀ تا است لازم بنابراین است. 2 برابر تعداد این باشد، 2 و 0 بین اگر و یک برابر
۶ . ٩-ب شکل (به می گردد؛ تقسیم بخش سه به D ترتیب این به دهیم. برش x = 0 خط توسط

و D = D1+D2+D3 نوشت می توان مجموع در شود) توجه

D1 : −2 ≤ x ≤ 0 , −
√

4− x2 ≤ y ≤
√

4− x2,

D2 : 0 ≤ x ≤ 2 ,
√

2x− x2 ≤ y ≤
√

4− x2,

D3 : 0 ≤ x ≤ 2 , −
√

4− x2 ≤ y ≤ −
√

2x− x2.

و مبداء مرکز به دایرۀ و x = 2− y2 سهمی ،x = −2 خط به محدود مجموعۀ D کنیم فرض (٣
به چپ سمت علیه منتهی از را x پایۀ با متحرک خط اگر صورت این در است. یک شعاع
دو شده جدا خطهای پاره تعداد است، 1 و −1 بین x که مادامی دهیم. حرکت راست سمت
تعداد این باشد، 2 و 1 بین x اگر و است یک برابر تعداد این باشد 2 1و بین x اگر است.
برش x = 1 و x = −1 خطوط توسط را D مجموعۀ که است لازم نتیجه در است، یک برابر

و D = D1+D2+D3+D4 گردد: تقسیم x−منظم قطعۀ چهار به D تا دهیم

D1 : −2 ≤ x ≤ −1,−
√

2− x ≤ y ≤
√

2− x,

D2 : −1 ≤ x ≤ 1,
√

1− x2 ≤ y ≤
√

2− x,

D3 : −1 ≤ x ≤ 2,−
√

2− x ≤ y ≤
√

1− x2,

D4 : 1 ≤ x ≤,
√

2− x ≤ y ≤
√

2− x.

می توان x−منظم مجموعۀ دو تفاضل شکل به را دامنه این شود) توجه ۶ . ١٠-الف شکل (به
بود: خواهد مفید دوگانه) انتگرال به (مربوط بعدی استفاده های در کار این نوشت.

D = Da−Db,
Da : −2 ≤ x ≤ 2,−

√
2− x ≤ y ≤

√
2− x,

Db : −1 ≤ x ≤ 1,−
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2.

و h(x) توابع که کنید تقسیم طوری x−منظم قطعات به را D مجموعۀ مورد، هر در تمرین. ٩.٢.۶
باشند: ضابطه ای تک آنها ℓ(x)

.y = −x و y = x ،y = 1 ،y = −1 خطوط به محدود مجموعۀ (١
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الف) :١٠ . ۶ شکل
مثال از ٣ قسمت
تعیین ب) ٨.٢.۶
مجموعۀ یک حدود

y−منظم

.x2+ y2 = 9 و x2+ y2 = 2x دوایر به محدود مجموعۀ (٢

بیضی. آن بر محیط مستطیل و x2/4+ y2/9 = 1 بیضی به محدود مجموعۀ (٣

.4x2+ y2 = 4 و x2+4y2 = 4 بیضی دو به محدود مجموعۀ (۴

.0 ≤ x ≤ 10 که x = 4y2 و y = 4x2 سهمی دو به محدود مجموعۀ (۵

.0 ≤ x ≤ 4 که y = 8− x2 و y = x2 سهمی دو به محدود مجموعۀ (۶

.(0,2) و (0,0) ،(1,2) ،(3,1) رئوس با ضلعی چهار (٧

.(0,0) و (2,−2) ،(2,2) ،(−2,0) رئوسی با ضلعی چهار (٨

9) 2x ≤ x2+ y2 ≤ 4x. 10) 1 ≤ |x|+ |y| ≤ 2.

11) x4+ y4 ≤ 16. 12) 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4x.

x−محور. و 0 ≤ t ≤ 2π که y = 1− cos t ،x = t− sin t منحنی به محدود مجموعۀ (١٣

.y = 4x و y = x خطوط و xy = 2 و xy = 1 هذلولی های به محدود مجموعۀ (١۴

از می توان راحتی به بنابراین ندارد، مزیتی هیچ y مقابل در x انتخاب تعمیم. و تعریف ١٠.٢.۶
گفت: سخن y−منظم مجموعۀ

D : a ≤ y ≤ b , h(y) ≤ x ≤ ℓ(y),

می باشد. صحیح نیز مورد این در ٢.٢.۶ قضیۀ و
گفت: سخن uv−صفحۀ در u−منظم مجموعۀ یک از می توان کلی صورت به

مثال. ١١.٢.۶

زیرا است، y−منظم مجموعه این بگیرید. نظر در را ۴.٢.۶ مثال از 4 قسمت از D مجموعۀ (١
که شود توجه شود.) توجه ۶ . ١٠-ب شکل (به .D : 0 ≤ y ≤ 1,−y ≤ x ≤ y نوشت: می توان

بوده. شده نوشته x−منظم مجموعۀ دو از اجتماعی صورت به مجموعه این
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D مجموعه صورت این در باشد. ٨.٢.۶ مثال از (١) قسمت در مجموعۀ D کنید فرض (٢
که شود توجه .D : −1 ≤ y ≤ 1, 4y2 ≤ x ≤ y2 + 3 نوشت: می توان زیرا است. y−منظم

توجه ۶ . ١١-الف شکل (به بود شده نوشته x−منظم مجموعه سه از اجتماعی صورت به D قبلا
شود).

قسمتهای :١١ . ۶ شکل
١١.٢.۶ مثال از ٣ و ٢

x−منظم هم D صورت این در است. x = y2 و y= x2 سهمی دو به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٣
y و x بین که تقارنی دلیل به واقع، در شود. توجه ب -١١ . ۶ شکل به y−منظم هم و است

داریم: دارد، وجود

D : 0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤
√

x,

D : 0 ≤ y ≤ 1 , y2 ≤ x ≤ √y.

این در باشد. x2+y2/4= 1 بیضی و x2+y2 = 4 معادلۀ به دایرۀ به محدود ناحیۀ D کنیم فرض (۴
۶ . ١٢-الف شکل (به نوشت: منظم D مجموعۀ دو از اجتماعی صورت به می توان را D صورت

و D = D1+D2 شود) توجه

D1 : −2 ≤ y ≤ 2, −
√

4− y2 ≤ x ≤ −
√

1− y2/4,

D2 : −2 ≤ y ≤ 2,
√

1− y2/4 ≤ x ≤
√

4− y2.

الف) :١٢ . ۶ شکل
مثال از ٣ قسمت
قسمت ب) ١١.٢.۶

٢.٣.۶ مثال از ١



دوگانه انتگرال . ۶ فصل ٢٩٢ مکرر انتگرال . ٣ . ۶

بنویسید: y−منظم مجموعه های صورت به را زیر مجموعه های از یک هر تمرین. ١٢.٢.۶

.x = 4 خط و x = y2 سهمی به محدود مجموعه های (١

.|x|+2|y| = 2 لوزی و x2+4y2 = 4 بیضی به محدود مجموعۀ (٢

.(1,0) و (2,2) ،(0,0) رئوس با مثلث (٣

(0,2) و ،(0,1) ،(1,2) ،(2,1) رئوس با چهارضلعی (۴

.|x|+ |y| = 1 لوزی و x2/3+ y2/3 = 1 آستروئید به محدود مجموعۀ (۵

.(x,y)6 = 1 رابطۀ در صادق (x,y) = x+ yi ∈ Cرئوس با ضلعی شش (۶

7) |x|+2|y| ≤ 1. 8) x2/3+ y2/3 ≤ 1. 9) |x+ y|+ |x− y| ≤ 2.

10) 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4x. 11) (x+2y+1)2+ (y+2x+1)2 ≤ 4.

x−محور. و −1 ≤ x ≤ 1 بازۀ بر y = arcsin x تابع نمودار به محدود مجموعۀ (١٢

.0 < a که (x2+ y2)2 = a2(x2− y2) پاپیون به محدود مجموعۀ (١٣

.[0;2π] بازۀ بر کسینوس و سینوس توابع نمودار به محدود مجموعۀ (١۴∗

م΄رر انتگرال ٣ . ۶ بخش

را مهم این کنیم. مطرح دوگانه انتگرال لۀ مسأ حل برای بر میان قضیه ای که است رسیده آن زمان
است. رسانیده انجام به فوبینی دو گی ایتالیایی، ریاضیدان

است: x−منظم مجموعه ای D کنید فرض قضیه. ١.٣.۶

D : a ≤ x ≤ b , h(x) ≤ y ≤ ℓ(x),

صورت این در است. پیوسته D بر z = f (x,y) تابع و

x
D

f (x,y)dA =
∫ b

a

[∫ ℓ(x)

h(x)
f (x,y)dy

]
dx.

نموده، تقسیم x−منظم نواحی به را آن دامنه ابتدا دوگانه انتگرال هر حل برای اساس، این بر
اعداد سرانجام و می گیریم انتگرال آنها از یک هر بر شده داده تابع از فوبینی قضیۀ کمک به سپس
معمولی انتگرال جفت چند یا یک محاسبۀ به نظر مورد انتگرال ترتیب، این به می زنیم. جمع را حاصل

می انجامد.
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مثال. ٢.٣.۶

تابع انتگرال مقدار باشد. x = 2 و y = −x ،y = x خطوط به محدود مجموعۀ D کنیم فرض (١
کنید. محاسبه D بر را f (x,y) = xy2

ملاحظه شود). توجه ۶ . ١٢-ب شکل (به نمود مشخص را D مجموعۀ حدود باید ابتدا حل:
داریم فوبینی قضیۀ اساس بر بنابراین، .D : 0 ≤ x ≤ 2 , −x ≤ y ≤ x که می گردد

x
D

xy2dA=
∫ 2

0

[∫ x

−x
xy2dy

]
dx

=

∫ 2

0

[
xy3

3

]y=x

y=−x
dx =

∫ 2

0

2
3

x4dx

=
2
3

[
x5

5

]2

0
=

64
15
.

محاسبه D بر را f (x,y)=
πsin(πx/4)
√

4x− x2
تابع انتگرال است، x2+y2 ≤ 4x قرص D کنیم فرض (٢

کنید.

y=±
√

4x− x2 می کنیم: حل y حسب بر را x2+y2 = 4x معادلۀ ابتدا منظور، این برای حل:
بنابراین شد. خواهد 0 ≤ x ≤ 4 معنی به رادیکال زیر بودن مثبت شرط که

D : 0 ≤ x ≤ 4 , −
√

4x− x2 ≤ y ≤
√

4x− x2

داریم مجموع در پس، شود. توجه ۶ . ١٣-الف شکل به

x
D

f dA =
∫ 4

0

∫
√

4x−x2

−
√

4x−x2

πsin(πx/4)dy
√

4x− x2

 dx

=

∫ 4

0

[
πysin(πx/4)
√

4x− x2

]y=
√

4x−x2

y=−
√

4x−x2
dx

= 2π
∫ 4

0
sin

(
π

4
x
)
dx =

[
−1

2
cos

(
π

4
x
)]4

0
= 1.

انتگرال . f (x,y) = 2xy و است x = y2 ،y = x2 سهمی دو به محدود مجموعۀ D کنیم فرض (٣
کنید. محاسبه را D بر f

.D : 0 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤
√

x داریم ١١.٢.۶ مثال از (٣) قسمت به توجه با ابتدا حل:
بنابراین

x
D

f dA =
∫ 1

0

∫
√

x

x2
2xydy

 dx
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قسمتهای :١٣ . ۶ شکل
٢.٣.۶ مثال از ۴ و ٢

=

∫ 1

0

[
xy2

]y=
√

x

y=x2 dx =
∫ 1

0

{
x2− x5

}
dx

=

[
x3

3
− x6

6

]1

0
=

1
6
.

شده محدود y = 4− x2 سهمی توسط که باشد xy−صفحه اول ربع از قسمتی D کنید فرض (۴
کنید. محاسبه را D بر f انتگرال . f (x,y) = x و است

(به می کنیم. شناسایی را D محدودۀ ابتدا ،D بر f (x,y) انتگرال محاسبۀ برای حل:
بنابراین و D : 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 4− x2 صورت این در شود) توجه ۶ . ١٣-ب شکل

x
D

f dA =
∫ 2

0

∫ 4−x2

0
xdy

 dx

=

∫ 2

0

[
xy

]4−x2

0
dx =

∫ 2

0

(
4x− x3

)
dx

=

[
2x2− x4

4

]2

0
= 4

. f (x,y) =
|x|

x2−4
و باشد ۴.٢.۶ مثال از (۵) قسمت در شده تعریف ناحیۀ D کنید فرض (۵

کنید. محاسبه را D بر f انتگرال

باید انتگرال دو پس است، شده تقسیم x−منظم مجموعۀ دو به D چون صورت، این در حل:
شود: حل

x
D

f dA =
x
D1

x
x2−4

dA+
x
D2

−x
x2−4

dA

=

∫ 0

−2

∫ x3−4x

0

xdy
x2−4

 dx+
∫ 2

0

[∫ 0

x3−4x

−xdy
x2−4

]
dx

=

∫ 0

−2

[
xydy
x2−4

]x3−4x

0
dx+

∫ 0

−2

[
−xydy
x2−4

]0

x3−4x
dx
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=

∫ 0

−2
x2 dx+

∫ 2

0
x2 dx =

∫ 2

−2
x2 dx

=

[
x3

6

]2

−2
=

8
3

قسمتهای :١۴ . ۶ شکل
٢.٣.۶ مثال از ٧ و ۶

f (x,y) = و باشد y−محور و x2+y2 = 4 ،x2+y2 = 2x دوایر به محدود ناحیۀ D کنید فرض (۶
کنید. محاسبه را D بر f انتگرال .x|y|

بخش دو به تبدیل قابل اما نیست، x−منظم مجموعۀ D می کنیم. مطالعه را D ابتدا حل:
و D = D1∪D2 شود: توجه ۶ . ١۴-الف شکل به است؛ x−منظم

D1 : 0 ≤ x ≤ 2 ,
√

2x− x2 ≤ y ≤
√

4− x2

D2 : 0 ≤ x ≤ 2 , −
√

4− x2 ≤ y ≤ −
√

2x− x2

صورت این در
x
D

f dA =
x
D1

xydA+
x
D2

−xydA

=

∫ 2

0

∫
√

4−x2

√
2x−x2

xydy

 dx+
∫ 2

0

∫ −
√

2x−x2

−
√

4−x2
−xydy

 dx

=

∫ 2

0

[
x

y2

2

]√4−x2

√
2x−x2

dx+
∫ 2

0

[
x

y2

2

]−√2x−x2

−
√

4−x2
dx

= 4
∫ 2

0

(
2x− x2)dx = 4

[
x2− x3

3

]2

0
=

16
3
.

بر f (x,y) = x
3y+2
y−2

انتگرال است. (1,0) و ،(2,2) ،(0,0) رئوس با مثلثی D کنید فرض (٧

کنید. محاسبه D

(0,0) نقاط از گذرنده خط می یابیم. را مثلث ضلع سه معادلۀ ابتدا منظور، این برای حل:
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و (0,0) نقاط از گذرنده خط .y = x یعنی سوم، و اول ربع نیمساز از است عبارت (2,2) و
x−1
2−1

=
y−0
2−0

از عبارتست (1,0) و (2,2) نقاط از گذرنده خط .y= 0 از است عبارت (1,0)

توجه ۶ . ١۴-ب شکل (به است y−منظم مجموعه ای D صورت این در .y = 2x−2 بنابراین و
بنابراین .D : 0 ≤ y ≤ 2, y ≤ x ≤ y/2+1 نوشت می توان زیرا شود)

x
D

f dA =
∫ 2

0

[∫ y/2+1

y
x

3y+2
y−2

dx
]

dy

=

∫ 2

0

[
x2

2
3y+2
y−2

]x=y/2+1

x=y
dy =

1
8

∫ 2

0
(3y+2)2 dy

=
1
8

[
1
9

(3y+2)3
]2

0
= 7.

انتگرال باشد، x+ y = 5/2 خط و xy = 1 هذلولی به محدود مجموعۀ D که صورتی در (٨

کنید. محاسبه را
x
D

8xy2

2y2−5y−2
dA

می دهیم: خورد بر را شده داده خط و هذلولی ،D مجموعۀ حدود شدن روشن برای حل:

 xy = 1,

x+ y =
5
2
,
⇔


5
2

x− x2 = 1,

y =
5
2
− x,

⇔


x = 2,

1
2
,

y =
5
2
− x.

شود. توجه ۶ . ١۵-الف شکل به (2,1/2)؛ و (1/2,2) از عبارتند دو آن برخورد نقاط بنابراین،

.D : 1/2 ≤ y ≤ 2 , 1/y ≤ x ≤ 5/2− y نوشت: می توان زیرا است، x−منظم مجموعه، این
نتیجه در

قسمتهای :١۵ . ۶ شکل
٢.٣.۶ مثال از ٩ و ٨

x
D

f dA =
∫ 2

1/2

[∫ 5/2−y

1/y

8xy2 dx
2y2−5y−2

]
dy

=

∫ 2

1/2

[
4x2y2

2y2−5y−2

]x=5/2−y

x=1/y
dy
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=

∫ 2

1/2

[
2y2−5y+2

]
dy = −9

8
.

همچنین و باشد x = e خط  و x−محور ،y = ln x تابع نمودار به محدود مجموعۀ D کنید فرض (٩
کنید. محاسبه را D بر f انتگرال . f (x,y) = xy2/(e2y− e2)

قسمتهای :١۶ . ۶ شکل
مثال از ١١ و ١٠

٢.٣.۶

توجه ۶ . ١۵-ب شکل به y−منظم؛ هم و است x−منظم هم D مجموعه صورت، این در حل:
واقع در شود.

D : 1 ≤ x ≤ e , 0 ≤ y ≤ ln x,

: 0 ≤ y ≤ 1 , ey ≤ x ≤ e.

نوشت می توان بنابراین،

x
D

f dA =


∫ e

1

[∫ ln x

0

xy2

e2y− e2 dy
]

dx (1)∫ 1

0

[∫ e

ey

xy2

e2y− e2 dx
]

dy (2)

یعنی دارد، حل به امید (٢) و (؟!) است حل قابل غیر (١) که

x
D

f dA =
∫ 1

0

[
x2y2

2
(
e2y− e2) ]x=e

x=ey
dy

=

∫ 1

0
−y2

2
dy =

[
−y2

6

]1

0
= −1

6
.

انتگرال . f (x,y)= ex2 و است x= 1 و y= 0 ،y= x خطوط به محدود مجموعه D کنید فرض (١٠
کنید. محاسبه را D بر f

صورت، این در حل:

D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x,
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: 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 1,

طریق دو به بنابراین، شود. توجه ۶ . ١۶-الف شکل به y−منظم. هم و است x−منظم هم
نوشت: می توان

x
D

f dA =


∫ 1

0

[∫ x

0
ex2

dy
]

dx (1)∫ 1

0

[∫ 1

y
ex2

dx
]

dy (2)

نمود: حل می شود را (١) که حالی در (!؟) است حل قابل غیر (٢) اما

x
D

f dA =
∫ 1

0

[
yex2

]y=x

y=0
dx =

∫ 1

0
xex2

dx

=

[
1
2

ex2
]1

0
=

1
2

(e−1).

ترتیب تعویض با نیست! حل قابل اما است؛ شده داده
∫ π

0

∫
√
π

√
y

sin(x2)
x

dx

 dy انتگرال (١١

آورید. بدست را انتگرال مقدار حدود،

است روشن بنویسیم x−منظم شکل به آنرا و آورده بدست را D دامنه می کنیم سعی پس حل:
۶ . ١۶-ب شکل به است؛ شده محدود y= π و y= 0 ،x=

√
π خطوط x=

√
y سهمی به D که

شرایط در (0,π) نقطه چون می کنیم. بازنویسی منظم x صورت به را مجموعه شود.این توجه
می باشد: قبول مورد پائینی قسمت پس نمی کند، صدق مسئله

D : 0 ≤ x ≤
√
π, 0 ≤ y ≤ x2.

داریم نتیجه، در

∫ π

0

∫
√
π

√
y

sin(x2)
x

dx

 dy =
x
D

sin(x2)
x

dA

=

∫ √
π

0

∫ x2

0

sin(x2)
x

dy

 dx =
∫ √

π

0

[
y

sin(x2)
x

]y=x2

y=0
dx

=

∫ √
π

0
xsin(x2)dx =

[
−1

2
cos(x2)

]√π
0
= 1.

کنید. حل حدود ترتیب تعویض از پس را
∫ 2

0

∫ 4−x2

0

xe2y

4− y
dy

 dx انتگرال (١٢
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قسمتهای :١٧ . ۶ شکل
مثال از ١٣ و ١٢

٢.٣.۶

x = 2 و x = 0 ،y = 0 خطوط  و y = 4− x2 سهمی به D اینجا در که است روشن حل:
در شود. توجه ۶ . ١۶-الف شکل به .D : 0 ≤ y ≤ 4 , 0 ≤ x ≤

√
4− y شده است: محدود

صورت ∫این 2

0

∫ 4−x2

0

xe2y

4− y
dy

 dx =
x
D

xe2y

4− y
dA

=

∫ 4

0

∫
√

4−y

0

xe2y

4− y
dx

 dy =
∫ 4

0

[
x2e2y

2(4− y)
dx

]√4−y

0
dy

=
1
2

∫ 4

0
e2y dy =

1
2

[
1
2

e2y
]4

0
=

1
4

(
e8−1

)
.

کنید. محاسبه x2 ≤ y ≤ 4 مجموعه بر را f (x,y) = [y− x2] تابع انتگرال (١٣

کرد: مطالعه باید را صحیح جزء داخل عبارت حل:

[y− x2] = n, ⇔ n ≤ y− x2 < n+1, ⇔ x2+n ≤ y < x2+n+1,

را D مجموعۀ (x,y) ∈ D محدودیت به توجه با باشد. دلخواهی صحیح عدد هر می تواند n که
شود): توجه ۶ . ١٧-ب شکل (به می کنیم تقسیم قسمت چهار به

D = D1∪D2∪D3∪D4, D1 : x2 ≤ y < x2+1 , y ≤ 4,

D2 : x2+1 ≤ y < x2+2 , y ≤ 4, D3 : x2+2 ≤ y < x2+3 , y ≤ 4,

D4 : x2+3 ≤ y < x2+4 , y ≤ 4.

صورت این در
x
D

[y− x2]dA =
x
D1

0dA+
x
D2

1dA+
x
D3

2dA+
x
D4

3dA

=
x

D2∪D3∪D4

dA+
x

D3∪D4

dA+
x
D4

dA.
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زیرا هستند، x−منظم همگی D4 و D3∪D4 و D2∪D3∪D4 مجموعه های اما

D2∪D3∪D4 : −
√

3 ≤ x ≤
√

3 , x2+1 ≤ y ≤ 4,

D3∪D4 : −
√

2 ≤ x ≤
√

2 , x2+2 ≤ y ≤ 4,

D4 : −1 ≤ x ≤ 1, x2+3 ≤ y ≤ 4.

بنابراین،

x
D

[y− x2]dA =
∫ √

3

−
√

3

[∫ 4

x2+1
dy

]
dx+

∫ √
2

−
√

2

[∫ 4

x2+2
dy

]
dx+

∫ 1

−1

[∫ 4

x2+3
dy

]
dx

=

∫ √
3

−
√

3

[
3− x2

]
dx+

∫ √
2

−
√

2

[
2− x2

]
dx+

∫ 1

−1

[
1− x2

]
dx

=

[
3x− x3

3

]√3

−
√

3
+

[
2x− x3

3

]√2

−
√

2
+

[
x− x3

3

]
= 4
√

3+
8
3

√
2+

4
3
.

سیکلوئید از کامل قطعۀ یک به محدود ناحیۀ D که صورتی در (١۴

C : x = R(t− sin t), y = R(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π,

کنید. محاسبه D بر را f (x,y) انتگرال ، f (x,y) = y و باشد شود) توجه ١٨ . ۶ شکل (به

قطعۀ یک پس .cos t = 1 از است عبارت x−محور، با C برخورد یعنی ،y = 0 شرط حل:
صورت به را D مجموعۀ .0 ≤ t ≤ 2π که است معنی این به C از کامل

D : 0 ≤ x ≤ 2πR , 0 ≤ y ≤ R(1− cos t)

بنابراین، داد. توضیح می توان

x
D

ydA =
∫ 2πR

0

[∫ R(1−cos t)

0
ydy

]
dx

=

∫ 2πR

0

[
y2

2

]y=R(1−cos t)

0
dx

=
R2

2

∫ 2πR

0
(1− cos t)2 dx.

t 0 2π

x 0 2πR
،dx=R(1−cos t)dt پس می کنیم، استفاده x=R(t−sin t) متغیر تغییر از اکنون
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قسمت :١٨ . ۶ شکل
٢.٣.۶ مثال از ١۴

بنابراین و

x
D

ydA =
R2

2

∫ 2π

0
(1− cos t)2R(1− cos t)dt

=
R3

2

∫ 2π

0

{
1−3cos t+3cos2 t− cos3 t

}
dt

= −R3

2

∫ 2π

0

(
3cos t+ cos3 t

)
dt+

R3

2

∫ 2π

0

(
1+3

1+ cos2t
2

)
dt

= 0+
R3

2

[
5
2

t+
3
4

sin(2t)
]2π

0
=

5
2
πR3.

نباشد، برقرار شرط این چنانچه که معنی این به است. الزامی ١.٣.۶ قضیۀ در تابع پیوستگی شرط
کنید. توجه زیر مثال به برسیم. تناقض به است ممکن

کنید فرض مثال. ٣.٣.۶

f (x,y) =


1/y2 0 < x < y < 1 اگر
−1/x2 0 < y < x < 1 اگر
0 صورت این غیر در

دهید نشان

∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y)dy

]
dx ,

∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y)dx

]
dy.

داریم ، f ضابطۀ به توجه با حل:

∫ 1

0
f (x,y)dy =

∫ x

0

−1
x2 dy+

∫ 1

x

1
y2 dy

=

[−y
x2

]y=x

y=0
+

[
−1
y

]y=1

y=x
= −1,

∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y)dy

]
dx =

∫ 1

0
−dx = −1.
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که حالی ∫در 1

0
f (x,y)dx =

∫ y

0

1
y2 dx+

∫ 1

x

−1
x2 dx

=

[
x
y2

]x=y

x=0
+

[
1
x

]x=1

x=y
= 1,

∫ 1

0

[∫ 1

0
f (x,y)dx

]
dy =

∫ 1

0
dx = 1.

کنید: محاسبه را زیر مکرر انتگرالهای از یک هر تمرین. ۴.٣.۶

1)
∫ 1

0

[∫ 1

0

x2 dy
y2+1

]
dx, 2)

∫ 2π

0

[∫ a

sinθ
rdr

]
dθ,

3)
∫ 4

3

[∫ x

1

dy
(x+ y)2

]
dx, 4)

∫ 2

0

[∫ 2

x
[x+ y]dy

]
dx,

5)
∫ 3

0

∫
√

25−x2

0
xydy

dx, 6)
∫ 1

0

[∫ 1−x

0
(x+ y)dy

]
dx,

7)
∫ 3

−3

∫
√

9−y2

−
√

9−y2
x2dx

dy, 8)
∫ 4

0

∫
√

16−y2

0
|x−2|dx

dy,

9)
∫ 2

0

[∫ 1

0
(x2+2y)dx

]
dy, 10)

∫ 1

0

∫
√

1−x2

0

√
1− x2− y2 dy

 dx.

بنویسید: را
s

D f (x,y)dA انتگرال حدود مورد، هر در

است. (0,1) و ،(2,1) ،(2,0) ،(0,0) رئوس به مستطیل D (١١

است. مبداء شامل و است x2+ y2 = 9 و y2− x2 = 1 هذلولی به محدود ناحیۀ D (١٢

است. (1,5) و ،(2,7) ،(2,4) ،(1,2) رئوس به الاضلاع متوازی D (١٣

است. x2+ y2 = 2x و y2+ x2 = 4 دوایر به محدود ناحیۀ D (١۴

x= p/2 خط و y2 = 2px سهمی به محدود ناحیۀ D که کنید محاسبه صورتی در را
s

D xy2 dA (١۵
.p > 0 و است

کنید. محاسبه x2+ y2 ≤ 9 قرص بر را f (x,y) = |xy| تابع انتگرال (١۶

انتگرال باشد، y = x و y = x+a ،y = a ،y = 2a خطوط به محدود منطقۀ D که صورتی در (١٧
کنید. محاسبه D بر را f (x,y) = x2+ y2 تابع

را f (x,y) = x2y تابع انتگرال باشد، x = y2 و y = x2 سهمی دو به محدود D که صورتی در (١٨
کنید. محاسبه D بر



مکرر انتگرال . ٣ . ۶ ٣٠٣ دوگانه انتگرال . ۶ فصل

باشد. (2,2) و (1,3) ،(0,0) رئوس به مثلثی D که کنید محاسبه صورتی در را
s

D xy2 dA (١٩

خطوط بین که باشد x2+y2 ≤ 1 قرص از قسمتی D و f (x,y)=
(
y/(x2+ y2)

)3 که صورتی در (٢٠
کنید. محاسبه D بر را f انتگرال است، شده محدود y = 1/2 و y = 1

.D : y ≤ 10− x2, y ≥ x2, x ≥ 0 آن در که کنید محاسبه صورتی در را
s

D xy2 dA انتگرال (٢١

بر را f (x,y) =
√

xy− y2 تابع انتگرال باشد، (1,1) و (10,1) ،(0,0) رئوس با مثلثی D اگر (٢٢
کنید. محاسبه D

(x−2)2 + دایرۀ به محدود ناحیۀ بالایی نیمۀ D که کنید محاسبه بشرطی را
s

D xydA مقدار (٢٣
باشد. y2 = 1

باشد، اول ربع در واقع و مختصاتی محورهای بر مماس و a شعاع به دایره ای D که صورتی در (٢۴
کنید. محاسبه D بر را 1/

√
2a− x ضابطۀ با f (x,y) تابع انتگرال

y = b و y = 0 ،x = a ،x = 0 خطوط به محدود مستطیل بر را f (x,y) = xnym تابع انتگرال (٢۵
دلخواهند. حقیقی اعداد a و b و طبیعی اعداد n و m که کنید؛ محاسبه

کنید: محاسبه را حاصل انتگرال انتگرالگیری، ترتیب تعویض از پس مورد، هر در

26)
∫ 1

0

[∫ 3x

2x
ydy

]
dx, 27)

∫ 1

0

∫
√

3−y2

y2/2
xdx

 dy

28)
∫ π

0

[∫ sin x

0
xydy

]
dx, 29)

∫ 1

0

∫ 1

√
y
ex3

dx
 dy,

30)
∫ 1

0

∫ 3√y

y

xdx
y ln x

 dy, 31)
∫ 1

0

[∫ 1

y
x2exy dx

]
dy,

32)
∫ 4

0

[∫ 2

√
x
sin(πy3)dy

]
dx, 33)

∫ 1

0

∫ 3√y

y
sin(x2)dx

 dy,

34)
∫ 1

0

[∫ y/2

0
y3(2x− y)e(2x−y)2

dy
]

dx, 35)
∫ 2

1

[∫ ln x

0
(x−1)

√
1+ e2y dy

]
dx,

36)
∫ 1

0

[∫ π/4

arctan x
ln(cosy)dy

]
dx, 37)

∫ 1

0

[∫ 1

x2
2xyexp(yx2)dy

]
dx,

38)
∫ 1

0

∫ 1

y

x5y√
1+ x2y2

dx

 dy, 39)
∫ e

1

[∫ lny

0

dx
y lny+ xy

]
dy.

منحنی به محدود و اول ربع در واقع مجموعۀ بر f (x,y) = x2y2
√

1− x3− y3 تابع انتگرال (۴٠
کنید. محاسبه را x3+ y3 = 1
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محاسبه را زیر منحنی و مختصاتی محورهای به محدود مجموعۀ بر f (x,y) = xy تابع انتگرال (۴١
.C : x = Rcos3 t, y = Rsin3 t, 0 ≤ t ≤ π/2 کنید:

و باشد y = 1 و x = 1 معادلۀ به خط دو و مختصاتی محورهای به محدود مربع D کنید فرض (۴٢
سپس و نوشته y−منظم نیز و x−منظم شکل به را D . f (x,y) = (x− y)/(x2+ y2) همچنین

کنید. محاسبه یک هر به نسبت را f انتگرال

مختصات تغییر ۴ . ۶ بخش

نیستند. حل قابل اصلا اینکه یا و می شوند حل سختی به یا انتگرال مسایل موارد، از بسیاری در
شایانی کمک مواقع از بسیاری در که نمود، استفاده می توان متغییر تغییر روش از مواردی چنین در
تغییر و قطبی مختصات تغییر از عبارتند گانه دو انتگرال در استاندارد متغیرهای تغییر می کند.
مختصات تغییر دو این وسیع کاربرد دلیل به کرد. خواهیم بررسی جداگانه را آنها که خطی، مختصات

پرداخت. خواهیم متغیر تغییر کلی صورت بیان به پایان در و می کنیم تشریح را آنها ابتدا ،

را نقاط مجموعۀ گذاری اسم برای یا و توضیح برای سعی گونه هر کلی بطور مختصات. ١.۴.۶
گردد: رعایت بایستی گذاری نام برای خاصی اصول که است روشن می گوئیم. پرداخت تعیین

شده؛ داده نسبت اسم نقاط همۀ به (١

نشود؛ داده اسم یک از بیش نقطه یک به (٢

باشد. منطقی نظام یک دارای اسامی انتخاب (٣

مجموعه ای به A از فراگیر و یکبیک است تابعی ،A مجموعۀ بر مختصات یک از منظور ریاضی، بیان به
و...). R2 ،Z ،R (نظیر مشخص

می دهیم: ارائه را ذیل تعریف است، صفحه در مختصات طرح هدف که اکنون

شکل به F : R2→R2 معکوس پذیر تابعی صفحه در مختصات تغییر یک از منظور تعریف. ٢.۴.۶
J =

∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ , 0 ای (u,v) ∈D هر ازای به که است V برد و D دامنۀ با F(u,v) =
(
x(u,v),y(u,v)

)
می نامیم. F مختصات تغییر ژاکوبین را J عددی تابع

بر شرط این دوگانه، انتگرال محاسبۀ در مختصات تغییر این از استفادۀ دلیل به یادداشت. ٣.۴.۶
نباشد. قرار بر می تواند D از صفر مساحت با مجموعه ای زیر

مثال. ۴.۴.۶
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تغییر یک F صورت این در .F(u,v) = ((u+ v)/2, (u− v)/2) و D = V = R2 گیریم (١
ثانی در و ،F−1(x,y) = (x+ y, x− y) است معکوس پذیر F اولا زیرا، است. مختصات

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥ 1/2 1/2

1/2 −1/2

∥∥∥∥∥∥∥ =
∣∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣∣ = 1
2
, 0.

یک F صورت این در F(u,v) = (uv,u/v) و D = V = {(u,v) |u > 0,v > 0} کنیم فرض (٢
و F−1(x,y) =

(√
xy,

√
x/y

)
است معکوس پذیر F زیرا است، مختصات تغییر

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥ v u

1/v −u/v2

∥∥∥∥∥∥∥ = 2
∣∣∣∣∣uv

∣∣∣∣∣ ,
مساحت خط ها نیم این چون می شود. صفر D از و نمی شود تعریف v = 0 خط نیم بر تنها که

می کند. تعریف مختصات تغییر یک F نمی سازند،

و می کند تعریف مختصات تغییر یک F(u,v) = (x,y) دهید نشان مورد، هر در تمرین. ۵.۴.۶
کنید: مشخص را V و D مجموعۀ

1) x = u, y = uv, 2) x = u2/v, y = v2/u,

3) u = xy, v = x+ y, 4) u = 1/x, v = 1/y,

5) x = u+2v, y = u−2v, 6) u =
√

x2+ y2, v = arctan(y/x) .

،U دامنۀ با مختصاتی تغییر F که صورتی در دوگانه. انتگرال در مختصات تغییر قضیۀ ۶.۴.۶
طوری D′ ⊆ U اگر نیز و باشد، انتگرال پذیر D ⊂ V بر z = f (x,y) تابع و باشد J ژاکوبی و V برد

و است انتگرال پذیر D′ بر نیز z = f
(
x(u,v),y(u,v)

) تابع صورت این در ،F(D′) = D که باشد
x
D

f (x,y)dxdy =
x
D′

f
(
x(u,v),y(u,v)

)
J dudv

□ .
s

D f dA =
s

F−1(D)( f ◦F) J dA′ اختصار به یا

فاصلۀ است. xy−صفحه در مبداء بجز نقطه ای M = (x,y) کنید فرض قطبی. مختصات ٧.۴.۶
در که است روشن شود. توجه ١٩ . ۶ شکل به می دهیم؛ نشان θ با را xOM زاویۀ و r با را O تا M

صورت این x = r cosθ

y = r sinθ
و


√

x2+ y2 = r

arctan(y/x) = θ

تعریف F(θ,r) = (x,y) تابع ترتیب، این به .r = θ = 0 می کنیم تعریف O = (0,0) مبداء مورد در
نیز و دلخواه است عددی α که ،α ≤ θ < 2π+α می کنیم فرض گردد، یکبیک F اینکه برای می شود.
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می کنیم. تعریف ،U : α ≤ θ < 2π+α, 0 ≤ r صورت به را F دامنۀ پس .0 ≤ r که است روشن
نیز و xy−صفحه کل از است عبارت F برد که است واضح بعلاوه،

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(θ,r)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ −r sinθ cosθ

r cosθ sinθ

∣∣∣∣∣∣∣ = | − r| = r,

این است. مختصات تغییر یک F بنابراین، می باشد. صفر مخالف r = 0 نقطۀ بجز جا همه در که
برابر ،α یعنی ،θ محاسبۀ شروع مبنی معمولا که است ذکر به لازم می نامیم. قطبی را مختصات تغییر
ممکن که دیگری نکتۀ است. θr−صفحه در نوار نیم یک F دامنۀ صورت هر در بعلاوه، است. −π یا 0

زاویۀ x−محور با که مبداء از شروع با است خطی نیم θ = θ0 منحنی که است آن باشد، مفید است
شود. توجه ١٩ . ۶ شکل به است. r0 شعاع و مبداء مرکز به دایره ای r = r0 منحنی و می سازد θ0

:١٩ . ۶ شکل
از مجموعه تبدیل
به قطبی مختصات

بالعکس و دکارتی

آنگاه باشد، xy−صفحه از مجموعه ای زیر D اگر قطبی). مختصات (تغییر قضیه ٨.۴.۶
x
D

f (x,y)dA =
x
D′

f
(
r cosθ,r sinθ

)
r dA′,

□ است. θr−صفحه در D تصویر D′ که

مثال. ٩.۴.۶

بر f (x,y) = 3
√

x2+ y2 تابع انتگرال است. x2+ y2 = 4 دایرۀ به محدود ناحیۀ D کنید فرض (١
کنید. محاسبه را D

می گردد، بیان x2+y2 ≤ 4 صورت به D چون می کنیم. استفاده قطبی مختصات تغییر از حل:
نامنفی همواره r اما .D′ : r2 ≤ 4 از است عبارت θr−صفحه) در D تصویر (یعنی، D′ پس
را خود تغییرات همۀ θ پس ندارد، وجود θ بر شرطی چون .D′ : 0 ≤ r ≤ 2 بنابراین است،

داریم مجموع در پس .D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2 یعنی بکند، می تواند

x
D

3
√

x2+ y2 dA =
x
D′

3√
r2r dA′ =

∫ 2π

0

[∫ 2

0
r5/3dr

]
dθ

=

∫ 2π

0

[
3
8

r8/3
]2

0
dθ =

3
2

3√
4
∫ 2π

0
dθ = 3π

3√
4.
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١ قسمت :٢٠ . ۶ شکل
٧.١.۶ از

شود. توجه ٢٠ . ۶ شکل به ،D′ به D تبدیل چگونگی تجسم برای

انتگرال مقدار است، محدود x2+y2 = 9 دایرۀ به که باشد اول ربع از قسمتی D که صورتی در (٢
کنید. محاسبه را D مجموعۀ بر f (x,y) =

√
9− x2− y2 تابع

از است عبارت D که می کنیم توجه منظور، این برای حل:

D : x2+ y2 ≤ 9, 0 ≤ x, 0 ≤ y.

می کنیم: استفاده r sinθ از y بجای و r cosθ از x بجای D′ یافتن برای

D′ : r2 ≤ 9, 0 ≤ r cosθ, 0 ≤ r sinθ.

به توجه با آخر شرط دو که D′ : 0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ cosθ, 0 ≤ sinθ پس ،0 ≤ r همواره اما
بنابراین، هستند. 0 ≤ θ ≤ π/2 معنی به ،0 ≤ θ ≤ 2π اینکه

D′ : 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 3,

بنویسیم می توانیم و
x
D

√
9− x2− y2 dA =

x
D′

√
9− r2r dA′

=

∫ π/2

0

[∫ 3

0
r
√

9− r2dr
]
dθ =

∫ π/2

0

[
−1
3

(9− r2)3/2
]3

0
dθ

=

∫ π/2

0
9dθ =

9
2
π.

، f (x,y) = 9
√

x2+ y2 نیز و باشد x2+y2 = 2x و x2+y2 = x دوایر به محدود ناحیۀ D اگر (٣
کنید. محاسبه D بر را f انتگرال

عبارت آن D′ قطبی تصویر و D : x ≤ x2+y2 ≤ 2x که می کنیم توجه منظور، این برای حل:
داریم نامساویها، طرفین از r حذف با .D′ : r cosθ ≤ r2 ≤ 2r cosθ از است

D′ : cosθ ≤ r ≤ 2cosθ
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لذا و −π/2 ≤ θ ≤ π/2 بنابراین باشد. نامنفی نیز cosθ یا 2cosθ باید پس ،0 ≤ r چون

D′ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2, cosθ ≤ r ≤ 2cosθ

داریم مجموع در شود. توجه ٢١ . ۶ شکل به
x
D

f dA =
x
D

9
√

x2+ y2 dA =
x
D′

9r .r dA′

= 9
∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

cosθ
r2dr

]
dθ = 9

∫ π/2

−π/2

[
r3

3

]2cosθ

cosθ
dθ

= 21
∫ π/2

−π/2
cos3 θdθ

(1)
= 21

∫ 1

−1

(
1−u2

)
du

= 42
[
u− u3

3

]1

0
= 28.

.
θ −π/2 π/2

u −1 1
و du = cosθdθ بنابراین ،u = sinθ است شده فرض (١) در که

٣ قسمت :٢١ . ۶ شکل
٧.١.۶ از

که است (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) معادلۀ به بستۀ منحنی به محدود ناحیۀ D اینکه فرض با (۴
کنید. محاسبه D بر را f =

√
x2− y2 انتگرال ،0 ≤ x,0 < a

۴ قسمت :٢٢ . ۶ شکل
٧.١.۶ از

که می کنیم توجه منظور این برای حل:

D : (x2+ y2)2 ≤ a2(x2− y2),0 ≤ x
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می آوریم: بدست آنرا قبلی تصویر و

D′ : (r2)2 ≤ a2(r2 cos2 θ− r2 sin2 θ), 0 ≤ r cosθ

: r2 ≤ a2 cos(2θ), 0 ≤ cosθ

−π/2 ≤ الزاماً یعنی، ،0 ≤ cosθ و 0 ≤ cos(2θ) بایستی پس شود) توجه ٢٢ . ۶ شکل (به
بنابراین، .−π/4 ≤ θ ≤ π/4 معادل بیان به یا ،2θ ≤ π/2

D′ : −π/4 ≤ θ ≤ π/4, 0 ≤ r ≤ a
√

cos2θ

بعلاوه xو
D

√
x2− y2 dA =

x
D′

√
r2 cos(2θ)r dA

=

∫ π/4

−π/4

∫ a
√

cos(2θ)

0
r2

√
cos(2θ)dr

dθ

=

∫ π/4

−π/4

[
r3

3

√
cos(2θ)

]r=a
√

cos(2θ)

r=0

=
a3

3

∫ π/4

−π/4
cos2(2θ)dθ

=
a3

3

[
θ

2
+

sin(4θ)
8

]π/4
−π/4
=

a3

6
π.

روش به را آن قطبی فرم xy−صفحه، در شده داده بستۀ منحنی نمودار مشاهدۀ منظور به
و x = acosθ

√
cos(2θ) ،x = acosθ

√
cos(2θ) می کنیم: ترسیم نقطه یابی

θ −π
4

−π
8

0
π

8
π

4

x 0 a

√√
2+1

2
a a

√√
2+1

2
0

y −a

√
2

2
−a

√√
2+1

2
0 a

√√
2+1

2
a

√
2

2

r 0 a

√√
2+2

2
a a

√
2−
√

2

2
0

کنید. محاسبه را I =
∫ 1

0

∫
√

4−y2

√
3y

ln(x2+ y2)dx

 dy انتگرال (۵

از است عبارت D انتگرال دامنۀ که می کنیم توجه منظور این برای حل:

D : 0 ≤ y ≤ 1,
√

3y ≤ x ≤
√

4− y2
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: x2+ y2 ≤ 4,
√

3y ≤ x, 0 ≤ y

یعنی می دهیم؛ قرار θ و r حسب بر y و x بجای ،D قطبی تصویر آوردن بدست منظور به

D′ : r2 ≤ 4,
√

3r sinθ ≤ r cosθ, 0 ≤ r sinθ

: 0 ≤ r ≤ 2, tanθ ≤
√

3/3, 0 ≤ sinθ

معنی به محدودیت، این به توجه با دوم نامساوی و است 0 ≤ θ ≤ π معنی به سوم نامساوی
پس است. مستطیل یک که D′ : 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π/6 بنابراین می باشد. 0 ≤ θ ≤ π/6

داریم مجموع در

I =
x
D

ln
(
x2+ y2

)
dA =

x
D′

ln(r2)r dA′

= 2
x
D′

r lnr dA = 2
∫ π/6

0

[∫ 2

0
r lnrdr

]
dθ

(1)
= 2

∫ π/6

0


[
r2

2
lnr

]2

0
−

∫ 2

0

r2

2
dr
r

dθ

=

∫ π/6

0

4ln2−
[
r2

2

]2

0

dθ

= (4 ln2−2)
∫ π/6

0
dθ =

π

3
(2 ln2−1) .

⃝ نموده ایم. استفاده جزء به جزء از (1) در اینکه توضیح

کنید: محاسبه D مجموعۀ بر را f تابع انتگرال ،١٠ تا ١ تمرینات در تمرین. ١٠.۴.۶

است. x2+ y2 ≤ 4 قرص D و f =
√

4− x2− y2 (١

دارد. قرار x−محور زیر که است x2+ y2 ≤ 9 قرص از قسمتی D و f = x2+ y2 (٢

است. x2+ y2 = 9 و x2+ y2 = 4 دوایر به محدود ناحیۀ D و f = 1/(1+ x2+ y2) (٣

است. x2+ y2 = 9 دایرۀ داخل و y = x خط بالای در واقع ناحیۀ D و f = 1/arctan(y/x) (۴

است. x2+ y2 = 4y دایرۀ به محدود ناحیۀ D و f = x
√

x2+ y2 (۵

است. x2+ y2 = 4x و x2+ y2 = 4 به محدود ناحیۀ D و f = x (۶

. f = 1/
√

1+ x2+ y2 و باشد (x2+y2)2 = x2−y2 شکل پروانه منحنی به محدود ناحیۀ D (٧

است. x2+ y2 = 9 دایرۀ داخل D و f = ex2+y2 (٩
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. f =

√
9− x2− y2

9+ x2+ y2 و دارد قرار سوم ربع در که باشد x2+ y2 ≤ 9 قرص از قسمتی D (١٠

کنید: محاسبه را زیر انتگرال باشد، مثبت عددی a و 0 ≤ β ≤ π/2 که صورتی در (١١∫ asinβ

0

∫
√

a2−y2

ycotβ
ln(1+ x2+ y2)dx

 dy

کنید: محاسبه را شده داده انتگرالهای

12)
∫ 2a

0

∫
√

2ax−x2

0
(x2+ y2)dy

 dx, 13)
∫ a

−1

∫
√

a2−y2

√
a2−y2

(x2+ y2)3/2 dx

 dy,

14)
∫ 2

0

∫
√

2x−x2

0

x+ y
x2+ y2 dy

 dx, 15)
∫ a

0

∫
√

a2−x2

0

xy√
x2+ y2

dy

 dx.

از است عبارت خطی مختصات تغییر یک کلی فرم خطی. مختصات تغییر ١١.۴.۶

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥ a b

α β

∥∥∥∥∥∥∥ = |aβ−αb| , 0 آن در که
 x = au+bv+ c,

y = αu+βv+γ,

و u حسب بر y و x کلی شکل اولا که است آن خطی) (بنام مختصات تغییر این اسم گذاری دلیل
تغییر هر اصولا است. خط یک مختصات، تغییر این توسط خط هر تصویر ثانی در و است خطی v

می دهد: انجام را زیر شرح به کار چند یا یک خطی مختصات

:٢٣ . ۶ شکل
تغییر

مختصات
خطی

است −−−→(a,b) باندازۀ انتقالی که ،(x,y) 7→ (x+a,y+b) مانند مفروض، بردار یک باندازۀ انتقال الف)
شود). توجه الف - ٢٣ . ۶ شکل (به
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شود): توجه ب - ٢٣ . ۶ شکل (به مفروض نقطه ای حول و مشخص زاویه ای باندازۀ دوران ب)
θ باندازۀ دورانی که ، (x,y) 7→ (xsinθ+ycosθ,−xcosθ+ysinθ) ضابطۀ با نگاشت نظیر

است. مبداء حول

(x,y) 7→ نظیر شود): توجه ج - ٢٣ . ۶ شکل (به مفروض خط یک به نسبت انعکاس ج)
است. y−محور به نسبت انعکاسی که ،(−x,y+b)

نظیر شود): توجه د - ٢٣ . ۶ شکل (به معلوم محوری امتداد در و مشخص باندازه ای تجانس د)
می باشد. y−محور امتداد در و 2 باندازۀ تجانسی که ،(x,y) 7→ (2x,y)

نظیر شود): توجه ھ - ٢٣ . ۶ شکل (به معلوم نقطه ای به نسبت مشخص باندازه ای تجانس ھ)
می باشد. مبداء به نسبت −1/2 باندازۀ تجانسی که ،(x,y) 7→ (−x/2,−y/2) ضابطۀ با نگاشت

از: عبارتند بالا بحث نتایج مهمترین

تصویر آنرا اضلاع است کافی ضلعی) چند یا (و شکل مثلثی ناحیۀ یک تصویر تعیین برای (١
کنیم.

نوع همان از مخروطی مقطع سهمی،) یا و هذلولی بیضی، (دایرۀ، مخروطی مقطع هر تصویر (٢
است.

است. خطی مختصات تغییر یک خود خطی، مختصات تغییر هر وارون (٣

مثال. ١٢.۴.۶

و است y = x−2 و y = x ،x+2y = 2 ،x+2y = 1 خطوط به محدود ناحیۀ D کنید فرض (١
کنید. محاسبه D بر را F انتگرال بخواهیم و f = (x+2y)2

که می کنیم توجه ابتدا حل:

D : 1 ≤ x+2y ≤ 2, −2 ≤ y− x ≤ 0.

و y = u/3+ v/3 ،x = u/3−2v/3 صورت این در .v = y− x ،u = x+2y کنیم فرض حال

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥ 1/3 −2/3

1/3 1/3

∥∥∥∥∥∥∥ = 1
3
, 0.

،u = 1 از عبارتند صفحه −uv در D کنندۀ مشخص خط چهار تصویر که است روشن بعلاوه،
شود. توجه ٢۴ . ۶ شکل به D′ : 1 ≤ u ≤ 2, −2 ≤ v ≤ 0 بنابراین .v = 0 و v = −2 ،u = 2

نتیجه در
x
D

(x+2y)2 dA =
x
D′

u2

3
dA′ =

∫ 2

1

[∫ 0

−2

u2

3
dv

]
du
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=
2
3

∫ 2

1
u2 du =

14
9
.

مقدار باشد، x+y = π معادلۀ به خط و مختصاتی محورهای به محدود ناحیۀ D که صورتی در (٢

کنید. محاسبه را D بر f (x,y) = cos
(

x− y
x+ y

)
ضابطۀ با تابع انتگرال

١ قسمت :٢۴ . ۶ شکل
١٢.۴.۶ مثال از

صورت این در .v = x+ y و u = x− y می کنیم فرض منظور این برای حل: x = u/2+ v/2,

y = −u/2+ v/2,
J =

∥∥∥∥∥∥∥ 1/2 1/2

−1/2 1/2

∥∥∥∥∥∥∥ = 1
2
, 0.

آنگاه ،x = 0 اگر می کنیم: تصویر را D مثلث ضلع سه ،D تصویر D′ آوردن بدست برای
آنگاه ،x+y = π اگر .v = u یا −u/2+v/2 = 0 آنگاه ،y = 0 اگر .v = −u یا u/2+v/2 = 0

توجه ٢۵ . ۶ شکل (به است v = π و v = −u ،v = u خط سه به محدود ناحیۀ D′ پس .v = π
می گیریم: انتگرال و نوشته u−منظم صورت به را D′ شود).

x
D

cos
(

x− y
x+ y

)
dA =

x
D′

cos
(u

v

) 1
2

dA′

=
1
2

∫ π

0

[∫ v

−v
cos

(u
v

)
du

]
dv =

1
2

∫ π

0

[
vsin

(u
v

)]u=v

u=−v
dv

=

∫ π

0
vsin(1)dv =

[
v2

2
sin(1)

]π
0
=
π2

2
sin(1).

٢ قسمت :٢۵ . ۶ شکل
١٢.۴.۶ مثال از
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و x+3y = 2 راست خط به محدود ناحیۀ بر را f = 5x2 −2x+5y2 −6y+2 تابع انتگرال (٣
کنید. محاسبه x2+4y2+2 = 5y+4xy معادلۀ به سهمی

بعلاوه، . f = (2x+ y− 1)2 + (x− 2y+ 1)2 می کنیم: کامل مربع را f ضابطۀ ابتدا، حل:
معادلۀ و نوشت می توان 2x+ y−1 = x−2y+1 شکل به را خط معادلۀ که می گردد ملاحظه
u = x−2y+1 شود فرض چنانچه پس .2x+ y−1 = (x−2y+1)2 صورت به نیز را سهمی
به سهمی و u = v صورت به خط است. f = u2 + v2 صورت به f آنگاه ،v = 2x+ y−1 و

حالت این در اما گردید. خواهد تبدیل v = u2 صورت u = 2x+ y−1,

v = x−2y+1,
⇒

 x = (u−2v+3)/5,

y = (2u+ v+1)/5,
J =

∥∥∥∥∥∥∥ 1/5 −2/5

2/5 1/5

∥∥∥∥∥∥∥ = 1/5,

صورت این در شود. توجه ٢۶ . ۶ شکل به .D′ : 0 ≤ u ≤ 1, u2 ≤ v ≤ u از است عبارت D′ و
x
D

(5x2−2x+5y2−6y+2)dA =
1
5

x
D′

(u2+ v2)dA′

=
1
5

∫ 1

0

[∫ u

u2
(u2+ v2)dv

]
du =

1
5

∫ 1

0

[
u2v+

v3

3

]v=u

v=u2
du

=

∫ 1

0

(
4
3

u3−u4− 1
3

u6
)

du =
75
7
.

قسمت :٢۶ . ۶ شکل
١٢.۴.۶ مثال از ٣

را
s

D

√
1− x2/a2− y2/b2 dA انتگرال باشد، x2/a2+ y2/b2 ≤ 1 بیضی D که صورتی در (۴

کنید. محاسبه

می کنیم. حذف y2 مخرج از را b2 و x2 مخرج از را a2 می کنیم سعی ابتدا منظور این برای حل:
و y = bv ،x = au حالت این در می پذیرد. صورت v = y/b ،u = x/a فرض با موضوع این

.D′ : u2+v2 ≤ 1 دایرۀ از است عبارت uv−صفحه در D تصویر D′ و J =

∥∥∥∥∥∥∥ a 0

0 b

∥∥∥∥∥∥∥ = ab

،u = r cosθ می کنیم: استفاده مستطیل یک به D′ تبدیل برای قطبی متغیر تغییر از ادامه در
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عبارت صفحه −θr در D′ تصویر D′′ ترتیب، این به شود. توجه ٢٧ . ۶ شکل به .v = r sinθ

نتیجه در و بود، خواهد D′′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1 از
x
D

√
1− x2

a2 −
y2

b2 dA =
x
D′

√
1−u2abdA′

=
x
D′′

√
1− r2abr dA′′ = ab

∫ 2π

0

[∫ 1

0
r
√

1− r2dr
]
dθ

= ab
∫ 2π

0

[
−1
2

(1− r2)3/2

3/2

]1

0
dθ =

ab
3

∫ 2π

0
dθ =

2
3
πab.

انتگرال باشد، x2+ y2+2y = 2x و x2+ y2+ y = x دوایر به محدود ناحیۀ D که صورتی در (۵
کنید. محاسبه D بر را f = x− y تابع

۴ قسمت :٢٧ . ۶ شکل
١٢.۴.۶ مثال از

صورت این در ،v = x− y و u = x+ y کنیم فرض حل: u = x+ y,

v = x− y,
⇒

 x = u/2+ v/2,

y = u/2− v/2,
J =

∥∥∥∥∥∥∥ 1/2 1/2

1/2 −1/2

∥∥∥∥∥∥∥ =
∣∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣∣ = 1
2
.

به دهیم، قرار شده داده معادلات در v و u حسب بر y و x بجای اگر که می گردد مشاهده بعلاوه،
محدود ناحیۀ از است عبارت D′ یعنی رسید. خواهیم u2+v2 = 4v و u2+v2 = 2v عبارات
u = r cosθ فرض با D′ : 2v ≤ u2+ v2 ≤ 4v یعنی .u2+u2 = 4v و u2+ v2 = 2v دوایر به

می بریم: قطبی مختصات به را D′ ناحیۀ v = r sinθ و

D′′ : 2r sinθ ≤ r2 ≤ 4r sinθ,

: 2sinθ ≤ r ≤ 4sinθ, 0 ≤ sinθ,

: 0 ≤ θ ≤ π, 2sinθ ≤ r ≤ 4sinθ,

داریم ترتیب، این به شود. توجه ٢٨ . ۶ شکل به
x
D

(x− y)dA =
x
D′

v
1
2

dA′ =
1
2

x
D′′

r sinθr dA′′

=
1
2

∫ π

0

[∫ 4sinθ

2sinθ
r2 sinθdr

]
dθ
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=
1
2

∫ π

0

[
r3

3
sinθ

]r=4sinθ

r=2sinθ
dθ

= 10
∫ π

0
sin4 θdθ =

15
4
π.

⃝ است. شده حل مساله و

قسمت :٢٨ . ۶ شکل
١٢.۴.۶ مثال از ۵

بگیرید: انتگرال v و u جدید متغیرهای کمک به D ناحیۀ بر f تابع از تمرین. ١٣.۴.۶

است. محدود x+ y = 2 و x+ y = 1 ، y = x+1 ، y = x−1 خطوط به D و f = ln(x+ y) (١
بگیرید. x+ y را v و x− y را u

x+ y را v و 2x را u است. (2,1) و (1,1) ،(0,0) رئوس به مثلثی D و f = 2x2 + 2xy (٢
بگیرید.

محدود 2x+ y = x2+4y2+4xy و x+2y = 4x2+ y2+4xy سهمی دو به D و f = x+2y (٣
.v = 2x+ y و u = x+2y کنید فرض است.

.v = x+ y و u = x− y کنید فرض است. محدود |x|+ |y| = 1 لوزی به D و f = |xy| (۴

کنید فرض است. محدود x2 + 4y2 = 16 و x2 + 4y2 = 4 بیضی دو به D و f = x2 + 4y2 (۵
.v = 2y و u = x

و u = x− y که کنید فرض است. محدود (x+3y+2)2+ (x− y)2 ≤ 1 بیضی به D و f = x (۶
.v = x+3y+2

محدود x = 2+y و x = y ،x+y = 2 ،x+y = 0 خط چهار به D و f = (x2−y2)e(x2+y2)/2 (٧
.v = x− y و u = x+ y کنید فرض است.

است. محدود 3y+ x = 7 و 3y+ x = 5 ،y = x+1 ،x = y+3 خط چهار به D و f = y− x (٨
.v = 3y+ x و u = y− x کنید فرض

.v = x− y و u = x+ y کنید فرض است. 0 ≤ x,y ≤ π مربع D و f = |cos(x+ y)| (٩∗
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انتخاب آن با متناسب شکل به مسأله هر در و دارند وسیعی دامنۀ استاندارد غیر مختصات تغییر
می باشند. آنها انواع از نمونه هایی زیر مثالهای می شوند.

مثال. ١۴.۴.۶

باشد، x2/3 + y2/3 = a2/3 شکل) ستاره (منحنی آستروئید به محدود ناحیۀ D که صورتی در (١
کنید. محاسبه D بر را f = 1/ 3

√
|xy| تابع انتگرال

نوشت می توان بنابراین، و D : x2/3+ y2/3 ≤ a2/3 که داریم توجه حل:

D : (x1/3)2+ (y1/3)2 ≤ (a1/3)2.

این در y1/3 = a1/3v و x1/3 = a1/3u شود فرض اگر پس شود. توجه ۶ . ٢٩-الف شکل به

تغییر :٢٩ . ۶ شکل
خاص مختصات

بعلاوه و y = av3 ،x = au3 صورت

J =

∥∥∥∥∥∥∥ 3au2 0

0 3av2

∥∥∥∥∥∥∥ = 9a2u2v2.

این .D′ : u2 + v2 ≤ 1 پر تو دایرۀ از است عبارت uv−صفحه در D از حاصل D′ مجموعۀ
u−منظم بصورت را مجموعه

D′ : −1 ≤ u ≤ 1, −
√

1−u2 ≤ v ≤
√

1−u2,

بنابراین نوشت. می توان
x
D

1
3
√
|xy|

dA =
x
D′

1
3
√
|au3av3|

.9a2u2v2 dA′

= 9a4/3
∫ 1

−1

∫
√

1−u2

−
√

1−u2
|uv|dv

 du

(1)
= 18a4/3

∫ 1

−1

∫
√

1−u2

0
|u|vdv

 du

= 18a4/3
∫ 1

−1

[
|u|.v

2

2

]v=
√

1−u2

v=0
du
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= 9a4/3
∫ 1

−1
|u|(1−u2)du

(2)
= 18a4/3

∫ 1

0
u(1−u2)du =

9
2

a4/3.

است، متقارن انتگرال دامنۀ و زوج انتگرالگیری مورد تابع ،(٢) در و (١) در اینکه توضیح
می کنیم. برابر دو را انتگرال و کرده نصف را دامنه پس

و است y = 5x و y = 2x ،x+ y = 2 ،x+ y = 1 خط چهار به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٢
کنید. محاسبه D بر را f انتگرال . f انتگرال . f = 1/x+1/y همچنین

صورت این در .v = y/x و u = x+ y می کنیم فرض منظور این برای حل:

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥ 1 1

−y/x2 1/x

∥∥∥∥∥∥∥ = x2

x+ y
.

.D′ : 1 ≤ u ≤ 2, 2 ≤ v ≤ 5 نوشت می توان .D : 1 ≤ x+y ≤ 2, 2 ≤ y/x ≤ 5 چون بعلاوه،
نتیجه در

x
D

(
1
x
+

1
y

)
dA =

x
D′

(
1
x
+

1
y

)
x2

x+ y
dA′

=
x
D′

1
v

dA′ =
∫ 2

1

[∫ 5

2

dv
v

]
du

=

∫ 2

1
ln

(
5
2

)
du = ln

(
5
2

)
.

منحنی به محدود ناحیۀ D که صورتی در (٣

C : x = a(t− sin t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π

.(0 < a) کنید محاسبه را
s

D xdA انتگرال باشد، x−محور و

صورت، این در .y = u(t− sin t) و x = u(1− cos t) می کنیم فرض منظور این برای حل:
پوشانده منحنیها این توسط D ناحیۀ کل آنگاه ،0 ≤ t ≤ 2π و 0 ≤ u ≤ a اگر که است روشن
عبارت uv−صفحه در D ناحیۀ تصویر D′ بنابراین، شود. توجه ب - ٢٩ . ۶ شکل به می شود؛

از است عبارت نیز تبدیل ژاکوبین و D′ : 0 ≤ t ≤ 2π, 0 ≤ u ≤ a از است

J =

∥∥∥∥∥∥∥ u(1− cos t) t− sin t

usin t 1− cos t

∥∥∥∥∥∥∥ = u |2−2cos t− t sin t| .
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نتیجه xدر
D

xdA =
x
D′

u(1− cos t)u
∣∣∣2−2cos t sin t

∣∣∣dA′

=

∫ 2π

0

[∫ a

0
u2(1− cos t)

∣∣∣2−2cos−t sin t
∣∣∣du

]
dt

=
a3

3

∫ 2π

0
(1− cos t)

∣∣∣2−2cos t− t sin t
∣∣∣dt.

نمود. مشخص [0,2π] بر را f (t) = 2−2cos t− t sin t تابع علامت باید محاسبه، ادامۀ برای
که α مانند نقطه ای در f ′ اما، . f ′(t) = 2sin t− t cos t که می شود ملاحظه صورت، این در

و است مثبت [0;2π] کل بر f بنابراین، داریم بعلاوه، می گردد. صفر π ≤ α ≤ 3π/2

x
D

xdA =
a3

3

∫ 2π

0
(1− cos t)

(
2−2cos t− t sin t

)
dt

=
a3

3

[
13
4

t−5sin t+ t cos t+
5
4

sin t cos t− t
2

cos2 t
]2π

0
dt =

5
2

a3π.

خطوط به محدود D ناحیۀ بر f (x,y) = 1/xy تابع انتگرال مثبتند. عدد دو b و a کنید فرض (۴
محاسبه را

√
x/a+

√
y/b = 2 و

√
x/a+

√
y/b = 1 منحنیهای و 4x/a = y/b ،x/a = y/b

کنید.

و 0 ≤ u بخصوص پس .v =
√

y/b و u =
√

x/a می کنیم فرض منظور، این برای حل:
معنی به مثبتند، v,u چون که است u2 = v2 معنی به اول خط معادلۀ صورت این در .0 ≤ v

2u = v معادلۀ است. 2u = v یا 4u2 = v2 معادلۀ به دوم خط ترتیب همین به است. u = v

D′ مجموع در پس می باشد. u+ v = 2 معنی به
√

x/a+
√

y/b = 2 و u+ v = 1 معنی به
از است عبارت صفحه −uv در D تصویر

D′ : 1 ≤ u+ v ≤ 2,u ≤ v ≤ 2u, J1 =

∥∥∥∥∥∥∥ 2au 0

0 2bv

∥∥∥∥∥∥∥ = 4abuv.

تصویر D′′ صورت این در می کنیم. استفاده t = v/u و s = u+ v جدید متغیر تغییر از اکنون
برابر نیز آن ژاکوبین و است D′′ : 1 ≤ s ≤ 2, 1 ≤ t ≤ 2 از عبارت st−صفحه در D′

J2 =

∣∣∣∣∣∂(u,v)
∂(s, t)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣ ∂(s, t)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥ 1 1

−v/u2 1/u

∥∥∥∥∥∥∥ = u2

u+ v
,

داریم مجموع در شود. توجه ٣٠ . ۶ شکل به می باشد.
x
D

1
xy

dA =
x
D′

1
au2bv2 4abuvdA′ = 4

x
D′

1
uv

dA′
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= 4
x
D′′

1
uv

u2

u+ v
dA′′ = 4

x
D′′

1
st

dA′′

= 4
∫ 2

1

[∫ 2

1

ds
st

]
dt = 4

∫ 2

1

[
1
t

ln s
]s=2

s=1
dt

=

∫ 2

1

ln2
t

dt =
[
(ln2)(ln t)

]2

1
= (ln2)2

تغییر :٣٠ . ۶ شکل
خاص مختصات

و x6 + y6 = x4y4 منحنی دو و ،x = 2y ،y = 2x خطوط به محدود ناحیۀ D که صورتی در (۵
کنید. محاسبه D مجموعۀ بر را f (x,y) = (xy)−4 تابع انتگرال باشد، x6+ y6 = 4x4y4

،x = u−2/3v−1/3 صورت این در .v = y/x2 و u = x/y2 می کنیم فرض منظور این برای حل:
و y = u−1/3v−2/3

J =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−2

3
u−5/3v−1/3 −1

3
u−2/3v−4/3

−1
3

u−4/3v−2/3 −2
3

u−1/3v−5/3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1
3

u−2v−2.

معادلۀ می گردد. تبدیل v = 3u صورت به x = 2y معادلۀ و u = 3v صورت به y = 2x معادلۀ
u2 + v2 = 4 صورت به x6 + y6 = 4x4y4 معادلۀ و u2 + v2 = 1 صورت به x6 + y6 = x4y4

صفحه −uv در D تصویر D′ بنابراین گردید. خواهد تبدیل

D′ :
1
3
≤ v

u
≤ 3, 1 ≤ u2+ v2 ≤ 4,

نیمۀ از می توان D′ مجموعه بجای می باشد، متقارن D′ دامنۀ و است زوج f تابع چون است.
را انتگرال و است، واقع اول ربع در که کرد استفاده D′1 : u/3 ≤ v ≤ 3u, 1 ≤ u2+v2 ≤ 4u

rθ−صفحه در D′ تصویر ،α= arctan3 چنانچه قطبی، مختصات تغییر کمک به نمود. برابر دو
از عبارت

D′′1 :
π

2
−α ≤ θ ≤ α,1 ≤ r ≤ 2
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داریم مجموع در پس بود. خواهد

x
D

(xy)−4 dA =
x
D′

(uv)4 u−2v−2

3
dA′ =

1
3

x
D′

(uv)2 dA′

=
2
3

x
D′1

(uv)2 dA′ =
2
3

x
D′′1

(
r2 sinθcosθ

)2r dA′′

=
1
6

∫ α

π/2−α

[∫ 2

1
r5 sin2(2θ)dr

]
dθ =

42
3

∫ α

π/2−α
sin2(2θ)dθ

=
21
12

[
4θ− sin(4θ)

]α
π/2−α

=
21
6

(
4arctan3−π− 12

25

)
.

⃝ ... و cosα = 1/
√

10 ،sinα = 3/
√

10 بنابراین ،tanα = 3 که شود توجه

کنید. محاسبه را x2+ y2 = x+ y به محدود قرص بر f (x,y) = x+ y انتگرال (١ تمرین. ١۵.۴.۶

محورهای به محدود D ناحیۀ بر f (x,y)= 2 ثابت تابع از y= usin4 v و x = ucos4 v فرض با (٢
است. مثبت عددی a که بگیرید، انتگرال √x+

√
y =
√

a منحنی و مختصاتی

به محدود مثلث بر f (x,y) = xy تابع انتگرال در ،y = uv و x+ y = u مختصات تغییر با (٣
کنید. محاسبه آنرا x+ y = 1 خط و مختصاتی محورهای

xy = 2 و xy = 1 هذلولی دو و y− x = 1 ،x−y = 1 خط دو به محدود ناحیۀ D که صورتی در (۴
بر را f (x,y) = 1/x+1/y تابع انتگرال v = x− y و u = xy مختصات تغییر کمک به باشد،

کنید. محاسبه D

سهمی دو و x+y = 12 و x+y = 4 خط دو به محدود ناحیۀ بر f (x,y) = x+y تابع انتگرال (۵
کنید. محاسبه را y = 2x2 و y = x2

کنید. محاسبه را x4+ y4 = 1 منحنی به محدود مجموعۀ بر f (x,y) = x2+ y2 تابع انتگرال (۶∗

،y2 = 2x ،y2 = x منحنیهای به محدود مجموعۀ بر f = exp
(
(x2 + y2)/xy

) تابع انتگرال (٧
کنید. محاسبه را x2 = y/2 و x2 = y

y = e−x ،y = 2ex ،y = ex منحنی به محدود مجموعۀ بر f =
√

yex +
√

ye−x تابع انتگرال (٨
کنید. محاسبه را y = 2e−x و

،xy = 2 ،xy = 1 منحنیهای به محدود مجموعۀ بر f = exp
( √

y/x+
√

xy
)

تابع انتگرال (٩
کنید. محاسبه را 2x = y و x = y

x3 = 2y و x3 = y ،y3 = 2x ،y3 = x منحنیهای به محدود مجموعۀ بر f = xy تابع انتگرال (١٠
کنید. محاسبه را
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را x+ y = 1 و y = 0 ،x = 0 خطوط به محدود مجموعۀ بر f = y ln(1− x− y) تابع انتگرال (١١
کنید. محاسبه

x+y = 2 و x+y = 1 خطوط و y2 = 2x سهمی به محدود مجموعۀ بر f = x+y تابع انتگرال (١٢
کنید. محاسبه را

،y = br sinα θ و x = ar cosα θ فرض نیز و α و b ،a مناسب انتخاب با زیر موارد از یک هر در
کنید: محاسبه را شده داده ناحیۀ مساحت

13) x2/a2+ y2/b2 ≤ x/h+ y/ℓ, 0 < a,b,h, ℓ,

∗14) (x/a+ y/b)5 ≤ x2y2/c4, 0 < a,b,c,

15) 4
√

x/a+ 4
√

y/b ≤ 1, 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 < a,b.

کنید: محاسبه را شده داده منحنی های به محدود ناحیۀ مساحت مورد هر در

16) x+ y = a, x+ y = b, y = αx, y = βx, 0 < a < b, 0 < α < β,

17) xy = a2, xy = 2a2, y = x, y = 2x, 0 ≤ x, 0 ≤ y,

18) y2 = 2x, y2 = 4x, x2 = 2y, x2 = 4y,

19) x2 = ay, x2 = by, x3 = cy2, x3 = dy2, 0 < a < b, 0 < c < d,

20) (x/a)2/3+ (y/b)2/3 = 1, (x/a)2/3+ (y/b)2/3 = 4, 0 ≤ x, 0 ≤ y.

،x2+y2 = b ،x2+y2 = a دایره به محدود ناحیۀ D و مثبت اند اعداد d و c ،b ،a کنید فرض (٢١
بگیرید. انتگرال D بر f = xy از c > d و a > b فرض با است. x2− y2 = d و x2− y2 = c

دوگانه انتگرال کاربرد ۵ . ۶ بخش

بیولوژی حتی و مهندسی شیمی، فیزیک، ریاضی، قسمتهای سایر در فراوانی کاربردهای دوگانه انتگرال
به که است المانگیری روش بنام منسجم روشی کاربرد، هر به مربوط فرمول استخراج فلسفۀ دارد.

می پردازیم. آن تشریح

ازای به که است y و x پیوستۀ متغیرهای با عددی کمیتی q کنید فرض المانگیری. روش ١.۵.۶
کنیم فرض و کرده تقسیم کوچک مستطیلهای به را D چنانچه می باشد. تعریف قابل ها (x,y) ∈ D

مقدار در کوچک شکل مستطیل ناحیۀ مساحت کردن ضرب با است، ثابت آنها از یک هر بر q که
حاصل عبارت گردد. می محاسبه مستطیل آن ظرفیت مستطیل، این نقاط از یکی در شده داده کمیت
محاسبه D کل ظرفیت تقریبی مقادیر این همۀ زدن جمع با بود. خواهد q(xi,y j)∆xi∆y j شکل به
مجموع از است کافی D کل ظرفیت مقدار به حصول برای .Q ≈∑

i
∑

j q(xi,y j)∆xi∆y j می گردد:
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فاصله همزمان و یابد افزایش y تقسیمات و x تقسیمات تعداد که ترتیب این به شود، گرفته حد بالا
یابد: کاهش متوالی های y j فاصلۀ نیز و متوالی های xi

Q = lim
N,M→∞
∆xi ,∆y j→0

N∑
i=1

M∑
j=1

q(xi,y j)∆xi∆y j.

که می گیرد نتیجه دوگانه، انتگرال تعریف به مراجعه با

Q =
x
D

q(x,y)dA.

نمود: خلاصه می توان زیر صورت به را المانگیری روش بنابراین،
چگالی دارای آن از (x,y) مختصات به نقطۀ که D بعدی دو ناحیۀ یک کل ظرفیت محاسبۀ برای

می گیریم. دوگانه انتگرال D بر q از است، q(x,y) کمیتی

مستطیل . است صفحه از ای مجموعه زیر D کنیم فرض صاف. نواحی مساحت محاسبۀ ٢.۵.۶
١.۵.۶ بنابه پس است. ∆xi∆y j برابر مستطیل این مساحت می گیریم. نظر در را ∆y j و ∆xi ابعاد به

برابر D کل مساحت

Area(D) =
x
D

dA,

.Q = Area(D) و q(x,y) = 1 اینجا در زیرا است.

مثال. ٣.۵.۶

را 0 ≤ y بالایی صفحۀ نیم در واقع ،y2 = 4ax سهمی و x+ y = 3a خط به محدود مساحت (١
کنید. محاسبه

می دهیم: خورد بر هم با را شده داده خط و سهمی منظور، این برای حل: y2 = 4ax,

x+ y = 3a,
⇔

 y = −2ax±4a,

x = 3a− y,

از است عبارت نظر مورد ناحیۀ بنابراین، می گردد. حاصل (a,2a) و (9a,−6a) نقاط که
زیرا است، y−منظم ناحیه این .٣٢ . ۶ شکل در شده مشخص منطقۀ

D : 0 ≤ y ≤ 2a,
y2

4a
≤ x ≤ 3a− y,

با است برابر آن مساحت بنابراین و

Area(D) =
x
D

dA =
∫ 2a

0

[∫ 3a−y

y2/4a
dx

]
dy

=

∫ 2a

0

(
3a− y− y2

4a

)
dy =

10
3

a2.



دوگانه انتگرال . ۶ فصل ٣٢۴ دوگانه انتگرال کاربرد . ۵ . ۶

:٣١ . ۶ شکل
از ١ قسمت
٣.۵.۶ مثال

کنید. محاسبه را (x/a)2/3+ (y/b)2/3 = 1 معادلۀ به آستروئید به محدود ٔ ناحیه مساحت (٢

،x = au3 بنابراین .v = (y/b)1/3 نیز و u = (x/a)1/3 می کنیم فرض منظور این برای حل:
و y = bv3

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣ 3au2 0

0 3bv2

∣∣∣∣∣∣∣ = 9abu2v2,

D′ : u2+v2 ≤ 1 از عبارت uv−صفحه در D : (x/a)2/3+ (y/b)2/3 ≤ 1 ناحیۀ تصویر D′ و
و J′ = r بنابراین می کنیم؛ تبدیل قطبی حالت به را D′ اکنون است.

D′′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1

نتیجه در و

Area(D) =
x
D

dA =
x
D′

9abu2v2 dA′

= 9ab
x
D′′

r2 cos2 θr2 sin2 θdA′′

=
9
4

ab
x
D′′

r5 sin2(2θ)dA′′

=
9
4

ab
(∫ 2π

0
sin2(2θ)dθ

)(∫ 1

0
r5dr

)
=

9
4

ab
[
θ

2
− sin(4θ)

8

]2π

0
×

[
r6

6

]1

0
=

3
8
πab.

است. واقع اول ربع در که کنید محاسبه را (
x2+y2)2 ≤ 8a2xy مجموعۀ از قسمتی مساحت (٣

می بریم: قطبی مختصات به را شده داده D ناحیۀ منظور، این برای حل:

D′ : (r2)2 ≤ 8a2r cosθr sinθ : r2 ≤ 4a2 sin(2θ).

نتیجه در و 0 ≤ θ ≤ π/2 پس است، واقع اول ربع در D فرض بنابه چون

D′ : 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 2a
√

sin(2θ).
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داریم مجموع در بنابراین،

Area(D) =
x
D

dA =
x
D′

r dA′

=

∫ π/2

0

∫ 2a
√

sin(2θ)

0
r dr

dθ

=

∫ π/2

0

[
r2

2

]r=2a
√

sin(2θ)

r=0

= 2a2
∫ π/2

0
sin(2θ)dθ = 2a2.

کنید. محاسبه را (x− y)2+ x2 = 1 بیضی به محدود ناحیۀ مساحت (١ تمرین. ۴.۵.۶

عددی a که x+ y = 2a و x+ y = a ،x = 2y ،x = y خطوط به محدود مساحت مطلوبست (٢
است. مثبت

y2 = 2ax+a2 معادلات به سهمی دو به محدود ناحیۀ مساحت باشند، مثبت اعداد b و a اگر (٣
کنید. محاسبه را y2 = −2bx+b2 و

معادلۀ به بیضی مساحت باشند، ae , bd با دلخواه اعداد f و e ،d ،c ،b ،a که صورتی در (۴
کنید. محاسبه را (ax+by+ c)2+ (dx+ ey+ f )2 ≤ 1

را y2 = bx و y2 = ax ،x2 = by ،x2 = ay سهمی چهار به محدود مساحت ،0 < a < b اگر (۵
کنید. محاسبه

کنید. محاسبه را x4+ y4 = x2+ y2 منحنی به محدود ناحیۀ مساحت (۶

فرد عددی n آن در که کنید، محاسبه را (x/a)2/n + (y/b)2/n = 1 به محدود ناحیۀ مساحت (٧
است.

کنید: محاسبه را منحنیها از یک هر به محدود ناحیۀ مساحت

8) (x2+ y2)2 = x2−3xy2, 9) (x2+ y2)2 = xy,

10) (x/a+ y/b)5 = x2y2, 11) (x+ y)4 = x2− y2, 0 ≤ x, 0 ≤ y.

z = f (x,y) توابع نمودار به محدود حجم Ω که صورتی در بعدی. سه اجسام حجم محاسبۀ ۵.۵.۶
۶ . ٣٣-الف شکل (به است D مجموعۀ با xy−صفحه، بر آن تصویر که طوری باشد، z = g(x,y) و

برابر Ω حجم صورت این در شود). توجه

Vol(Ω) =
x
D

(
f (x,y)−g(x,y)

)
dA,
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که Ω از قسمتی حجم آنگاه بگیریم، نظر در را D از ∆y j و ∆xi ابعاد به مستطیلی اگر زیرا است،
و z = g(xi,y j) صفحۀ دو بین که است قائمی منشور حجم برابر تقریباً دارد قرار مستطیل این بر
حجم بنابراین، است. ∆xi∆y j مستطیل برابر xy−صفحه بر آن تصویر و دارد قرار z = f (xi,y j)

حاصل مذکور نتیجۀ ،q = f −g فرض با ١.۵.۶ از و است {
f (xi,y j)−g(xi,y j)

}
∆xi∆y j برابر آن

می گردد.

محاسبۀ الف) :٣٢ . ۶ شکل
دوگانه انتگرال کمک به حجم
۶.۵.۶ مثال از ٢ قسمت ب)

کنید. محاسبه را R شعاع به کرۀ حجم (١ مثال. ۶.۵.۶

نظر در را R شعاع و مبداء در مرکز به Ω : x2 + y2 + z2 ≤ R2 کرۀ منظور این برای حل:
این در کنیم، حل z حسب بر را (x2+y2+z2 =R2 (یعنی آن سطح معرف معادلۀ اگر می گیریم.
z = ±

√
R2− x2− y2 تابع دو نمودار به محدود جسم Ω پس z = ±

√
R2− x2− y2 صورت

یعنی، می باشد. D : x2+ y2 ≤ R2 آنها دوی هر تعریف دامنۀ که است

Ω : (x,y) ∈ D,−
√

R2− x2− y2 ≤ z ≤
√

R2− x2− y2

داریم ۵.۵.۶ بنابه پس

V =
x
D

{√
R2− x2− y2−

(
−

√
R2− x2− y2

)}
dA

= 2
x
D

√
R2− x2− y2 dA = 2

x
D′

√
R2− r2r dA′

= 2
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ R

0
r
√

R2− r2

)
= 2

[
θ
]2π
0

[
−1
3

(R2− r2)3/2
]R

0
=

4
3
πR3

D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ r ≤ R می باشد: D قطبی تصویر D′ اینجا در که

را z = 20−4x2−y2 و z = x2+4y2 معادلات به بیضوی سهمی گون دو به محدود جسم حجم (٢
کنید. محاسبه
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رأس با دوم سهمی گون و دارد قرار مبداء در سش رأ و است بالا به رو اول سهمی گون حل:
می باشد. g دومی و f اولی پس دارد. پائین به رو و است (0,0,20) در

حل را معادله دو از مرکب دستگاه xy−صفحه) بر آنها اشتراک تصویر (یعنی، D یافتن برای
می کنیم. z = x2+4y2

z = 20−4x2− y2
⇒ x2+ y2 = 4.

نتیجه در شود. توجه ۶ . ٣٣-ب شکل به D : x2+ y2 ≤ 4 بنابراین

V =
x
D

{
(20−4x2− y2)− (x2+4y2)

}
dA

= 5
x
D

(4− x2− y2)dA = 5
x
D′

(4− r2)r dA′

= 5
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

0
(4r− r3)dr

)
= 2

[
θ
]2π

0

[
2r2− r4

4

]2

0
= 8π.

x2+y2 = 2ax استوانۀ داخل در که بیابید را 2a شعاع و مبداء مرکز به توپر کرۀ از قسمتی حجم (٣
می گیرد. قرار

چنانچه که است x2+y2+ z2 = 4a2 مذکور کرۀ معادلۀ که می کنیم توجه منظور این برای حل:
f حالت این در که است روشن می رسیم. z = ±

√
4a2− x2− y2 به شود، حل z حسب بر

برابر xy−صفحه بر نظر مورد حجم تصویر بعلاوه، است. پائینی نیمۀ برابر g و بالایی نیمۀ برابر
با است برابر نظر مورد حجم شود). توجه ۶ . ٣٣-الف شکل (به است D : x2+ y2 ≤ 2ax

V =
x
D

{√
4a2− x2− y2−

(
−

√
4a2− x2− y2

)}
dA

= 2
x
D

√
4a2− x2− y2 dA

(1)
= 2

x
D′

√
4a2− r2r dA′

= 2
∫ π/2

−π/2

[∫ 2acosθ

0
r
√

4a2− r2dr
]
dθ

= 2
∫ π/2

−π/2

[
−1
2

2
3

(4a2− r2)3/2
]r=2acosθ

r=0
dθ

=
16
3

a3
∫ π/2

−π/2
cos3 θdθ

(2)
=

16
3

a3
∫ 1

−1
(1− s2)ds

=
16
3

a3
[
s− s3

3

]1

−1
= 3

(4a
3

)3
.
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است: D تصویر D′ و کرده ایم استفاده قطبی مختصات تغییر از (١) در اینکه توضیح

D′ : r2 ≤ 2ar cosθ : r ≤ 2acosθ

: 0 ≤ r ≤ 2acosθ, 0 ≤ cosθ

: −π/2 ≤ θ ≤ π/2 , 0 ≤ r ≤ 2acosθ

و ds = cosθdθ نتیجه در است. شده استفاده s = sin t مختصات تغییر از (٢) در و

⃝ .
θ −π/2 π/2

2 −1 1

الف) :٣٣ . ۶ شکل
مثال از ٣ قسمت
مساحت ب) ۶.۵.۶

سطح یک

کنید. محاسبه را x+2y+3z = 6 و مختصاتی صفحات به محدود هرم حجم (١ تمرین. ٧.۵.۶

بیابید. را z = 9 صفحۀ و z = x2+ y2 بیضوی سهمی گون بین واقع حجم (٢

b و a شعاع و مبداء مرکز به کرات بین که x2+ z2 = y2 مخروط از قسمتی حجم ،a < b اگر (٣
کنید. محاسبه را می گردد محدود

کنید. محاسبه را y = 8− x2− z2 و y = x2+3z2 بیضوی سهمی گون دو به محصور حجم (۴

کنید. محاسبه z = exp
(− (x2+ y2)

) و z = 0 ،x2+ y2 = 4 رویه های به محدود حجم (۵

می کند. جدا را x2+ z2 = a2 و x2+ y2 = a2 استوانۀ دو به محدود جسم حجم (۶

را x2+ y2+ z2 = 3a2 کرۀ به محدود حجم نسبتی چه به x2+ y2 = a2+ z بیضوی سهمی گون (٧
می کند؟ جدا

کنید. محاسبه را (x/a)2/3+ (y/b)2/3+ (z/c)2/3 = 1 فضایی آستروئید به محدود حجم (٨

کنید. محاسبه را x = 2z و x = z2+ y2 رویه های به محدود حجم (٩

کنید. محاسبه را (x2+ y2+ z2)2 = x2+ y2− z2 رویۀ به محدود حجم (١٠

کنید. محاسبه را z = x3/2+ y3/2 معادلۀ به رویۀ و x+ y = 1 صفحۀ به محدود جسم حجم (١١
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z2 = xy و x+ y = b ،x+ y = a معادلات به رویۀ سه به محدود جسم حجم ،0 < a < b اگر (١٢
کنید. محاسبه را

که کنید محاسبه صورتی در را ∑3
i=1(ai1x+ai2y+ai3z+ai4)2 = 1 بیضی گون حجم (١٣∗∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 0.

z = f (x,y) تابع نمودار از قسمتی S کنیم فرض الخط. منحنی سطوح مساحت محاسبۀ ٨.۵.۶
S : z= f (x,y), (x,y) ∈ می نویسیم: حالت این در است. D مجموعۀ xy−صفحه بر آن تصویر که باشد
بر تصویرش که می گیریم نظر در را آن از کوچکی قسمت ،S سطح مساحت محاسبۀ برای .D
نقطۀ در u = (1,0, fx(xi,yi))∆xi بردار است. [xi−1; xi]× [y j−1;y j] مستطیل برابر xy−صفحه

[xi−1; xi]×{y j−1} ضلع برابر xy−صفحه بر آن تصویر و است مماس S به X0 = (xi,yi, fy(xi,yi))

آن تصویر و است مماس S به X0 نقطۀ در v = (0,1, fy(xi,yi))∆y j بردار مشابه صورت به می باشد.
سطح از نظر مورد قسمت مساحت بنابراین می باشد. {xi−1}× [y j−1;y j] ضلع با برابر xy−صفحه بر
۶ . ٣۴-الف شکل (به دانست v و u بردارهای بر استوار مستطیل مساحت با برابر تقریباً می توان را S

داریم: است، v در u خارجی ضرب اندازۀ برابر مستطیل این مساحت که این به توجه با شود). توجه

Area(S i j) ≈ ∥u×v∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
i j k
1 0 fx(xi,yi)∆xi

0 1 fy(xi,yi)∆y j

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

√
1+ f 2

x (xi,yi)+ f 2
y (xi,yi)∆xi∆y j.

که می گیریم نتیجه ١.۵.۶ به توجه با بنابراین،

Area(S ) =
x
D

√
1+ f 2

x + f 2
y dA.

کنید. محاسبه را R شعاع به کرۀ سطح مساحت (١ مثال. ٩.۵.۶

می کنیم. برابر دو را حاصل و نمود محاسبه را کره بالایی نیمۀ مساحت منظور، این برای حل:
می کنیم فرض بنابراین،

S 1/2 : z =
√

R2− x2− y2, (x,y) ∈ D

.D : x2 + y2 ≤ R2 می شود: نتیجه انتگرال علامت زیر عبارت نمودن فرض مثبت از که
بنابراین

dS =
{

1+
( −x√

R2− x2− y2

)2
+

( −y√
R2− x2− y2

)2
}1/2
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=
2Rdxdy√

R2− x2− y2
,

Area(S ) = 2Area(S 1/2) = 2
x
D

dS

= 2R
x
D

dA√
R2− x2− y2

(1)
= 2R

x
D′

rdA′
√

R2− r2

= 2R
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ R

0

rdr
√

R2− r2

)
= 2R

[
θ
]2π

0
×

[
−

√
R2− r2

]R

0
= 4πR2,

است. شده استفاده قطبی مختصات تغییر از (١) در و D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R که

شده جدا x2+y2 = 2x استوانۀ توسط که بیابید را z =
√

x2+ y2 مخروط از قسمتی مساحت (٢
است.

بر آن تصویر که است f (x,y) =
√

x2+ y2 تابع نمودار از قسمتی نظر مورد رویۀ حل:
بنابراین می باشد. D : x2+ y2 ≤ 2x قرص برابر xy−صفحه

dS =

√
1+

( x√
x2+ y2

)2
+

( y√
x2+ y2

)2
dxdy =

√
2dxdy,

Area(S ) =
x
D

dS =
√

2×
x
D

dA

=
√

2Area(D) = π
√

2.

است. یک شعاع به قرصی D چون

S و است x2 + z2 = a2 و x2 + y2 = a2 مستدیر استوانۀ دو به محدود جسم Ω کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را S مساحت می باشد. آن خارجی سطح

محاسبۀ :٣۴ . ۶ شکل
به سطح یک مساحت

دوگانه انتگرال کمک

صورت در تغییری هیچ ،−z و z تعویض با یا و −y و y تعویض با یا ،−x و x تعویض با حل:
نظر در می توان را دارد قرار اول هشتم یک در که قسمتی بنابراین نمی گردد. مشاهده مسأله
۶ . ٣۴-ب شکل به کرد؛ برابر هشت را حاصل سپس و نمود محاسبه را آن مساحت گرفت،
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تغییر z و y تعویض با که می کنیم ملاحظه بنامیم، S 1/8 را رویه از بخش این اگر شود. توجه
اگر نمود. برابر دو را آن مساحت و گرفت نظر در می توان را بالایی نیمۀ بنابراین، نمی کند.

صورت این در بنامیم، S 1/16 را بخش این

S 1/16 : z =
√

a2− x2, (x,y) ∈ D,

D : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤
√

a2− x2.

داریم مجموع در بنابراین،

dS 1/16 =

√
1+

(
−x

√
a2− x2

)2

+ (0)2dxdy =
adxdy
√

a2− x2
,

Area(S ) = 16Area(S 1/16) = 16
x
D

dS 1/16

= 16a
∫ a

0

∫
√

a2−x2

0

dy
√

a2− x2

dx

= 16a
∫ a

0

[
y

√
a2− x2

]√a2−x2

0
dx = 16a2.

⃝ است. 16a2 شده خواسته مساحت بنابراین،

تمرین. ١٠.۵.۶

می شود. جدا x2+ y2 = a2 استوانۀ توسط که بیابید را x+ z = 1 صفحۀ از قسمتی مساحت (١

دارد. قرار z = R/2 صفحۀ بالای که بیابید را x2+ y2+ z2 = R2 کرۀ از قسمتی مساحت (٢

x2 + y2 = 2Rx استوانۀ توسط که بیابید را z =
√

4R2− x2− y2 نیمکرۀ از قسمتی مساحت (٣
است. شده بریده

سطح S و z = 4 صفحۀ ،z2 = x2 + y2 قائم مخروط به محدود جسم حجم Ω که صورتی در (۴
کنید. محاسبه را S مساحت باشد، Ω خارجی

جدا x = z2 + y2 بیضوی سهمی گون توسط که x2 = 4(z2 + y2) مخروط از قسمتی مساحت (۵
بیابید. را است شده

کنید. محاسبه را |x|+ |y|+ |z| = 1 رویۀ مساحت (۶

x2+y2 = 8z2 و x2+y2 = 2z2 مخروط دو بین که x2+y2+ z2 = 9 کرۀ از قسمتی مساحت (٧
کنید. محاسبه را دارد قرار
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میدان را متغیره چند تابع فیزیک، اصطلاح در اسکالر. میدان یک متوسط محاسبۀ ١١.۵.۶
نظیر می شود؛ داده نسبت (عددی) اسکالری فضا از نقطه هر به که معنی این به می نامند. برداری
بعدی دو مادی جسم یک D کنید فرض الکتریکی. بار چگالی یا و جرم چگالی دما، اسکالر میدان
کمیت چگالی دارای D از (x,y) نقطۀ و نیست) توجه مورد دلیلی هر به آن سوم بعد (یعنی، است
برابر تقریباً [xi−1; xi]× [y j−1;y j] مستطیل در حاضر کمیت مقدار صورت این در است. f (x,y)

است.
s

D f (x,y)dA برابر D کل ظرفیت Qtotal ،١.۵.۶ بنابه نتیجه، در و است f (xi,y j)∆xi∆y j

می باشد: D مساحت بر تقسیم مقدار این برابر ،D بر f متوسط مقدار پس

Qmean :=
Qtotal

Area(D)
=

x
D

f (x,y)dA

÷
x

D

dA

 .
مثال. ١٢.۵.۶

را مبداء تا اول ربع در واقع x2 + y2 = R2 دایرۀ به محدود D مجموعۀ نقاط متوسط فاصله (١
آورید. بدست

است، f (x,y) =
√

x2+ y2 با برابر مبداء تا D از (x,y) دلخواه نقطۀ فاصلۀ چون حل:
است: چنین شده خواسته متوسط

dmean =

x
D

√
x2+ y2 dA

÷
x

D

dA


=

4
πR2

x
D

√
x2+ y2 dA =

4
πR2

x
D′

r2 dA′

=
4
πR2

(∫ π/2

0
dθ

)(∫ R

0
r2dr

)
=

2
3

R,

می باشد. rθ−صفحه در D قطبی تصویر D′ که

x2/a2 + بیضی شکل به آن قاعدۀ که نحوی به است شده ساخته چگال جنس یک از تپه ای (٢
می باشد. z = h

(
1− x2/a2− y2/b2

)
برابر D از (x,y) نقطۀ در ارتفاع و است y2/b2 = 1

بر وارد متوسط فشار بنامیم، P0 را آن قاعدۀ بر تپه از مکعب سانتی یک از وارد فشار اگر
کنید. محاسبه را تپه قاعدۀ

که [xi−1; xi]× [y j−1;y j] کوچک مستطیل بر که شود توجه است کافی منظور این برای حل:
f = P0z(xi,y j) اندازۀ به که دارد قرار z(xi,y j) ارتفاع به ستونی می باشد، ∆xi∆y j مساحت به

از است عبارت متوسط فشار ،١.۵.۶ بنابه پس می کند. وارد فشار تپه قاعدۀ بر واحد

Pmean =

x
D

P0h
(
1− x2

a2 −
y2

b2

)
dA

÷
x

D

dA


=

hP0

πab

x
D

(
1− x2

a2 −
y2

b2

)
dA
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(1)
=

hP0

πab

x
D′

(1− r2)abr dA′

=
hP0

π

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 1

0
r(1− r2)dr

)
=

hP0

2
.

و J = abr بنابراین .y = br sinθ نیز و x = ar cosθ است شده فرض (1) در اینکه توضیح
از عبارت rθ−صفحه در D تصویر D′

D′ : 0 ≤ r ≤ 1,≤ θ ≤ 2π,

می باشد. آن نیمقطرهای حاصلضرب در ضرب π برابر D مساحت که می دانیم بعلاوه، است.

نقطۀ که است y = 1 خط و y = x3 تابع نمودار y−محور، به محدود مجموعه ای D کنید فرض (٣
قرار خلاء محیط یک در را جسم این چنانچه است. T (x,y) = x+2y دمای دارای (x,y) ∈ D

دما این شد). خواهد ثابت آن نقاط همۀ دمای صورت این در برسد، پایداری دمای به تا دهیم
کنید. محاسبه را

است: D بر T متوسط محاسبۀ هدف و D : 0 ≤ x ≤ 1, x3 ≤ y ≤ 1 که داریم توجه حل:

Tmean =

x
D

(x+2y)dA

÷
x

D

dA


=

(∫ 1

0

[∫ 1

x3
(x+2y)dy

]
dx

)
÷

(∫ 1

0

[∫ 1

x3
dy

]
dx

)
=

(∫ 1

0
(x+1− x4− x6)dx

)
÷

(∫ 1

0
(1− x3)dx

)
=

4176
35
÷ 3

4
=

91
70
.

کنید. محاسبه را x2+ y2 ≤ a2 قرص بر z =
√

a2− x2− y2 ارتفاع میانگین (١ تمرین. ١٣.۵.۶

الکتریکی بار چگالی دارای (x,y) ∈ D نقطۀ و باشد |x|+ 2|y| ≤ 1 لوزی D که صورتی در (٢
کنید. محاسبه را D بر موجود بار متوسط باشد، 2|x|+ |y|

محاسبه را مبداء تا x+y = 1 خط و مختصاتی محورهای به محدود مثلث نقاط فاصلۀ متوسط (٣∗

کنید.

کنید. محاسبه را D : x2/4+ y2 ≤ 1 دهانۀ با z = x2/4+ y2−1 گودال متوسط عمق (۴

را ℓ : y = 0, −a ≤ x ≤ a خط پاره تا D : y ≤ a2 − x2,y ≥ 0 بر نقاط فاصلۀ مربع متوسط (۵∗

کنید. محاسبه
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(یعنی، است بعدی دو مادی جسم یک D کنیم فرض بعدی. دو جسم یک جرم محاسبۀ ١۴.۵.۶
و باشد.) ثابت آن ضخامت است ممکن ،مثلا نیست. مهم ما تحلیل در دلیلی هر به آن سوم بعد
نقاط تمام که نمود فرض می توان صورت این در است. δ(x,y) جرم چگالی دارای (x,y) ∈ D نقطۀ
قطعه این جرم بنابراین هستند، δ(xi,y j) جرم چگالی دارای [xi−1; xi]× [y j−1;y j] کوچک مستطیل
m =

s
D δ(x,y)dA برابر D کل جرم ،١.۵.۶ بنابه مجموع در پس است. δ(xi,y j)∆xi∆y j کوچک

است.

مثال. ١۵.۵.۶

نقطۀ و است x2+4y2 = 12 بیضی و x = 4y2 سهمی به محدود کوچکتر ناحیۀ D کنید فرض (١
کنید. محاسبه را D جرم است. δ = 5x جرم چگالی دارای (x,y)

می کنیم: محاسبه را شده داده بیضی و سهمی خورد بر محل ابتدا منظور این برای x2+4y2حل: = 12,

x = 4y2,
⇒

4y4+ y2−3 = 0,

x = 4y2,
⇒

y = ±
√

3/2,

x = 3.

نوشت: می توان که چرا است، y−منظم مجموعه این شود. توجه ۶ . ٣۵-الف شکل به

D : −
√

3
2
≤ y ≤

√
3

2
, 4y2 ≤ x ≤ 2

√
3− y2

با است برابر نظر مورد جسم جرم بنابراین

m =
x
D

5xdA =
∫ √

3/2

−
√

3/2

∫ 2
√

3−y2

4y2
5xdx

dy

= 10
∫ √

3/2

−
√

3/2

{
3− y2−4y4

}
dy = 23

√
3.

:٣۵ . ۶ شکل
٣ و ١ قسمتهای

١۵.۵.۶ مثال از
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xy = 4 و xy = 2 هذلولی دو و 3x = y2 و x = y2 سهمی دو به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را D جرم است. y2/x2 جرم چگالی دارای (x,y) نقطۀ و باشد

این در می کنیم. استفاده v = y2/x و u = xy مختصات تغییر از منظور، این برای حل:
صورت

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v)
∂(x,y)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥ y x

−y2/x2 2y/x

∥∥∥∥∥∥∥ = 1÷ 3y2

x
=

1
3v
.

از عبارت uv−صفحه در D تصویر D′ بعلاوه

D′ : 2 ≤ u ≤ 4, 1 ≤ v ≤ 3,

با است برابر D جرم بنابراین، است.

m =
x
D

x2

y2 dA =
x
D′

1
v2

1
3v

dA′

=
1
3

(∫ 4

2
du

)(∫ 3

1

dv
v3

)
=

8
27
.

دکارتی برگ به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٣

C : x =
3at

1+ t3 , y =
3at2

1+ t3 , 0 ≤ t ≤ 1,

کنید. محاسبه را D جرم است. y/x2 چگالی دارای (x,y) ∈ D نقطۀ و است

داریم y =
ut2

1+ t3 و x =
ut

1+ t3 فرض با صورت این در حل:

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(t,u)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥u(1−2t3)/(1+ t3)2 t/(1+ t3)

ut(2− t3)/(1+ t3)2 t2/(1+ t3)

∥∥∥∥∥∥∥ = ut2

(1+ t2)2 ,

ترتیب، این به است. D′ : 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 3a از عبارت tu−صفحه در D تصویر D′ و
برابر D جرم

m =
x
D

y
x2 dA =

x
D′

t2

1+ t3 dA′

=

(∫ 1

0

t2dt
1+ t3

)(∫ 3a

0
du

)
= a ln2.

⃝ شود. توجه ۶ . ٣۵-ب شکل به است.
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تمرین. ١۶.۵.۶

جرم باشد، x
√

x2+ y2 جرم چگالی دارای x2 + y2 ≤ 4x قرص از (x,y) نقطۀ که صورتی در (١
کنید. محاسبه را D

به نقطۀ چگالی و بوده x+ y = 1 و y = 0 ،x = 0 خطوط به محدود ناحیۀ D که صورتی در (٢
کنید. محاسبه را D جرم باشد، (x+ y)2 برابر آن از (x,y) مختصات

چگالی دارای (x,y) ∈ D نقطۀ و باشد (2,1) و (1,1) ،(0,0) رئوس با مثلث D که صورتی در (٣
کنید. محاسبه را D جرم باشد، xy جرم

بستۀ منحنی به محدود ناحیۀ D کنید فرض (۴

C : x = a
(
2cos t− cos(2t)

)
, y = a

(
2sin t− sin(2t)

)
, 0 ≤ t ≤ 2π,

کنید. محاسبه را D جرم است. |y| چگالی دارای (x,y) ∈ D و است

و است بعدی دو مادی جسم یک D کنید فرض بعدی. دو جسم یک ثقل مرکز محاسبۀ ١٧.۵.۶
مستطیلهای به را D اگر صورت این در است. δ(x,y) چگالی دارای (x,y) ∈ D مختصات به نقطۀ
چگالی که کنیم فرض می توانیم باشد، آنها از یکی Di j := [xi−1; xi]× [y j−1;y j] و کنیم تقسیم کوچک
جرم به مادی نقطۀ یک Di j مستطیل بجای که کنیم فرض حال است. δ(xi,y j) برابر آن نقاط همۀ
داریم. مادی نقطۀ mn حداکثر D بجای ترتیب این به داریم. (xi,y j) مختصات با δ(xi,y j)∆xi∆y j

برابر نقاط این ثقل مرکز از x مختص فیزیک، درس بنابه

x̄ =
(∑

i, j

xiδ(xi,y j)∆xi∆y j
)
÷

(∑
i, j

δ(xi,y j)∆xi∆y j
)

برابر D ثقل مرکز از x مختص دقیق مقدار بگیریم، حد بالا عبارت از چنانچه پس، است.

x̄ =
1
m

x
D

xδdA,

است. D جرم m که است،
با است برابر D ثقل مرکز از y مختص مشابه صورت به

ȳ =
1
m

x
D

yδdA.

بیابید. می توانید نیز پایه فیزیک کتب در را فرمولها این

آورید. بدست را همگن جنسی از شده تهیه و R شعاع به دایرۀ نیم ثقل مرکز (١ مثال. ١٨.۵.۶
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و است D : x2 + y2 ≤ R2, 0 ≤ y دایره نیم این کنیم فرض بحث در سهولت منظور به حل:
بنابراین و D′ : 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π آنگاه باشد، D قطبی تصویر D′ اگر .δ(x,y) = δ0

m =
x
D

δdA = δ0

x
D

dA = δ0Area(D)

= δ0×
1
2
×πR2 =

π

2
δ0R,

ȳ =
1
m

x
D

yδdA =
2

πδ0R2

x
D

yδ0 dA

=
2
πR2

x
D′

r sinθr dA′

=
2

πδ0R2

(∫ π

0
sinθdθ

)(∫ R

0
r2dR

)
=

4R
3π
.

.C = (0,4R/3π) نتیجه، در .x̄ = 0 داریم y−محور، به نسبت D تقارن دلیل به

(x,y) ∈ D چگالی که اول ربع در واقع x2/a2 + y2/b2 = 1 به محدود بیضی ربع ثقل مرکز (٢
بیابید. را است xy برابر

مختصات تغییر از .δ(x,y) = xy و D : 0 ≤ x, 0 ≤ y, x2/a2 + y2/b2 ≤ 1 اینجا در حل:
D تصویر D′ صورت، این در می کنیم. استفاده y = br sinθ و x = ar cosθ یافتۀ تعمیم قطبی
J = abr نیز تبدیل ژاکوبین و D′ : 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 1 از است عبارت rθ−صفحه در

داریم بنابراین، است.

m =
x
D

δdA =
x
D

xydA

=
x
D′

abr2 sinθcosθ abr dA′

= a2b2
(∫ π/2

0
sinθcosθdθ

)(∫ 1

0
r3dr

)
= a2b2

[
sin2 θ

2

]π/2
0

.

[
r4

4

]1

0
=

a2b2

8
,

آنگاه باشد، D ثقل مرکز C = (x̄, ȳ) اگر نتیجه، در و

x̄ =
1
m

x
D

xδdA =
8

a2b2

x
D

x2ydA

=
8

a2b2

x
D′

a3b2r4 cos2 θ sinθdA′
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= 8a
(∫ π/2

0
cos2 θ sinθdθ

)(∫ 1

0
r4dr

)
=

8a
15
.

بنابراین .ȳ = 8b/15 یعنی: نیست، ȳ محاسبۀ به نیازی مسأله، در موجود تقارن دلیل به
.C = (8a/15,8b/15)

جنس یک از که a قاعدۀ طول و h ارتفاع به الساقین متساوی مثلث یک شکل به ناحیه ای (٣
ببرید، طوری آن قاعدۀ از الساقین متساوی مثلثی داریم. اختیار در را است شده ساخته چگال

بیابید. را مثلث این ارتفاع باشد. داخلی مثلث راس در حاصل جسم ثقل مرکز که

٣ قسمت :٣۶ . ۶ شکل
١٨.۵.۶ مثال از

محور و دارد قرار x−محور بر نظر مورد D مثلث قاعدۀ می کنیم فرض منظور این برای حل:
نیمۀ دو به y−محور کمک به را D شود. توجه ٣۶ . ۶ شکل به می باشد. x−محور نیز D تقارن

می کنیم: تقسیم D2 و D1

D1 : 0 ≤ x ≤ a
2
,

2b
a

x ≤ y ≤ 2h
a

x,

D2 : −a
2
≤ x ≤ 0, −2h

a
x ≤ y ≤ −2b

a
x.

بعلاوه و x̄ = 0 که است روشن صورت این در

m = m(D) = 2m(D1) = 2Area(D1).δ0

= 2δ0

(
1
2
.
a
2
.h− 1

2
.
a
2
.b
)
=

aδ0

2
(h−b)

که است خواسته ما از مسأله صورت اما است. C = (0,2(h+b)/3) برابر D ثقل مرکز یعنی
را داخل مثلث ارتفاع یعنی، .b = 2h/3 یا 2(h+b)/3 = b که بایستی بنابراین ،C = (0,b)

C رأس و بسازیم حلب قطعه یک از را D شکل اگر گرفت. شده داده مثلث ارتفاع 2/3 باید
⃝ رسید. خواهیم C در غوطه ور همیشه جسم یک به کنیم، استوار سوزنی نوک بر را

که است آن بر فرض نشود، ذکر چگالی اگر بیابید. را D ثقل مرکز مورد هر در تمرین. ١٩.۵.۶
کنید. فرض یک را چگالی مقدار می توانیم شما است. ثابت چگالی
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.δ = x و است x2+ y2 ≤ 4x قرص D (١

.δ = y و است x2+ y2 = 2ay و x2+ y2 = 2ax دوایر به محدود مجموعۀ D (٢

.δ = x+2y بعلاوه و است (0,1) و (1,0) ،(0,0) رئوس با مثلث D (٣

است. اول ربع در واقع . آستروئید به محدود مجموعۀ D (۴

است. محدود y2 = −2x+4 و y2 = 4x+4 سهمی دو به D (۵

و y = a
(
1− cos t

) و x = a
(
t− sin t

) معادلات به منحنی از قوس یک به محدود مجموعۀ D (۶
است. x−محور

است. ay = x2 سهمی و x+ y = 2a خط به محدود مجموعۀ D (٧

.0 ≤ x و است (x2+ y2)2 = a2(x2− y2) منحنی به محدود مجموعۀ D (٨

x2+y2 = 2bx و x2+y2 = 2ax معادلات به دوایر به محدود و چگال ورقۀ یک D کنید فرض (٩
باشد. (2a,0) برابر D ثقل مرکز که کنید تعیین طوری را a .0 < a < b که است

چگال جنس یک از و است y = h خط و y = x2 سهمی به محدود مجموعۀ D کنید فرض (١٠∗

و رفت بار چند از پس کرده ایم. وارد آن به کوچکی بسیار ضربۀ کنید فرض است. شده ساخته
کنید. مشخص را مذکور وضعیت رسید. خواهد پایدار حالت یک به جسم این برگشت

کنید. حل D : x2+ y2 ≤ 2ay, y ≤ a قرص نیم برای را ١٠ مسألۀ (١١∗

بعدی دو ناحیه ای D کنید فرض جرم. گشتاور و چرخش شعاع ماند، گشتاور محاسبۀ ٢٠.۵.۶
و ∆xi ابعاد به قطعه ای Di j کنیم فرض است. δ(x,y) جرم چگالی دارای (x,y) ∈ D نقطۀ که است
(xi,y j) نقطۀ در Di j جرم تمام کنیم فرض است. آن از دلخواه نقطه ای (xi,y j) و است D از ∆y j

خط حول نقطه این ماند گشتاور صورت این در .δ(xi,y j)∆xi∆y j میزان به یعنی است، شده جمع
تا (xi,y j) نقطۀ فاصلۀ d

(
(xi,y j), ℓ

) که ،d2((xi,y j), ℓ
)
δ(xi,y j)∆xi∆y j از است عبارت ℓ مفروض

از عبارت ℓ خط حول D گشتاور مجموع، در پس می باشد. ℓ خط

Iℓ =
x
D

d2((x,y), ℓ
)
δ(x,y)dA

از عبارتند بترتیب ℓ حول گشتاور صورت این در بگیریم، y−محور یا و x−محور را ℓ اگر است.

Ix =
x
D

y2δ(x,y)dA و Iy =
x
D

x2δ(x,y)dA

با را D باشد بنا اگر فیزیک، نظر از می نامند. ℓ محور حول چرخش شعاع را Rℓ :=
√

Iℓ/m عدد
K = Iℓω2/2 برابر کار این برای لازم انرژی مقدار دهیم، دوران ℓ محور حول ω ثابت زاویه ای سرعت
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انرژی مقدار همین به دهیم، قرار ℓ محور تا Rℓ فاصلۀ به را m باندازۀ نقطه ای جرم اگر بعلاوه، است.
داشت. خواهیم نیاز

شعاع همچنین و (x0,y0) مختصات به M نقطۀ حول D جسم ماند گشتاور مشابه، صورت به
RM :=

√
IM/m و IM =

s
D d2((x,y),M

)
δ(x,y)dA صورت به بترتیب را M حول D چرخش

(مبداء): M = O برای و است، M تا (x,y) فاصلۀ d
(
(x,y),M

) آن در که نمود. تعریف می توان

IO =
x
D

(
x2+ y2)δ(x,y)dA.

جرم گشتاور واقع، در گفت. سخن مفروض خط یک حول جسم گشتاور از می توان بالا بحث شبیه
از عبارت ℓ خط حول D

Mℓ =
x
D

d
(
(x,y), ℓ

)
δ(x,y)dA,

می کنند. همراه «ماند» صفت با اغلب M مقابل در را I گشتاور است.

مثال. ٢١.۵.۶

(x,y) ∈ D که است x+ y = 1 خط و مختصاتی محورهای به محدود مثلث D کنید فرض (١
آورید. بدست را y = 1 خط حول D گشتاور است. 6x چگالی دارای

برابر ℓ : y = 1 خط تا (x,y) فاصلۀ و D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x اینکه به توجه با حل:
است. d = |y−1|

Iℓ =
x
D

|y−1|2.6xdA = 6
∫ 1

0

[∫ 1−x

0
x(y−1)2dy

]
dx

= 2
∫ 1

0

[
x(y−1)3

]1−x

0
dx = 2

∫ 1

0

(
x− x4

)
dx

= 2
[

x2

2
− x5

5

]1

0
dx =

3
5
.

شعاع است. δ = δ0 ثابت چگالی با x2 + y2 = 2x به محدود چگال ناحیۀ D کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را y−محور حول D چرخش

می کنیم: استفاده قطبی مختصات از منظور این برای حل:
D′ : −π

2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2cosθ
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صورت این در

Iy =
x
D

x2δdA = δ0

x
D

x2 dA

= δ0

x
D′

r2 cos2 θr dA′

= δ0

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0
r3 cosθdr

]
dθ

= 4δ0

∫ π/2

−π/2
cos4 θdθ =

3π
2
δ0.

m =
x
D

δdA

= δ0Area(D)

= πδ0,

با است برابر چرخش شعاع بنابراین

Ry =

√
Iy/m =

√
(3πδ0/2)/(πδ0) =

√
3/2.

(x,y) ∈ D نقطۀ چگالی و است y = x+2 خط و y = x2 سهمی به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را M = (1,0) نقطۀ حول D گشتاور است. |x|/((x−1)2+ y2) برابر

بنابراین و دارند برخورد (−1,1) و (2,4) نقاط در شده داده خط و سهمی که داریم توجه حل:
است،

√
(x−1)2+ y2 برابر تا(1,0) (x,y) فاصلۀ چون .D : −1 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ x+2

داریم نقطه، یک حول ماند گشتاور تعریف به بنا

IM =
x
D

(
(x−1)2+ y2

)
δdA =

x
D

|x|dA

=

∫ 2

−1

[∫ x+1

x2
|x|dy

]
dx =

∫ 2

−1

[
|x|y

]x+2

x2 dx

=

∫ 2

−1
|x|.(x+2− x2)dx

= −
∫ 0

−1
x.(x+2− x2)dx+

∫ 2

0
x.(x+2− x2)dx =

37
12
.

بسته منحنی به محدود δ = (x4 + y4)/(x2 + y2)3 جرمی چگالی با ناحیۀ D که صورتی در (۴
کنید. محاسبه را مبداء حول D ماند گشتاور باشد، x4+ y4 = a2(x2+ y2)

می بریم: قطبی مختصات به را D : x4+ y4 ≤ a2(x2+ y2) ناحیۀ منظور، این برای حل:

D′ : r4 cos4 θ+ r4 sin4 θ ≤ a2r2

: r2 ≤ a2

cos4 θ+ sin4 θ
,

بنابراین نمی شود، صفر هیچگاه cos4 θ+ sin4 θ چون که

D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ a√
cos4 θ+ sin4 θ
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با است برابر نظر مورد گشتاور و

IO =
x
D

(x2+ y2)δdA

=
x
D

x4+ y4

(x2+ y2)2 dA =
x
D′

(
cos4 θ+ sin4 θ

)
.r dA′

=

∫ 2π

0

∫ a/
√

cos4 θ+sin4 θ

0

(
cos4 θ+ sin4 θ

)
.r dr

dθ

=

∫ 2π

0

[(
cos4 θ+ sin4 θ

) r2

2

]a/
√

cos4 θ+sin4 θ

0
dθ

=
a2

2

∫ 2π

0
dθ = a2π.

⃝ است. صفر مخالف cos4 θ+ sin4 θ جا همه در که شود توجه

تمرین. ٢٢.۵.۶

x−محور، توسط محدود نازک صفحۀ برای y−محور به نسبت چرخش شعاع و ماند گشتاور (١
کنید. محاسبه δ(x,y) = 1+ x/20 شرط با را y = x2 سهمی x = −1 و x = 1 خطوط

π ≤ x ≤ 2π با f (x) = (sin x/x)2 تابع نمودار و x−محور به محدود چگال ناحیۀ ماند گشتاور (٢
کنید. محاسبه را y−محور حول

گشتاور .δ(x,y) = y+1 و است شده محدود y = 1 و y = −x ،y = x خطوط به D کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را مبداء حول D چرخش شعاع و ماند

کنید: محاسبه δ = 1 فرض با را y−محور و x−محور حول گشتاور مورد، هر در

4) (x−a)2+ (y−a)2 ≥ a2, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a,

5) x = u(t− sin t), y = u(1− cos t), 0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ t ≤ 2π,

6) a2 ≤ xy ≤ 2a2, x/2 ≤ y ≤ 2x, 7) (x2+ y2)2 ≤ 2a2xy, 0 ≤ x,

8) x2/3+ y2/3 ≤ 1, 9∗) (x2+ y2)2+ y2 ≤ 1.

ناسره دوگانۀ انتگرال ۶ . ۶ بخش

نکند، صدق ٧.١.۶ قضیۀ شرایط در
s

D f dA انتگرال اگر گردید، مطرح ٨.١.۶ در که طوری همان
دیگر: بیان به می نامیم. ناسره را مذکور انتگرال
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به D از نقطه ای در z = f (x,y) اینکه یا و نباشد کراندار یا بسته D مجموعۀ اگر تعریف. ١.۶.۶
چند یا و نقطه چند از بیش D بر f ناپیوستگی های اینکه یا و نگردد تعریف یا و کند میل بینهایت

می نامیم. ناسره را
s

D f dA انتگرال صورت این در باشد، منحنی

انتگرالها این است، کافی معمولی ناسرۀ انتگرال همانند ناسره. انتگرالهای حل استراتژی ٢.۶.۶
کنیم. تبدیل عادی انتگرالهای از حدی به را

یک هر و lim
a→a0

Da = D که باشد مجموعه ها از خانواده ای {Da} می کنیم فرض منظور، این برای

می کنیم: تعریف صورت، این در باشند. عادی
s

Da
f dA انتگرالهای از

x
D

f dA := lim
a→a0

x
Da

f dA

نمود: استفاده می توان مورد دو در تنها این از که است ذکر به لازم

سمت ناسرۀ انتگرال که گرفت خواهیم نتیجه دارد، وجود راست سمت حد که شود ثابت اگر الف)
وجود بر دلیلی محاسبه پذیری یعنی، می باشد. نظر مورد حد برابر وجود) صورت (در چپ

نیست!

سمت ناسرۀ انتگرال که گرفت خواهیم نتیجه ندارد، وجود راست سمت حد که شود ثابت اگر ب)
ندارد. وجود چپ

کنید. محاسبه را D = R2 بر f (x,y) = 1/(x2+ y2+1)2 انتگرال (١ مثال. ٣.۶.۶

DR کنیم فرض نیست. کراندار D زیرا است، ناسره
s

D f dA انتگرال صورت این در حل:
.D = lim

R→∞
DR که است روشن .DR : x2+ y2 ≤ R2 است: R شعاع و مبداء مرکز به دایره ای

نوشت: می توان قطبی مختصات تغییر بکمک اکنون
x
R2

dA
(x2+ y2+1)2 = lim

R→∞

x
DR

dA
(x2+ y2+1)2

(1)
= lim

R→∞
πR2

R2+1
= π,

است: شده استفاده ذیل محاسبات نتیجه از (1) در
x
DR

dA
(x2+ y2+1)2 =

x
D′R

rdA′

(r2+1)2

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ R

0

rdr
(r2+1)2

)
=

[
θ
]2π

0
×

[
−1

r2+1

]R

0
=

πR2

R2+1
.

است. DR قطبی تصویر D′R : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R اینجا در که
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انتگرال آیا است. x+ y = 1 خط و مختصات محورهای به محدود ناحیۀ D کنید فرض (٢
است؟ همگرا

x
D

dA
1− x− y

تعریف x+ y = 1 خط بر f (x,y) = 1/(1− x− y) زیرا است، ناسره انتگرال این حل:
فرض نمود. خواهد میل بینهایت به f تابع شود، نزدیک خط این به (x,y) اگر و نمی شود
صورت این در است. x+ y = 1−ε خط و مختصات محورهای به محدود مجموعۀ Dε کنیم

و شود) توجه ٣٧ . ۶ شکل (به D = lim
ε→0+

Dε

x
Dε

dA
1− x− y

=

∫ 1−ε

0

[∫ 1−x−ε

0

dy
1− x− y

]
dx

=

∫ 1−ε

0

[
− ln(1− x− y)

]1−x−ε
0

dx

=

∫ 1−ε

0

{
ln(1− x)− lnε

}
dx

=
[
(1− x)(1− ln(1− x))− x lnε

]1−ε
0

= ε−1− lnε.

نتیجه، در
x
D

dA
1− x− y

= lim
ε→0+

x
Dε

dA
1− x− y

= lim
ε→0+

(
ε−1− lnε

)
= +∞.

است. واگرا نظر مورد انتگرال یعنی

کنید. محاسبه را I =
∫ ∞

0 e−x2
dx انتگرال (٣

که می کنیم توجه منظور این برای حل:

I2 = I× I
(1)
=

(∫ ∞

0
e−x2

dx
)(∫ ∞

0
e−y2

dy
)

=
x

0≤x,y

e−(x2+y2) dA
(2)
= lim

R→∞

x
DR

e−(x2+y2) dA

(3)
= lim

R→∞

x
D′R

e−r2
dA′ = lim

R→∞

(∫ π/2

0
dθ

)(∫ R

0
re−r2

dr
)

=
π

2
lim

R→∞

[
1
2

e−r2
]R

0
=
π

4
− lim

R→∞
e−R2
=
π

4
.
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استفاده معین انتگرال در متغیر بودن ظاهری از (١) در اینکه توضیح .I =
√
π/2 بنابراین

در که است مبداء در مرکز و R شعاع به دایره ای ربع DR که است شده فرض (٢) در کرده ایم،
در DR تصویر D′R و کرده ایم استفاده قطبی متغیر تغییر از (٣) در و دارد قرار صفحه اول ربع

می باشد. قطبی صفحه

:٣٧ . ۶ شکل
از ٢ قسمت

٢.۶.۶ مثال

می کنید. محاسبه صفحه اول ربع بر را f (x,y) = xe−(x+2y) تابع انتگرال (۴

فرض می کنیم. استفاده Da : 0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ 2y ≤ a مجموعۀ از منظور این برای حل:
صورت این در ،v = x و u = x+2y کنیم

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v)
∂(x,y)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∥∥∥∥∥∥∥ 1 2

1 0

∥∥∥∥∥∥∥ = 1
2
.

آوردن بدست برای می دهند، تشکیل را Da اضلاع y = 0 و x = 0 ،x+2y = a خطوط چون
می یابیم: را اضلاع این تصاویر uv−صفحه، در Da تصویر D′a

xOy مختصات در x = 0 y = 0 x+2y = a

uOv مختصات در v = 0 u = v u = a

بنابراین ،D′a : 0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ v ≤ u از است عبارت D′a پس
x

0≤x,y

xe−(x+2y) dA =
1
2

lim
a→∞

x
Da

xe−(x+2y) dA

(1)
=

1
2
− lim

a→∞
a2+2a+2

4ea
(2)
=

1
2
.

است: شده عمل جزء، به جزء روش از استفاده بار دو با و زیر روش به ،(1) در اینکه توضیح

x
D′a

ve−u dA′ =
x
D′a

ve−u dA′ =
∫ a

0

[∫ u

0
ve−udv

]
du

=

∫ a

0

[
v2

2
e−u

]v=u

v=0
du =

1
2

∫ a

0
u2e−udu
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=
1
2

{
−
[
u2e−u

]a

0
+

∫ a

0
2ue−udu

}
=

1
2

{
−a2e−a−

[
2ue−u

]a

0
+

∫ a

0
2e−udu

}
= 1− a2+2a+2

2ea .

است. شده استفاده هوپیتال قائده از بار دو نیز (2) در همچنین،

کنیم: تعریف و مثبتند اعداد n و m ،a کنید فرض (۵

Γ(a) :=
∫ ∞

0
xa−1e−x dx,

B(m,n) :=
∫ 1

0
xm−1(1− x)n−1 dx.

که کنید ثابت می نامند.١ بتا تابع و گاما تابع بترتیب، را اینها

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)
Γ(m+n)

.

هستند. طبیعی اعداد n و m که ،
(
m
n

)
=

(m+n)!
m!n! است: چنین فرمول، این خاص حالت

بنابراین و
t 0 ∞
x 0 ∞

،dt = 2xdx داریم ،Γ(a) انتگرال در t = x2 فرض با حل:

داریم ،B تابع در x = cos2 θ فرض با مشابه صورت به .Γ(a) = 2
∫ ∞

0 x2a−1e−x2
dx

B(m,n) = 2
∫ π/2

0
cos2m−1 θ sin2n−1 θdθ

نتیجه در

Γ(m)Γ(n) =
(
2
∫ ∞

0
x2m−1e−x2

dx
)(

2
∫ ∞

0
y2n−1e−y2

dy
)

= 4
x

x,y≥0

x2m−1y2n−1e−(x2+y2)dA

(1)
= 4 lim

R→∞

x
DR

x2m−1y2n−1e−(x2+y2)dA

(2)
= 4 lim

R→∞

x
D′R

r2(m+n)−1e−r2
cos2m−1 θ sin2n−1 θdA

= 4 lim
R→∞

(∫ R

0
r2(m+n)−1e−r2

dr
)
.

(∫ 2π

0
cos2m−1 θ sin2n−1 θdθ

)
١٧٠٧ سالهای بین که سویس اهل شهیر مهندس و فیزیکدان ریاضیدان، Euler) (Leonhard اولر لئونارد را توابع این ١

است. نموده معرفی متعالی توابع مطالعه ضمن در زیسته، می ١٧۶٣ تا
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(3)
= B(m,n) lim

R→∞

∫ √
R

0
sm+n−1e−sds

= B(m,n)
∫ ∞

0
sm+n−1e−sds = B(m,n)Γ(m+n),

است: شده فرض (1) در اینکه توضیح است. تمام برهان و

DR : 0 ≤ x,0 ≤ y, x2+ y2 ≤ R2.

همچنین، .D′R : 0 ≤ θ ≤ 2π,0 ≤ r ≤ R و است شده استفاده قطبی متغیر تغییر از (2) در و
.s = r2 است شده فرض (3) در

خط و مختصاتی محورهای به محدود شکل مثلثی ناحیه D کنید فرض دریکله. فرمول (۶
صورت، این در .α,β > −1 و باشد پیوسته تابعی f : R→ R بوده، x+ y = 1

x
D

xαyβ f (x+ y)dA =
α!β!

(α+β+1)!

∫ 1

0
tα+β+1 f (t)dt.

صورت، این در می کنیم. استفاده v = y و u = x+y متغیر تغییر از رابطه، این دادن نشان برای
نتیجه، در است. 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ u صورت به uOv صفحه در D ناحیه D′ تصویر

I =
x
D

xαyβ f (x+ y)dA =
x
D′

(u− v)αvβ f (u)dA

=

∫ 1

0
f (u)

[∫ u

0
(u− v)αvβdv

]
du.

نتیجه، در .v = ut می کنیم فرض انتها، در آمده داخلی انتگرال در حال

I =
∫ 1

0
f (u)

[∫ 1

0
((1− t)u)α(tu)βudt

]
du

=

(∫ 1

0
uα+β+1 f (u)du

)(∫ 1

0
(1− t)αtβdt

)
= B(m+1,n+1)

∫ 1

0
uα+β+1 f (u)du.

□ است. تمام برهان و

برای جمله، از نمود. استخراج می توان جالبی فرمولهای قبل مثال آخر قسمت از یادداشت. ۴.۶.۶
داریم ،n,m ∈ N دلخواه طبیعی اعداد

1)
∫ ∞

0
xne−x dx = Γ(n+1) = n!,

∫ ∞

0
x10e−x dx = 3628800.
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2)
∫ ∞

0
x2ne−x2

dx =
1
2
Γ
(n+1

2

)
,

∫ ∞

0
e−x2

dx =
√
π

2
.

3)
∫ 1

0
xm(1− x)n dx =

m!n!
(m+n)!

,

∫ 1

0
(x(1− x))n dx =

(n!)2

(2n)!
.

4)
∫ π/2

0
cos2m θ sin2n θdθ =

1
2

B
(m+1

2
,
n+1

2

)
=

(2m)! (2n)!
22(m+n)+1 m!n! (m+n)!

π.

[٢٣] به مثال برای بزنید، فرمول کتابهای به سری است کافی دیگر. توجه جالب فرمولهای بسیاری و
شود. توجه

کنید: محاسبه وجود صورت در را
s

D f dA انتگرال مورد هر در تمرین. ۵.۶.۶

1) f = 1/
(
(x2+1)(y2+1)

)
, D = R2.

2) f = 1/(x3y), D : 1 ≤ x, e−x ≤ y ≤ 1.

3) f = exp(−x2− y2)cos(x2+ y2), D = R2.

4) f = (x2− y2)/(x2+ y2), D : 1 ≤ x ≤ y.

5) f = exp(−x− y), D : 0 ≤ x ≤ y.

6) f = 1/
√

1− x2− y2, D : x2+ y2 ≤ 1.

7) f = 2y+1, D : −1 ≤ x ≤ 1 , −1/
√

1− x2 ≤ y ≤ 1/
√

1− x2.

8) f = exp
(
−x2/a2− y2/b2

)
, D : x2/a2+ y2/b2 ≥ 1.

9) f =
√

xyexp
(
−x2− y2

)
, D = اول .ربع

10) f = sin(x2+ y2), D = دوم و اول .ربع

گشتاور باشد، δ = exp(−x2−y2) جرم چگالی دارای R2 از (x,y) دلخواه نقطۀ که صورتی در (١١
کنید. محاسبه را مختصات مبداء و y−محور x−محور، حول R2 ماند

است متناهی Ω حجم که دهید نشان صورت، این در .Ω : 1 ≤ z ≤ 1/
√

x2+ y2 کنید فرض (١٢∗

گرفت؟ می توان نتیجه ای محاسبه این از آیا است! نامتناهی آن خارجی سطح مساحت ولی

کنید: محاسبه زیر منحنی به محدود مجموعۀ بر را f (x,y) = y تابع انتگرال (١٣

C : x = a(2cos t− cos(2t)), y = a(2sin t− sin(2t)), 0 ≤ t ≤ 2π.

محاسبه را شده داده منحنی در موجود حلقۀ به محدود مجموعۀ بر f (x,y) = x تابع انتگرال (١۴
.C : x = 3at/(t3+1), y = 3at2/(t3+1) کنید:
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آنگاه باشد، شده بریده x+ y = 1 توسط که اول ربع از قسمتی D اگر که کنید ثابت (١۵

x
D

exp
(

y− x
y+ x

)
dA =

e2−1
4e

.

آنگاه باشد، شده بریده x+ y = π/2 توسط که اول ربع از قسمتی D اگر که کنید ثابت (١۶
x
D

sin xsinysin(x+ y)dA =
π

16
.

کنید: ثابت v = y و u = x+ y متغیر تغییر از استفاده با (١٧∫ 1

0

[∫ 1−x

0
exp

(
y

x+ y

)
dy

]
dx =

e−1
2

.

میپل از استفاده ٧ . ۶ بخش

شود. مراجعه doc.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

شده پیمایش x−منظم مجموعۀ بر z = f (x,y) تابع انتگرال محاسبۀ برای دوگانه. انتگرال ١.٧.۶
دستور از D : a ≤ x ≤ b, h(x) ≤ y ≤ l(x)

int( int( f(x,y), y = h(x)..l(x)), x = a..b)

می کنیم. استفاده

محاسبه انتگرال است ممکن قبلی دستور اجرای با دوگانه. انتگرال تقریبی مقدار محاسبۀ ٢.٧.۶
محاسبۀ برای numeric آپشن از صورت این در نباشد) آن تحلیلی حل به قادر (میپل شود ظاهر نشده

می کنیم: استفاده آن تقریبی مقدار

int( int( f(x,y), y = h(x)..l(x)), x = a..b, numeric)

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ٣.٧.۶
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm


دوگانه انتگرال . ۶ فصل ٣۵٠ میپل از استفاده . ٧ . ۶



٧ فصل

سه گانه انتگرال

(حافظ)
ѡماўد کار ان े ўداЮ˘ت کار اպن य़ وان ѡماўد یار ऑم े دل ψ܆܊م ϟد य़ ࣰ
ѡماўد دوار ۔ࠡد اպن े य़ یادگاری ΄وܒۿر ўدџدم ˢʑق զϓن صدای از

این در شد، انجام متغیره دو توابع حالت به
∫ b

a f (x)dx معین انتگرال تعمیم کار ششم فصل در
است. متغیره سه تابعی f آن در که می کنیم تعریف را سه گانه انتگرال و رفته جلوتر مرحله یک فصل
بیشتر اهمیت دلیل به نمود. تعریف را n−گانه انتگرال و داد ادامه می توان را روند این که است روشن
نیز را n−گانه انتگرالهای از مواردی پایانی بخش در و داده قرار بحث مورد کاملا آنرا سه گانه، انتگرال

٢ کرد. خواهیم مطرح

سه گانه انتگرال تعریف ٧ . ١ بخش

شد. آورده ١.١.۶ در که است دوگانه انتگرال شبیه سه گانه انتگرال رسمی تعریف

طوری g و e ،d ،c ،b ،a اعداد بنابراین باشد. کراندار و بسته Ω ⊆ R کنیم فرض تعریف. ١.١.٧
محاط قابل مستطیلی مکعب در Ω یعنی، .Ω ⊆ [a;b]× [c;d]× [e;g] که داشت خواهند وجود
بازۀ برابر z−محور بر و [c;d] بازۀ برابر y−محور بر و [a;b] بازۀ برابر x−محور بر آن تصویر که است
شکل به است حاصلضربی ،Ω برای افراز یک از منظور شود). توجه ٧ . ١-الف شکل (به است [e,g]

هستند: [e;g] و [c;d] ،[a;b] برای افرازهایی بترتیب P3 و P2 ،P1 آن در که P = P1×P2×P3

P1 : a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b,

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

٣۵١
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افراز :٧ . ١ شکل

P2 : c = y0 < y1 < . . . < ym−1 < ym = d,

P3 : e = z0 < z1 < . . . < zℓ−1 < zℓ = g.

می کنیم تعریف صورت، این در

#P :=min
{
n,m, ℓ

}
, ∆xi := xi− xi−1,

∆y j := y j− y j−1, ∆zk := zk − zk−1,

|P| :=max
{
∆x1, . . . ,∆xn,∆y1, . . . ,∆ym,∆z1, . . . ,∆zℓ

}
.

مجموعۀ ،Ω برای افراز هر انتخاب با که است روشن می نامیم. P طول را #P و P ظرافت را |P| عدد
شود). توجه ٧ . ١-ب شکل (به می گردد تقسیم قسمت n×m× ℓ حداکثر به Ω

،1 ≤ i ≤ n که را Ωi jk مجموعه های باشند، ١.١.٧ در همانند P و Ω کنیم فرض تعریف. ٢.١.٧
می کنیم: تعریف زیر صورت به 1 ≤ k ≤ ℓ و 1 ≤ j ≤ m

این برابر را Ωi jk باشد، کامل مستطیل مکعب
(
[xi−1; xi]∩ [y j−1;y j]∩ [zk−1;zk]

)
∩Ω اگر

یا و کاملند مستطیل مکعب یا ها Ωi jk بنابراین می گیریم. ∅ تهی را آن صورت این غیر در و اشتراک
نقاط از خانواده ای ،P افراز از انتخاب یک از منظور شود). توجه ٧ . ١-الف شکل (به هستند تهی
.Ωi jk , ∅ که ای k و j ،i هر ازای به (

xi jk,yi jk,zi jk
) ∈Ωi jk که است، Ω در X =

{
(xi jk,yi jk,zi jk)

}
u = f (x,y,z) و باشند ٢.١.۶ همانند X انتخاب و P افراز ،Ω مجموعۀ کنیم فرض تعریف. ٣.١.٧∑

P f
(
xi jk,yi jk,zi jk

)
∆xi∆y j∆zk از منظور آنگاه، می گردد. تعریف Ω سراسر بر که است تابعی

صورتی در .Ωi jk , ∅ نظر مورد k و j ،i ازای به که است شده داده بشکل عبارتهای همۀ حاصلجمع
ازای به که گردد یافت چنان I عددی که است انتگرالپذیر Ω مجموعۀ بر u = f (x,y,z) تابع می گوئیم
برای P افراز هر ازای به که شوند یافت گونه ای به n طبیعی عدد یک و δ مثبت عدد یک ،0 < ε هر

باشیم داشته P از X انتخاب هر ازای به و #P ≤ δ و |P| ≥ n که Ω∣∣∣∣∑
P

f
(
xi jk,yi jk,zi jk

)
∆xi∆y j∆zk − I

∣∣∣∣ < ε.
بعلاوه، می دهیم. نشان

t
Ω

f dV نماد با و نامیده Ω بر f سه گانۀ انتگرال را I صورت این در
شود: نوشته حالت این در که است yمعمول

Ω

f dV = lim
|P|→∞
#P→0

∑
P

f
(
xi jk,yi jk,zi jk

)
∆xi∆y j∆zk
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نیست! مفید سه گانه انتگرال محاسبۀ برای عملا و دارد نظری جنبۀ بالا تعریف یادداشت. ۴.١.٧
ادامۀ برای می باشد. گانه سه انتگرال کاربردهای توجیه نیز و اثباتها اقامه در آن، استفادۀ عمده ترین
را مسأله موقتاً زیر قضیۀ کنیم. حاصل اطمینان مطالعه مورد انتگرالهای وجود از که است لازم بحث

می کند. حل

Ω بر که باشد مفروض تابعی u = f (x,y,z) و کراندار و بسته مجموعه ای Ω اگر قضیه. ۵.١.٧
چند یا یک و منحنی چند یا یک نقطه، چند یا یک از نظر صرف و است کراندار و گردیده تعریف
□ دارد. وجود Ω بر f انتگرال آنگاه باشد، پیوسته Ω کل بر متناهی مساحت با رویۀ

هیچ به شرایط این می کند، معرفی را انتگرال وجود برای کافی شرایط بالا قضیه یادداشت. ۶.١.٧
f انتگرال آنگاه باشد، دلخواه f و صفر حجم با Ω یا و f = 0 و دلخواه Ω اگر مثلا نیستند. لازم وجه

است. صفر برابر و داشته وجود Ω بر
t
Ω

f dV انتگرال کنند، صدق ۵.١.٧ قضیۀ شرایط در f تابع Ωو مجموعۀ چنانچه قرارداد. ٧.١.٧
بحث مورد انتگرالهای همۀ پس این از می نامیم. ناسره را آن صورت این غیر در و می گوئیم عادی را

گردد. بیان صراحتاً خلافش آنکه مگر عادی اند،
نمود. استفاده می توان تعریف، کمک به سه گانه انتگرال محاسبۀ برای ذیل قضیۀ از

باشد، پذیر انتگرال Ω بر f و بوده [a;b]× [c;d]× [e;h] مستطیل مکعب Ω اگر قضیه. ٨.١.٧
صورت این در

y
Ω

f dV = lim
n,m,ℓ→∞

(b−a)(d− c)(h− e)
mnℓ

n∑
i=1

m∑
j=1

ℓ∑
k=1

f
(
a+ i

b−a
n

,c+ j
d− c

m
,e+ k

h− e
ℓ

)
,

محاسبه را حد یک تنها و ،m = n = ℓ که کرد فرض می توان محاسبه، در سهولت جهت به البته، است.
□ نمود.

صورت این در . f = xy− z و است [0;1]3 واحد مکعب Ω کنید فرض مثال. ٩.١.٧

y
Ω

f dV = lim
m,n,ℓ→∞

1
mnℓ

n∑
i=1

m∑
j=1

ℓ∑
k=1

f
(

i
n
,

j
m
,
k
ℓ

)

= lim
m,n,ℓ→∞

1
mnℓ

n∑
i=1

m∑
j=1

ℓ∑
k=1

{
i j

mn
− k
ℓ

}

= lim
m,n,ℓ→∞

 1
m2n2

 n∑
i=1

i


 m∑

j=1

j

− 1
ℓ2

ℓ∑
k=1

k


=

1
4

(
lim

m→∞
m+1

m

)(
lim

n→∞
n+1

n

)
− 1

2
lim
ℓ→∞

ℓ+1
ℓ
=
−1
4
.
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آنگاه باشد، حقیقی عددی a و باشند انتگرالپذیر Ω بر g و f توابع کنید فرض قضیه. ١٠.١.٧

1)
y
Ω

a f dV = a
y
Ω

f dV, 2)
y
Ω

( f +g)dV =
y
Ω

f dV +
y
Ω

gdV,

y
Ω

f dV ≤
y
Ω

gdV آنگاه ، f (x,y,z) ≤ g(x,y,z) ای (x,y,z) ∈Ω هر ازای به اگر (٣

آنگاه باشد، صفر مساحت با Ω2 و Ω1 مجموعۀ دو اشتراک مورد ناحیۀ حجم اگر (۴
y
Ω1∪Ω2

f dV =
y
Ω1

f dV +
y
Ω2

f dV

y
Ω

f dV =
y
Ω

gdV آنگاه باشد، صفر متفاوتند g و f آنها در که Ω از نقاطی حجم اگر (۵

y
Ω1

f dV =
y
Ω2

f dV آنگاه باشد، صفر حجم با Ω2 و Ω1 مجموعۀ دو اختلاف اگر (۶

y
Ω

dV = Vol(Ω) آنگاه دهیم، نشان Vol نماد با را Ω حجم که صورتی در (٧

آنگاه باشد، m برابر Ω بر f مقدار کمترین و M برابر Ω بر f مقدار بیشترین اگر (٨

mVol(Ω) ≤
y
Ω

f dV ≤ M Vol(Ω)

□ .
∣∣∣∣y
Ω

f dV
∣∣∣∣ ≤y

Ω

| f |dV (٩

بگیرید. انتگرال Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 16 گوی بر f =
[ √

x2+ y2+ z2
]

از (١ مثال. ١١.١.٧

باشد: ثابت قطعه هر بر f که کرد تقسیم می توان طوری را Ω صورت این در حل: f (X) = 0

X ∈Ω
⇒

 0 ≤ ∥X∥ < 1

∥X∥ ≤ 4
⇒ 0 ≤ ∥X∥ < 1

:Ω2 : 1 ≤ ∥X∥ < 2 بر f = 1 مشابه صورت به .Ω1 : ∥X∥ < 1 بر f = 0 پس f (X) = 1

X ∈Ω
⇒

 1 ≤ ∥X∥ < 2

∥X∥ < 4
⇒ 1 ≤ ∥X∥ < 2

بعلاوه، است. 3 برابر Ω4 : 3 ≤ ∥X∥ < 4 بر و Ω3 : 2 ≤ ∥X∥ < 3 بر f = 2 مشابه صورت به
کرۀ حجم

Ω−Ω1∪Ω2∪Ω3∪Ω4 =
{
X

∣∣∣∥X∥ = 4
}
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نوشت می توان ١٠.١.٧ از ۴ قسمت بنابه پس شود). توجه ٧ . ٢-الف شکل (به است صفر
y
Ω

f dV =
y

Ω1∪Ω2∪Ω3∪Ω4

f dV

=
y
Ω1

0dV +
y
Ω2

1dV +
y
Ω3

2dV +
y
Ω4

3dV

(1)
= 0+Vol(Ω2)+2Vol(Ω3)+3Vol(Ω4)

=

(
4
3
π×23− 4

3
π×13

)
+2

(
4
3
π×33− 4

3
π×23

)
+3

(
4
3
π×43− 4

3
π×33

)
=

4
3
π
(
7+38+111

)
= 208π.

کنید. محاسبه را Ω بر f انتگرال . f = x و Ω : x2+ y2 ≤ z2 ≤ 1 کنید فرض (٢

مخروط نیم دو به Ω تقسیم با زیرا است، صفر Ω بر f انتگرال صورت این در حل:

Ω+ : x2+ y2 ≤ z2 ≤ 1 , 0 ≤ x,

Ω− : x2+ y2 ≤ z2 ≤ 1 , x ≤ 0,

Ω+ مجموعۀ به Ω− در −x به x تعویض با که شود) توجه ٧ . ٢-ب شکل (به می کنیم ملاحظه
نتیجه در می رسیم.

y
Ω f dV =

y
Ω+

xdV +
y
Ω−

xdV =
y
Ω+

xdV +
y
Ω+

−xdV = 0.

١١.١.٧ مثال :٧ . ٢ شکل

کنید: محاسبه را
t
Ω

f dV انتگرال مقدار مورد، هر در تمرین. ١٢.١.٧

1) f =
[
x+ y+ z

]
, Ω : 0 ≤ x,y,z ≤ 2,

2) f = 5, Ω : x2+ y2 ≤ z ≤ 4− x2− y2,
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3) f = xyz, Ω : |x|+ |y|+ |z| ≤ 1,

بیابید:
t
Ω

f dV انتگرال برای پائین حد یک و بالا حد یک مورد، هر در

4) f = xy, Ω : 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 ≤ z, x+ y+ z ≤ 1,

5) f = x2+ y2+ z2, Ω : |x|+ |y|+ |z| ≤ 1,

6) f = z, Ω : x2+ y2 ≤ 1, x2+ y2 ≤ 4.

xy−منظم مجموعۀ ٧ . ٢ بخش

مستقیم غیر روشی که است بجا کاملا نیز اینجا در دوگانه، انتگرال مورد در شده مطرح مباحث به نظر
فضای در xy−منظم مجموعۀ مفهوم بحث، این مقدمۀ شود. مطرح سه گانه انتگرال محاسبۀ برای

است. Oxyz

مجموعۀ :٧ . ٣ شکل
xy−منظم

توابع و D ⊆ R2 مجموعۀ که گوئیم xy−منظم صورتی در را Ω ⊆ R3 مجموعۀ تعریف. ١.٢.٧
که شوند یافت گونه ای به z = ℓ(x,y) و z = h(x,y)

Ω : (x,y) ∈ D, h(x,y) ≤ z ≤ ℓ(x,y).

نمودار به پائین از و z = ℓ(x,y) تابع نمودار به بالا از که است فضا از قسمتی Ω دیگر، بیان به
شکل (به است D مجموعۀ مرز آن قاعدۀ که است محدود استوانه ای به طرف از و z = h(x,y) تابع

شود). توجه ٧ . ٣-الف

مجموعه های از اجتماعی شکل به یا و است xy−منظم یا کراندار بستۀ مجموعۀ هر قضیه. ٢.٢.٧
است: نوشتن قابل منظم −xy

Ω =
∪

i

Ωi و ∀i , j : Vol(Ωi∩Ω j) = 0,

□ است. صفر برابر مجموعه ها این از تا دو هر اشتراک مورد ناحیۀ حجم که گونه ای به
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اختیار در Ω xy−منظم مجموعۀ کنید فرض xy−منظم. مجموعۀ یک حدود شناسایی روش ٣.٢.٧
نیز و Ω حدود معرف معادلات حل با کار این معمولا می یابیم. را xy−صفحه بر Ω سایۀ ابتدا باشد.
توجه ٧ . ٣-ب شکل به باشد؛ عمل این نتیجۀ D کنیم فرض است. میسر آنها تعریف دامنۀ تعیین
کنیم فرض می رویم. بالا سوی به پائین علیه منتهی از و گرفته نظر در D در (x,y) فرضی نقطه ای شود.
و A =

(
x,y, ℓ(x,y)

) صورت این در باشد. Ω مجموعۀ با برخورد نقطۀ آخرین و اولین بترتیب B و A

تسلط از وضعیتی به رفته رفته معمولی، مسایل از مناسب تعدادی حل با البته، .B = (
x,y,h(x,y)

)
تنها حالات، بسیاری در بعلاوه، کنیم. مشخص را ℓ و h ،D می توانیم شکل ترسیم بدون که می رسیم
حل قبلا که مسایلی مواردی، چنین در نمود. مشخص را مسأله حدود می توان نامساویها حل بکمک
را آنها ترسیم زحمت و می کنیم، تجسم را آنها شکلها، ترسیم بجای واقع، در هستند. راهگشا نمودایم،

نمی خریم. خود بر

مثال. ۴.٢.٧

آیا باشد. y = 1 و x = 2 ،x+ y+ z = 4 مختصاتی، صفحات به محدود حجم Ω کنیم فرض (١
است؟ xy−منظم مجموعه ای Ω

D : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1 مستطیل از عبارت xy−صفحه بر Ω سایۀ اولا زیرا بله، حل:
کرد خواهیم مشاهده بگیریم، نظر در را D ∈ (x,y) از گذرنده فرضی خط اگر ثانی در و است،
می باشد. (

x,y,4− x−y
) با برابر بالاترین و (x,y,0) برابر Ω با خوردش بر نقطۀ پائین ترین که

داریم مجموع در پس .ℓ(x,y) = 4− x− y و h(x,y) = 0 بنابراین

Ω : (x,y) ∈ D , 0 ≤ z ≤ 4− x− y,

شود. توجه ٧ . ۴-الف شکل به است؛ xy−منظم مجموعه ای Ω و

قسمتهای :۴ . ٧ شکل
۴.٢.٧ مثال از ٢ و ١

است. xy−منظم مجموعه ای Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 4 گوی که دهید نشان (٢

|z| ≤
√

4− x2− y2 یا z2 ≤ 4− x2−y2 عبارت به z حسب بر شده داده نامساوی حل با حل:
قرص از عبارت xy−صفحه بر Ω سایۀ پس باشد، مثبت رادیکال زیر علامت باید اما می رسیم.
شکل به ؛

√
4− x2− y2 و −

√
4− x2− y2 از عبارتند بترتیب ℓ و h و است D : x2+y2 ≤ 4
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نتیجه در شود. توجه ٧ . ۴-ب

Ω : (x,y) ∈ D, −
√

4− x2− y2 ≤ z ≤
√

4− x2− y

به محدود توپر مکعب از x2 + y2 + z2 < 4 لبۀ بی کرۀ حذف از حاصل حجم Ω کنید فرض (٣
در که دهید نشان شود. توجه ٧ . ۵-الف شکل به است. z = ±3 ،y = ±3 ،x = ±3 صفحات

نیست. xy−منظم مجموعه ای Ω صورت این

٣ قسمت :۵ . ٧ شکل
۴.٢.٧ مثال از

مربع برابر (افقی) xy−صفحه بر شکل این سایۀ زیرا نیست، xy−منظم Ω مجموعۀ حل:
باید آنگاه بگیریم، (0,0) نقطۀ را (x,y) اگر که حالی در است، D : −3 ≤ x ≤ 3, −3 ≤ y ≤ 3

یک از z باید که حالی (در نیست! یکپارچه که بگیرد، قرار [−3;−2]∪ [2;3] مجموعۀ در z

استوانۀ بکمک را Ω مجموعۀ مشکل، این رفع برای گردد) ختم ℓ(0,0) یک به و آغاز h(0,0)

سه این از یک هر شود. توجه ٧ . ۵-ب شکل به می دهیم. برش قسمت سه به x2 + y2 = 4

هستند: xy−منظم مجموعه،

D1 : 4 ≤ x2+ y2, −3 ≤ x ≤ 3, −3 ≤ y ≤ 3, Ω1 : (x,y) ∈ D1, −3 ≤ z ≤ 3,

D2 : x2+ y2 ≤ 4, Ω2 : (x,y) ∈ D2, −3 ≤ z ≤ −
√

4− x2− y2,

Ω = Ω1∪Ω2∪Ω3, Ω3 : (x,y) ∈ D2,

√
4− x2− y2 ≤ z ≤ 3.

نشان باشد.
√

2z = x+1 صفحۀ و x2 + y2 = z2 مخروط به محدود مجموعۀ Ω کنید فرض (۴
است. xy−منظم مجموعه ای Ω صورت این در که دهید

که می گیریم نتیجه و داده برخورد را صفحه و مخروط معادلۀ منظور این برای حل:

(x−1)2

2
+ y2 = 1 یا

 x2+ y2 = z2,√
2z = x+1,

همچنین، .D : (x−1)2/2+y2 ≤ 1 توپر بیضی از است عبارت xy−صفحه بر Ω تصویر لذا و
به و (x,y) از گذرنده فرضی خط چنانچه می آید، بر ٧ . ۶-الف شکل از که طوری همان
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نقطه ترین بالا و (
x,y,

√
x2+ y2) نقطه ترین پائین بگیریم، نظر در را z−محور موازات

⃝ .Ω : (x,y) ∈ D,
√

x2+ y2 ≤ z ≤ (x+
√

2)/2 و می باشد
(
x,y, (x+

√
2)/2

)
پاسخ اگر خیر. یا است xy−منظم شده داده مجموعۀ آیا که کنید مشخص مورد هر در تمرین. ۵.٢.٧

کنید: تقسیم xy−منظم قطعات به را مجموعه نه، اگر و کنید مشخص را مجموعه حدود بود، مثبت

است. x2+ y2+ z2 = 4x کرۀ به محدود مجموعۀ Ω (١

است. z = −1 صفحۀ و مختصاتی صفحات ،x2+ y2 = 9 استوانۀ به محدود مجموعۀ Ω (٢

است. z = 2 و x = 1 ،y = −1 صفحۀ و مختصاتی صفحات به محدود مستطیل مکعب Ω (٣

است. بالا از z = 4 صفحۀ و پائین از z =
√

x2+ y2 مخروط به محدود حجم Ω (۴

است. z = x2+ y2 و z = 2− x2− y2 بیضوی سهمی گون دو به محدود حجم Ω (۵

است. z = 1 و z = 0 صفحۀ دو و x2+y2 = 9 و x2+y2 = 4 استوانۀ دو بین محدود ناحیۀ Ω (۶

است. x2+ y2+ z2 = 1 و x2+ y2+ z2 = 4 کرۀ دو بین حجم Ω (٧

8) |x|+ |y|+ |z| ≤ 1, 9) 2x ≤ x2+ y2+ z2 ≤ 4x,

10) x2+ y2 ≤ 4 , x2+ z2 ≤ 4, 11) max
{|x|, |y|, |z|} ≤ 2,

12) x2+ y2+ z2 ≤ 4 , z ≤ 1, 13) x2+ y2/4 ≤ 4 , x2+ z2/4 ≤ 4.

می توان yz−منظم یا و منظم −xz مجموعه های از xy−منظم، مجموعۀ شبیه درست یادداشت. ۶.٢.٧
کلی خواص گفت. سخن Ouvw می توان فضا یک در uv−منظم مجموعۀ از کلی طور به گفت. سخن

است. xy−منظم مجموعه های به شبیه کاملا منظم −uv مجموعه های

مثال. ٧.٢.٧
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Ω صورت این در است. y = 2 صفحۀ و x2+ z2 = y2 مخروط به محدود حجم Ω کنید فرض (١
دقیقتر، بیان به شود. توجه ۶ . ٧ شکل به است؛ yz−منظم و xy−منظم xy−منظم، مجموعه ای
آنگاه باشند، yz−صفحه و xz−صفحه xy−صفحه، بر Ω تصویر بترتیب Dyz و Dxz ،Dxy اگر

Dxy : 0 ≤ x ≤ 2 , −x ≤ y ≤ x,

Dyz : 0 ≤ z ≤ 2 , −z ≤ y ≤ z,

Dxz : −2 ≤ x ≤ 2 , −
√

4− x2 ≤ z ≤
√

4− x2.

نوشت: می شود زیر شکل سه هر به را Ω و

Ω : (x,y) ∈ Dxy , −
√

y2− x2 ≤ z ≤
√

y2− x2,

Ω : (x,z) ∈ Dxz ,
√

x2+ z2 ≤ y ≤ 2,

Ω : (y,z) ∈ Dyz , −
√

y2− z2 ≤ x ≤
√

y2− z2.

مثال الف) :۶ . ٧ شکل
ب) ۴ قسمت ۴.٢.٧
١ قسمت ٧.٢.٧ مثال

صورت این در است. y2 + z2 = x2 −1 پارچۀ دو گون هذلولی به محدود جسم Ω کنید فرض (٢
ملاحظه رویه دو این برخورد با شود. توجه ٧ . ٧-الف شکل به است؛ yz−منظم مجموعه ای Ω
هر تصویر که y2 + z2 = 5 , x = ±2 دایرۀ دو از است عبارت دو این برخورد محل که می شود

بنابراین می باشد. D : y2+ z2 ≤ 5 برابر yz−صفحه بر دو

Ω : (y,z) ∈ D,−
√

y2+ z2−1 ≤ x ≤
√

y2+ z2−1.

را Ω بایستی بنویسیم، xz−منظم یا xy−منظم صورت به را مجموعه این باشیم مایل چنانچه
کنیم. تقسیم بخش سه به

y = 0 صفحات و x = 2− z2 و x = z2 سهموی استوانه های به محدود مجموعۀ Ω کنید فرض (٣
داده استوانۀ دو ،اولا زیرا است؛ xz−منظم مجموعه ای Ω صورت این در است. y+ z = 2 و
است. x = 1 صفحۀ در واقع خط دو در آنها برخورد محل و دارند قرار y−محور امتداد در شده

از است عبارت y = 0 صفحۀ با دو این برخورد محل ثانی، در

D : −1 ≤ z ≤ 1, z2 ≤ x ≤ 2− z2.
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مثال :٧ . ٧ شکل
٣ و ٢ قسمت ٧.٢.٧

شود. توجه ٧ . ٧-ب شکل به Ω : (x,z) ∈ D, 0 ≤ y ≤ 2− z نوشت می توان نتیجه، در

x2/9+ y2/4+ z2/4 = 1 گون بیضی و x2 + y2 + z2 = 4 کرۀ به محدود حجم Ω کنید فرض (۴
است؛ yz−منظم مجموعه ای Ω صورت این در است. شده واقع 0 ≤ x فضای نیم در که است
مذکور رویۀ دو و D : y2 + z2 ≤ 4 از است عبارت yz−صفحه بر ناحیه این تصویر اولا زیرا

بنابراین می کنند. قطع y2+ z2 = 4 و x = 0 دایرۀ در را یکدیگر

Ω : (x,y) ∈ D,
√

4− y2− z2 ≤ x ≤ 3
2

√
4− y2− z2

سه به را Ω که است لازم بنویسیم، xz−منظم یا و xy−منظم صورت به را مجموعه این چنانچه
کنیم. تقسیم قسمت

در (2,0,1) و (1,0,2) ،(2,1,0) ،(1,2,0) ،(0,0,0) رئوس با وجهی پنج Ω کنید فرض (۵
uw−منظم نه است، uv−منظم نه Ωصورت این در شود. توجه ٧ . ٨ شکل به باشد. uvw−فضا

نوشت. می توان uv−منظم مجموعۀ سه از اجتماعی صورت به آنرا اما است. منظم −vw نه و
به uv−صفحه بر C و D نقاط تصویر کرد. ترسیم را Ω از نموداری باید ابتدا شروع برای
uv−صفحه بر Ω تصویر ترتیب این به .C′ = (2,0,0) و D′ = (1,0,0) از است عبارت ترتیب
مثلث تصویر بترتیب U3 و U2 ،U1 کنیم فرض بود. خواهد OC′AB ضلعی چهار از عبارت

مثال :٧ . ٨ شکل
۵ قسمت ٧.٢.٧

از است عبارت E نقطۀ باشد. uv−صفحه بر OAC مثلث و ABDC ضلعی چهار ،OBD

یعنی uv−صفحه، در u = 1 معادلۀ به BD′ خط و u = 2v معادلۀ به OA خط خورد بر محل
نتیجه در .E = (1,1/2,0)

U1 : 0 ≤ u ≤ 1 , 0 ≤ v ≤ 2u, U2 : 1 ≤ u ≤ 2 , 0 ≤ v ≤ u/2,
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U3 : 1 ≤ u ≤ 2 , u/2 ≤ v ≤ 2u.

از است عبارت دارد، قرار آن بر OBD مثلث که صفحه ای معادلۀ اینکه به توجه ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣با
u−0 v−0 w−0

1−0 2−0 0−0

1−0 0−0 2−0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ 2u = v+w.

آنرا زیر جسم نتیجه در ،U1 =OBD′ مثلث از است عبارت uv−صفحه بر مثلث این تصویر و
زیر جسم مشابه صورت به .Ω1 : (u,v) ∈U1 , 0 ≤ w ≤ 2u−v نوشت: می توان زیر شکل به

دهیم: نشان می توانیم زیر صورت به را uv−صفحه بالای و ABD مثلث

Ω2 : (u,v) ∈ U2 , 0 ≤ w ≤ 3−u− v.

صورت به را OAC مثلث بالای و ADC مثلث زیر جسم

Ω3 : (u,v) ∈ U3 , u/2− v ≤ w ≤ 3−u− v,

.Ω = Ω1∪Ω2∪Ω3 نتیجه در نوشت. می توان

باشد. S به محدود حجم Ω و ρ2 + (ρ+φ)2 + (ρ+φ+ θ)2 = 1 گون بیضی S کنید فرض (۶
باید ρφ−صفحه بر Ω تصویر D یافتن برای است. ρφ−منظم مجموعه ای Ω صورت این در
را ρφ−صفحه با برخوردش محل سپس و کنیم مماس S خارج بر را θ−محور موازی خطی
می باشد. D مجموعۀ آن داخل که بود خواهد ρθ−صفحه در منحنی یک نتیجه کنیم، مشخص
محل و باشد مماس S بر ℓ اگر باشد. ℓ : ρ = ρ0, φ = φ0 فرضی خط این کنیم فرض
θ0 = نتیجه در و ρ2

0 + (ρ0 +φ0)2 + (ρ0 +φ0 + θ0)2 = 1 بایستی آنگاه باشد، X0 آن مماس
θ0 در رادیکال الزاماً پس باشد! نقطه یک تنها باید X0 اما .−ρ0±{1−ρ2

0− (ρ0+φ0)2}1/2

Ω محدودۀ D : ρ2
0+ (ρ0+φ0)2 ≤ 1 توپر بیضی از است عبارت D نتیجه در باشد، صفر باید

از است عبارت کل در

Ω : (ρ,φ) ∈ D ; −ρ−φ−
√

1−ρ2− (ρ+φ)2 ≤ θ ≤ −ρ−φ+
√

1−ρ2− (ρ+φ)2.

تمرین. ٨.٢.٧

بنویسید. vw−منظم و uv−منظم مجموعه ای بعنوان را u2+4v2+9w2 = 36vw (١

به آنرا است. x = 2− y2 − z2 و x = y2 + z2 بیضوی گون سهمی دو بین حجم Ω کنید فرض (٢
بنویسید. yz−منظم مجموعۀ یک صورت

xy−منظم، مجموعه ای بعنوان را (0,0,3) و (0,2,0) ،(1,0,0) ،(0,0,0) رئوس با هرم (٣
بنویسید. yz−منظم
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y2 = مخروطی سطح و y = 2 و y = 1 صفحات به محدود ناقص مخروط Ω که صورتی در (۴
بنویسید. منظم −yz نیز و منظم −xy xy−منظم، مجموعه ای بعنوان آنرا باشد، x2+ z2

منظم −uw و uv−منظم uv−منظم، مجموعه ای بعنوان را |u| + 2|v| + 3|w| ≤ 6 مجموعۀ (۵
بنویسید.

مجموعه ای صورت به را فضا −uvw در (0,1,1) و (1,0,1) ،(1,1,0) ،(0,0,0) رئوس با هرم (۶
بنویسید. uw−منظم و uw−منظم uv−منظم،

در w = 1 و w = −1 صفحات و (u− v)2 + (u+ v)2 = 4 اریب استوانۀ به محدود حجم (٧
بنویسید. uw−منظم مجموعه ای بعنوان را uvw−فضا

بعنوان را اول هشتم یک در واقع ،u = 4 صفحۀ و v2 + 4w2 = 16 استوانۀ به محدود حجم (٨
بنویسید. uv−منظم مجموعۀ یک

سه گانه م΄رر انتگرال ٧ . ٣ بخش

سه گانه انتگرال مسالۀ حل برای میانبری بعنوان می تواند که می کنیم مطرح را مفهومی بخش این در
می باشد. دوگانه انتگرال به شبیه کاملا موضوع این گیرد. قرار استفاده مورد

و Ω : (x,y) ∈ D, h(x,y) ≤ z ≤ ℓ(x,y) است، xy−منظم مجموعه ای Ω کنیم فرض قضیه. ١.٣.٧
صورت این در است. پیوسته Ω بر u = f (x,y,z)

y
Ω

f dV =
x
D

[∫ ℓ(x,y)

h(x,y)
f (x,y,z)dz

]
dA,

□ است. دوگانه انتگرال یک ان پی در و z حسب بر انتگرال یک عمل در که

صورت در ،Ω مجموعۀ بر f سه گانۀ انتگرال محاسبۀ برای سه گانه. انتگرال حل چگونگی ٢.٣.٧
(Ω=Ω1∪· · ·∪Ωk ،مثلا) می نویسیم xy−منظم مجموعه های از اجتماعی صورت به را Ω ابتدا لزوم
١.٣.٧ قضیۀ کمک به f از سپس، باشد. صفر آنها از تا هردو بین اشتراک مورد ناحیۀ حجم که طوری

می زنیم: جمع را حاصل مقادیر آخر دست و گیریم می انتگرال آنها از یک هر بر
y
Ω

f dV =
y
Ω1

f dV + · · ·+
y
Ωk

f dV

مثال. ٣.٣.٧

انتگرال باشد، x+y/2+z/3= 1 صفحۀ و مختصات صفحات به محدود حجم Ω که صورتی در (١
کنید. محاسبه Ω بر را f (x,y,z) = z



سه گانه انتگرال . ٧ فصل ٣۶۴ سه گانه مکرر انتگرال . ٧ . ٣

شکل (به می نویسیم xy−منظم مجموعه یک شکل به را Ω ابتدا منظور، این برای حل:
شود): توجه ٧ . ٩-الف

D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2(1− x),

Ω : (x,y) ∈ D , 0 ≤ z ≤ 3(2−2x− y)/2.

داریم ١.٣.٧ به بنا نتیجه، در

y
Ω

f dV =
y
Ω

zdV =
x
D

[∫ 3(2−2x−y)/2

0
zdz

]
dA

=
x
D

[
z2

2

]z=3(2−2x−y)/2

z=0
dA =

9
8

x
D

(2−2x− y)2dA

=
9
8

∫ 1

0

[∫ 2(1−x)

0
(2−2x− y)2 dy

]
dx

=
9
8

∫ 1

0

[
−(2−2x− y)3

3

]y=2(1−x)

y=0
= 3

∫ 1

0
(1− x)dx =

3
2
.

باشد، y = x2 سهموی استوانۀ و z = 0 و y+ z = 1 صفحات به محدود حجم Ω که صورتی در (٢
کنید. محاسبه Ω بر را f = |x|y انتگرال

شکل (به می نویسیم xy−منظم مجموعه یک شکل به را Ω ابتدا منظور، این برای حل:
شود): توجه ٧ . ٩-ب

D : −1 ≤ x ≤ 1 , x2 ≤ y ≤ 1,

Ω : (x,y) ∈ D , 0 ≤ z ≤ 1− y.

داریم ١.٣.٧ به بنا نتیجه، در

y
Ω

f dV =
y
Ω

xydV =
x
D

[∫ 1−y

0
|x|ydz

]
dA

=
x
D

[
|x|yz

]z=1−y

z=0
dA =

x
D

|x|y(1− y)dA

=

∫ 1

−1

[∫ 1

x2
|x|y(1− y)dy

]
dx =

∫ 1

−1
|x|

[
y2

2
− y3

3

]y=1

y=x2
dx

=

∫ 1

−1
|x|

{
1
6
− x4

2
+

x6

3

}
dx = 2

∫ 1

0

{
x
6
− x5

2
+

x7

3

}
dx =

1
12
.
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٣.٣.٧ مثال :٧ . ٩ شکل
٢ و ١ قسمت

x2 + z2 = یکپارچۀ گون هذلولی و x2 + z2 = 4 قائم استوانۀ به محدود حجم Ω که صورتی در (٣
کنید. محاسبه Ω بر را f = |y| انتگرال باشد، y2+1

شکل (به می نویسیم منظم −xz مجموعه یک شکل به را Ω ابتدا منظور، این برای حل:
و D : 1 ≤ x2+ z2 ≤ 4 شود): توجه ٧ . ١٠-الف

Ω : (x,z) ∈ D , −
√

x2+ z2−1 ≤ y ≤
√

x2+ z2−1.

داریم xz−منظم مجموعه های مورد در ١.٣.٧ به شبیه حکم بنابه نتیجه، در

y
Ω

f dV =
y
Ω

|y|dV =
x
D

∫
√

x2+z2−1

−
√

x2+z2−1
|y|dy

 dA

=
x
D

∫
√

x2+z2−1

0
2ydy

 dA =
x
D

[y2]
√

x2+z2−1
y=0 dA

=
x
D

(x2+ z2−1)dA
(1)
=

x
D′

(r2−1)r dA′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

1
(r3− r)dr

)
=

[
θ
]2π

0
×

[
r4

4
− r2

2

]2

1
=

9
2
π.

در D تصویر D′ نتیجه در و z = r sinθ و x = r cosθ است شده فرض (1) در اینکه توضیح
.D : 0 ≤ θ ≤ 2π , 1 ≤ r ≤ 2 از است عبارت صفحه −rθ

x2 + y2 + z2 = 18 کرۀ و y2 + z2 = x2 مخروط به محدود شکل دوکی حجم Ω که صورتی در (۴
کنید. محاسبه Ω بر را f = x

√
y2+ z2 انتگرال دارد، قرار 0 ≤ x فضای نیم در که باشد

(به می نویسیم منظم −yz مجموعه ای مجموعه یک شکل به را Ω ابتدا منظور این برای حل:
و D : y2+ z2 ≤ 9 شود): توجه ٧ . ١٠-ب شکل

Ω : (x,y) ∈ D,
√

y2+ z2 ≤ x ≤
√

18− y2− z2.
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داریم منظم −yz مجموعه های مورد در ١.٣.٧ مشابه حکم به بنا نتیجه، در
y
Ω

f dV =
y
Ω

x
√

y2+ z2 dV

=
x
D

[∫ √y2+z2

√
19−y2−z2

x
√

y2+ z2 dx
]
dA

=
x
D

[ x2

2

√
y2+ z2

]x=
√

18−y2−z2

x=
√

y2+z2 dA

=
x
D

(9− y2− z2)
√

y2+ z2 dA
(1)
=

x
D′

(9− r2)r2dA′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 3

0
(9r2− r4)dr

)
=

324
5
π.

نموده ایم. استفاده z = r sinθ و y = r cosθ متغیر تغییر از (1) اینکه توضیح

٣.٣.٧ مثال :٧ . ١٠ شکل
۴ و ٣ قسمت

صفحات و u2+ v2 = 4u و u2+ v2 = 2u مستدیر استوانه های به محدود حجم Ω کنیم فرض (۵
کنید. محاسبه Ω بر را f = u انتگرال باشد، u+w = 3 و w = 0

٧ . ١١-الف شکل (به می نویسیم منظم −uv مجموعه یک شکل به را Ω منظور این برای حل:
شود): توجه

D : 2u ≤ u2+ v2 ≤ 4u, Ω : (u,v) ∈ D, 0 ≤ w ≤ 3−u.

داریم منظم −uv مجموعه های مورد در ١.٣.٧ مشابه حکم به بنا نتیجه، در

y
Ω

f dV =
y
Ω

udV =
x
D

[∫ 3−v

0
udw

]
dA

=
x
D

u(3−u)dA
(1)
=

x
D′

cosθ.(3− r cosθ)r2 dA′

=

∫ π/2

−π/2

[∫ 4cosθ

2cosθ
cosθ.(3− r cosθ)r2 dr

]
dθ
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=

∫ π/2

−π/2
cosθ

[
r3− r4

4
cosθ

]r=4cosθ

r=2cosθ
dθ

= 4
∫ π/2

−π/2

(
14cos4 θ−15cos4 θ

)
dθ =

9
4
π,

در D تصویر D′ و است شده استفاده v = r cosθ و u = r sinθ مختصات تغییر (١) در که
از است عبارت rθ−صفحه

D′ : 2r cosθ ≤ r2 ≤ 4r cosθ,

: −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 2cosθ ≤ r ≤ 4cosθ.

f = |s|+ |t|+ |n| انتگرال باشد، stn−فضا در |s|+ |t|+ |n| ≤ 1 توپر بلور از Ωعبارت کنید فرض (۶
کنید. محاسبه Ω بر را

تغییر Ω نه −n به n یا و −t به t ،−s به s تعویض با که می کنیم توجه منظور این برای حل:
stn−فضا اول هشتم یک در که باشد Ω از قسمتی Ω1 کنیم فرض چنانچه لذا ، f نه و کند می

شود): توجه ٧ . ١١-ب شکل (به بایستی آنگاه باشد، دارد، قرار
y
Ω

f dV = 8
y
Ω1

f dV.

در است. stn−فضا در (0,0,1) و (0,1,0) ،(1,0,0) ،(0,0,0) رئوس با هرم یک Ω1 اما
و D : 0 ≤ s ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1− s است: منظم −st مجموعه ای Ω1 نتیجه،

Ω1 : (s, t) ∈ D , 0 ≤ n ≤ 1− s− t.

داریم مجموع در yپس،
Ω

f dV = 8
y
Ω1

(s+ t+n)dV

= 8
x
D

[∫ 1−s−t

0
(s+ t+n)dn

]
dA = 4

x
D

[
(s+ t+n)2

]n=1−s−t

n=0
dA

= 4
x
D

(
1− (s+ t)2)dA = 4

∫ 1

0

[∫ 1−s

0

{
1− (s+ t)2}dt

]
ds

= 4
∫ 1

0

[
t− 1

3
(s+ t)3

]t=1−s

t=0
ds

=
4
3

∫ 1

0

{
s3−3s+2

}
ds = 1.
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مثال :٧ . ١١ شکل
۶ و ۵ قسمت ٣.٣.٧

کنید: محاسبه را زیر انتگرالهای تمرین. ۴.٣.٧

1)
∫ π

0

[∫ π

0

[∫ π

0
sin(x)cos(y+ z)dz

]
dy

]
dx, 2)

∫ 2π

0

[∫ π/2

0

[∫ 2

1
ρ2 sinφdρ

]
dφ

]
dθ,

3)
∫ 2

0

∫ 4−x2

0

[∫ x

0

sin(2z)
4− z

dy
]

dz

 dx, 4)
∫ 1

0

∫
√

1−y2

0

∫
√

1−x2−y2

0
zdz

 dy

 dx,

5)
∫ 2

−2

∫ 4

x2

∫
√

y−x2

−
√

y−x2

√
x2+ z2 dz

 dy

 dx, 6)
∫ 1

0

[∫ 1

3√z

[∫ ln3

0

e2x

y2 sin(πy3)dx
]

dy
]

dz.

کنید: رامحاسبه
t
Ω

f dV مورد، هر در

7) f = z, Ω : x2+ y2 ≤ z ≤ 8− x2− y2,

8∗) f =
√

x2+ y2, Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 2x,

9) f = x2y2, Ω : |x|+ |y| ≤ 1, |z| ≤ 1,

10) f = xyz, Ω : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1,

11) f = |z|, Ω : x2+ y2 ≤ 1, x2+ z2 ≤ 1,

12) f = x+2y, Ω : 0 ≤ z ≤ y ≤ x2 ≤ 1,

13) f = u+ v, Ω : u2+ v2 ≤ 2u, |w| ≤ u,

14) f = uαvβwγ, Ω : u2+ v2+w2 ≤ 1, 0 < α,β,γ,

15) f = y
√

x2+ z2, Ω : x2+ z2 ≤ y+2, 0 ≤ y ≤ 2,

16) f = 1, Ω : y ≥ z2, y ≤ 8− z2, x ≥ z2, x ≤ 8− z2,

17∗) f = y−1, Ω : و(0,1,1) (1,0,1), (1,1,0), رئوس(0,0,0) با ,هرم

18) f = uv+ vw+wu, Ω : 0 ≤ w−
√

u2+ v2 ≤ 2,

19) f = (x2+ y2+ z2)−1, Ω : x2+ y2+ z2 ≤ R2,

20) f = |s|+ |t|, Ω : |s|+ |t| ≤ 1, |s|+ |n| ≤ 1.
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سه گانه انتگرال در مختصات تغییر ۴ . ٧ بخش

ابداع به ناچار که می شود منتهی مشکل بسیار یا و حل قابل غیر حالتهای به اغلب سه گانه انتگرال
انتگرال مورد تابع ،معمولا می شویم. مشکلات گونه این رفع برای مختصات تغییر بنام آمد کار روشی

نمود. می توان اصلاح مقتضی نحو به را انتگرال مورد دامنه یا و

F : R3 → R3 تابعی فضا، در مختصات تغییر از منظور فضا. در مختصات تغییر ١.۴.٧
که است Γ برد و Ω دامنه و F(u,v,w) =

(
x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)

) ضابطه با معکوسپذیر

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ , 0 (u,v,w) ∈Ω هر ازای به (١ . ٧ )

می نامیم. F مختصات تغییر ژاکوبین را J

باز نباشد، برقرار Ω از صفر حجم با مجموعه زیر یک بر (١ . ٧ ) شرط چنانچه یادداشت. ٢.۴.٧
از استفاده امر، این دلیل می دانیم. مختصات تغییر را F همچنان ما و است درست بحث ادامۀ هم

می باشد. سه گانه انتگرال محاسبه در مختصات تغییر این

مثال. ٣.۴.٧

یک F صورت، این در .Ω = Γ = R3 و F(u,v,w) =
(
u+2v,v+2w,w+2u

) کنید فرض (١
اولا زیرا است. مختصات تغییر

F−1(x,y,z) =
(u−2y+4z

9
,
y−2z+4x

9
,
z−2x+4y

9

)
.

داریم Ω کل بر ثانی، در

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1/9 −2/9 4/9

4/9 1/9 −2/9

−2/9 4/9 1/9

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1
9
, 0

و Γ = R3 ،F(u,v,w) =
(
wcoshucosv,wcoshusinv,wsinhu

) کنید فرض (٢
زیرا ، است مختصات تغییر یک F صورت، این در .Ω : 0 ≤ v ≤ 2π, 0 ≤ w , u ∈ R

F−1(x,y,z) =
(
arctanh

( z√
x2+ y2

)
, arctan

( y
x

)
,

√
x2+ y2− z2

)
.

همچنین

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

wsinhucosv −wsinhusinv coshucosv

wsinhusinv wcoshucosv coshusinv

wcoshu 0 sinhu

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = w2 coshu.

⃝ می باشد. Ω در صفر حجم دارای صفحه این که است، صفر Ω از w = 0 صفحه بر تنها
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تعریف مختصات تغییر یک F(u,v,w)= (x,y,z) نگاشت که دهید نشان مورد هر در تمرین. ۴.۴.٧
کنید: مشخص را Γ و Ω مجموعه های و می کند

1) x = u− v+w, y = −u+ v+w, z = u+ v+w,

2) u = x+2y+3z, v = y+2z+3x, w = z+2x+3y,

3) u = cos xcosy, v = cosycosz, w = coszcos x,

4) x = u2− vw, y = v2−uw, z = w2−uv,

5) x = ucosv, y = usinv, z = w,

6) x = u, y = uv, z = uvw,

7) u = x+ ey, v = y+ ez, w = z+ ex,

8) x = uev, y = vew, z = weu,

9) u = x2, v = y2, w = z2,

10) u = 1/x, v = 1/y, w = 1/z.

و H ⊆ Ω باشد، J ژاکوبین و Γ برد ،Ω دامنه با مختصات تغییر F که صورتی در قضیه. ۵.۴.٧
این در .F(H′) = H که باشد مجموعه ای H′ ⊆ Γ اگر همچنین باشد، انتگرالپذیر H بر f (x,y,z)

و است انتگرالپذیر H′ بر نیز f (F(u,v,w)) صورت
y

H

f (x,y,z)dV =
y

H′
f
(
x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)

)
J dV ′.

اختصار به yیا
H

f dV =
y

F−1(H)

( f ◦F) J dV ′.

استوانه ای، می پردازیم: بعدی سه مختصات تغییر پرکاربردترین از نمونه سه تشریح به ادامه، در
خطی. و کروی

(x,y,z) مختصات با xyz−فضا در مبداء بجز نقطه ای M کنید فرض استوانه ای. مختصات ۶.۴.٧
زاویه و r را O تا M فاصلۀ ،z را H تا M فاصلۀ باشد. xy−صفحه بر M تصویر H کنیم فرض است.

صورت این در که است روشن شود). توجه ٧ . ١٢-الف شکل (به می نامیم θ را HOx

x = r cosθ, y = r sinθ, z = z,

r =
√

x2+ y2, θ = arctan
( y

x

)
, z = z.
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:٧ . ١٢ شکل
استوانه ای مختصات

F(r, θ,z) = (x,y,z) تابع ترتیب، این به .r = θ = 0 و z = z0 می کنیم تعریف M = (0,0,z0) ازاء به
پس این از ولی دلخواه α ازای به که است لازم F بودن یک به یک تامین منظور به می گردد. تعریف

شود): توجه ٧ . ١٢-ب شکل (به می کنیم تعریف لذا .0 ≤ r نیز و α ≤ θ < α+2π ثابت،

Ω : α ≤ θ < α+2π , 0 ≤ r , z ∈ R.

از است عبارت F ژاکوبین همچنین

J =
∣∣∣∣∣∂(x,y,z)
∂(r, θ,z)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−r sinθ cosθ 0

r cosθ sinθ 0

0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = r,

متغیر تغییر را این است. مختصات تغییر یک F نتیجه، در است. صفر z−محور بجز جا همه در که
می کنند. اختیار −π یا و 0 را θ محاسبه α مبنی اغلب که است ذکر به لازم می نامیم. استوانه ای

مثال. ٧.۴.٧

شده محدود z = 1 صفحه و x2+y2 = z2 مخروط به Ω آن در که
t
Ω

√
x2+ y2 dV انتگرال (١

کنید. محاسبه را است

صورت به را Ω دامنه حل:

Ω : x2+ y2 ≤ 1 ,
√

x2+ y2 ≤ z ≤ 1,

r cosθ مقدار x جای به است کافی rθz−فضا در دامنه ای به Ω تبدیل برای نوشت. می توان
دهیم. قرار را r sinθ مقدار y جای به و

نیست، θ بر شرطی چون .Ω′ : 0 ≤ r ≤ 1, r ≤ z ≤ 1 یا Ω′ : r ≤ 1, r ≤ z ≤ 1 ترتیب این به
بنابراین، .0 ≤ θ ≤ 2π پس

Ω′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1 , r ≤ z ≤ 1.
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داریم، ۶.۴.٧ کمک به اکنون شده اند. داده نشان Ω′ و Ω مجموعه های ٧ . ١٣ شکل در

y
Ω

√
x2+ y2 dV =

y
Ω′

r r dV ′

=

∫ 2π

0

[∫ 1

0

[∫ 1

r
r2 dz

]
dr

]
dθ

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 1

0

[
zr2

]z=1

z=r
dr

)
= 2π

∫ 1

0
(1− r)r2 dr =

π

6
.

از ١ قسمت :٧ . ١٣ شکل
٧.۴.٧ مثال

z = 2− (x−1)2−y2 و z = (x−1)2+y2 بیضوی سهمی گونهای به محدود حجم Ω کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را Ω بر f = z/

√
x2+ y2 تابع انتگرال است.

Ω تصویر محاسبۀ برای لذا است، پائین به رو دومی و بالا به رو اول بیضوی سهمی گون حل:
دستگاه یک در را دو آن معادلات است کافی xy−صفحه بر شود) توجه ٧ . ١۴-الف شکل (به
تصور لذا، و (x−1)2 + y2 = 1 نتیجه در .z = (x−1)2 + y2 و z = (x−1)2 + y2 کنیم: حل

شکل به را Ω بنابراین، است. D : (x−1)2+ y2 ≤ 1 xy−صفحه بر شده داده ناحیۀ

Ω : (x,y) ∈ D, (x−1)2+ y2 ≤ z ≤ 2− (x−1)2− y2,

: x2+ y2 ≤ 2x, x2+2x+1+ y2 ≤ z ≤ 1− x2+2x− y2,

از است عبارت rθz−فضا در Ω ناحیۀ تصویر نتیجه، در نوشت. می توان

Ω′ : r2 ≤ 2r cosθ, 1−2r cosθ+ r2 ≤ z ≤ 1+2r cosθ− r2,

:

 −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 2cosθ,

1−2r cosθ+ r2 ≤ z ≤ 1+2r cosθ− r2.
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از است عبارت شده خواسته انتگرال مجموع، در پس
y
Ω

z√
x2+ y2

dV =
y
Ω′

zdV ′

=

∫ π/2

−π/2

∫ 2cosθ

0

∫ 1+2r cosθ−r2

1−2r cosθ+r2
zdz

 dθ

=

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

(
4r cosθ−4r2

)
dr

]
dθ

=

∫ π/2

−π/2

(
8
3

cos3 θ

)
dθ =

32
9
.

x2 + y2 = z2 مخروط و (x2 + y2)2 = x2 − y2 قائم استوانه به محدود ناحیه Ω کنید فرض (٣
کنید. محاسبه Ω بر را f = z(x2− y2) انتگرال صورت، این در است.

نه و می کند تغییر Ω نه −z به z یا و −y یه y یا −x به x تعویض با که می شود ملاحظه حل:
و گرفته نظر در را دارد قرار فضا اول هشتم یک در که Ω از قسمتی Ω1 می توان نتیجه در ، f

xy−صفحه بر Ω1 تصویر D اما نمود. برابر هشت را حاصل آن، بر f انتگرال محاسبۀ از پس
شکل به را Ω1 بنابراین، D : 0 ≤ x , 0 ≤ y , (x2+ y2)2 ≤ x2− y2 از است عبارت

Ω1 : 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 ≤ z, (x2+ y2)2 ≤ x2− y2, z2 ≤ x2+ y2,

که می گیریم نتیجه و کرده حل 0 ≤ z شرط با را آخر نامساوی نوشت. می توان

Ω1 : 0 ≤ x, 0 ≤ y, (x2+ y2)2 ≤ x2− y2, 0 ≤ z ≤
√

x2+ y2.

می کنیم: تصویر rθz−فضا به زیر صورت به را مجموعه این

Ω′1 : 0 ≤ r cosθ , 0 ≤ r sinθ , (r2)2 ≤ r2 cos(2θ) , z ≤ r

: 0 ≤ cosθ , 0 ≤ sinθ , r2 ≤ cos(2θ) , z ≤ r.

2kπ−π/2≤ 2θ≤ 2kπ+π/2 نتیجه در .0≤ cos(2θ) که می شود نتیجه r2 ≤ cos(2θ) شرط از
.0 ≤ θ ≤ π/4 و k = 0 باید بنابراین، .0 ≤ θ ≤ π/2 که می گردد نتیجه نیز اول نامساوی دو از

داریم مجموع، در پس

Ω′1 : 0 ≤ θ ≤ π/4 , 0 ≤ r ≤
√

cos(2θ) , 0 ≤ z ≤ r

بنابراین شود. توجه ٧ . ١۴-ب شکل به
y
Ω

z(x2− y2)dV = 8
y
Ω1

z(x2− y2)dV
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= 8
y
Ω′1

zr3 cos(2θ)dV

= 8
∫ π/4

0

∫
√

cos(2θ)

0

[∫ r

0
zr3 cos(2θ)dz

] dθ

= 4
∫ π/4

0

∫
√

cos(2θ)

0
r5 cos(2θ)dr

 dθ

=
2
3

∫ π/4

0
cos4(2θ)dθ =

π

16
.

و ٢ قسمت :١۴ . ٧ شکل
٧.۴.٧ مثال از ٣

کنید. محاسبه را x2+ y2+ z2 ≤ 2z گوی بر f = (x2+ y2)−1/2 انتگرال (١ تمرین. ٨.۴.٧

باشد، z = a > 0 و z = 0 صفحات و x2 + y2 = 2x استوانۀ به محدود حجم Ω که صورتی در (٢
کنید. محاسبه Ω بر را f = z

√
x2+ y2 تابع انتگرال

z =
√

2 صفحۀ و x2 + y2 + 1 = z2 پارچۀ دو هذلولی گون به محدود حجم Ω که صورتی در (٣
کنید. محاسبه Ω بر را f = z(1− x2− y2)/(1+ x2+ y2) تابع انتگرال باشد،

صفحۀ دو و x2 + y2 = b2 و x2 + y2 = a2 قائم استوانه های به محدود حجم Ω که صورتی در (۴
کنید. محاسبه Ω بر را f = (x2+ y2)−1/2 تابع انتگرال ،0 < a < b که باشد z = b و z = a

باشد، y = 2− x2 − z2 و y = x2 + z2 بیضوی سهمی گونهای به محدود حجم Ω که صورتی در (۵
کنید. محاسبه Ω بر را f = |xyz| تابع انتگرال

که باشد z = b و z = a صفحات و x2 + y2 = z2 مخروط به محدود حجم Ω که صورتی در (۶
کنید. محاسبه Ω بر را f = 2z

√
1+ x2+ y2 تابع انتگرال ،0 < a < b

شده بیان x2+y2 ≤ 2x نیز و x+y ≤ 2 ،0 ≤ z ،0 ≤ y,z ≤ 1 نامساویهای با Ω که صورتی در (٧
کنید. محاسبه Ω بر را f = x تابع انتگرال باشد،
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به باشد. فضا در مبداء از غیر نقطه ای M = (x,y,z) کنید فرض کروی. مختصات ٩.۴.٧
بدست را H = (x,y,0) نقطۀ و کرده تصویر xy−صفحه بر را M شود. توجه ٧ . ١۵-الف شکل
زاویۀ OMH مثلث در می نامیم. θ را xOH زاویۀ و φ را zOM زاویۀ ،ρ را O تا M فاصلۀ می آوریم.

نتیجه در است، π/2−φ برابر O رأس

z = MH = ρsin(π/2−φ) = ρcosφ, OH = ρcos(π/2−φ) = ρsinφ.

بنابراین ،r = OH داریم xy−صفحه در اما

x = OH cosθ = ρsinφcosθ, y = OH sinθ = ρsinφsinθ.

داریم مجموع در پس

x = ρsinφcosθ, y = ρsinφsinθ, z = ρcosφ,

ρ =

√
x2+ y2+ z2, φ = arctan

(1
z

√
x2+ y2

)
, θ = arctan

( y
x

)
.

(٢ . ٧ )

که است آن تابع این معکوسپذیری شرط می رسیم. (ρ,φ,θ) 7→ (x,y,z) تابعی به ترتیب این به

0 ≤ ρ , α ≤ θ ≤ α+2π , 0 ≤ φ ≤ π, (٣ . ٧ )

تابع این ژاکوبی شود). توجه ٧ . ١۵ -ب (به می باشد (−π یا 0 برابر معمولا) دلخواه عددی α که

تغییر :١۵ . ٧ شکل
کروی مختصات

از است عبارت

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(ρ,φ,θ)

∣∣∣∣∣
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
sinφcosθ ρcosφcosθ −ρsinφsinθ

sinφsinθ ρcosφsinθ ρsinφcosθ

cosφ −ρsinφ 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = ρ
2 sinφ,
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در حجمش که مجموعه ای است. صفر A =
{
(ρ,φ,θ) |ρ = 0, φیا = 0 φیا = π

}
مجموعۀ بر تنها که

این می کند. تعریف را (٣ . ٧ ) دامنۀ با متغیر تغییر یک (٢ . ٧ ) بنابراین می باشد. صفر ρφθ−فضا
می نامیم. کروی را مختصات

صورت این در باشد، ρφθ−فضا در Ω تصویر Ω′ اگر مجموع در

y
Ω

f (x,y,z)dV =
y
Ω′

f
(
ρsinφcosθ,ρsinφsinθ,ρcosφ

)
ρ2 sinφdV ′.

صفحه xOy بین زاویه یعنی می کنند. محاسبه پایین از را φ زاویه منابع برخی در یادداشت. ١٠.۴.٧
.z = ρsinφ و y = ρcosφsinθ ،x = ρcosφcosθ صورت این در می گیرند. φ را OM خط پاره و

.J = ρ2 cosφ و −π/2 ≤ φ ≤ π/2 هچنین،

مثال. ١١.۴.٧

فضای نیم در واقع x2+y2+z2 = 4 کرۀ و x2+y2 = z2 مخروط به محدود حجم Ω کنید فرض (١
کنید. محاسبه Ω بر را f = (x2+ y2)3/2 تابع انتگرال باشد. 0 ≤ z

می کنیم: بیان نامساویها کمک به را Ω ابتدا حل:

Ω :
√

x2+ y2 ≤ z , x2+ y2+ z2 ≤ 4.

در (٢ . ٧ ) فرمولهای از بترتیب z و y ،x برای ρφθ−فضا، در Ω تصویر Ω′ یافتن برای سپس
.Ω′ : sinφ ≤ cosφ, 0 ≤ ρ ≤ 2 یا Ω′ : ρsinφ ≤ ρcosφ, ρ2 ≤ 4 می کنیم: استفاده ٩.۴.٧
بنابراین و 0 ≤ φ ≤ π/4 که است معنی این به اول نامساوی پس ،0 ≤ φ ≤ π است لازم اما
داریم ندارد، وجود θ بر محدودیتی چون Ω′ : 0 ≤ φ ≤ π/4 , 0 ≤ ρ ≤ 2 از است عبارت Ω′

Ω′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π/4 , 0 ≤ ρ ≤ 2.

١۶ . ٧ شکل به است. ρφθ−فضا در مستطیل مکعب شکل به ناحیۀ یک Ω′ که شود توجه
صورت این در شود. توجه

y
Ω

(x2+ y2)3/2 dV =
y
Ω′

ρ3 sin3φρ2 sinφdV ′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π/4

0
sin4φdφ

)(∫ 2

0
ρ5 dρ

)
=

[
θ
]2π

0

[
1
8

(
3φ−2sin(2φ)+ sin(4φ)

)]π/4
0

[
ρ6

6

]2

0
=

2π
3

(3π−8).

را f انتگرال f =
√

x2+ y2+ z2 و باشد محدود x2 + y2 + z2 = 2z کرۀ به Ω که صورتی در (٢
کنید. محاسبه Ω بر
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:١۶ . ٧ شکل

در Ω تصویر ،٩.۴.٧ در ٢ . ٧ فرمولهای و Ω : x2 + y2 + z2 ≤ 2z به توجه با ابتدا حل:
.0 ≤ cosφ باید پس Ω′ : ρ2 ≤ 2ρcosφ : 0 ≤ ρ ≤ 2cosφ می کنیم: مشخص را ρφθ−فضا

بنابراین و 0 ≤ φ ≤ π/2 نتیجه در ،0 ≤ φ ≤ π الزاماً کروی مختصات تغییر در اما،

Ω′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π/2 , 0 ≤ ρ ≤ 2cosφ

داریم ترتیب، این به شود. توجه ٧ . ١٧ شکل به
y
Ω

√
x2+ y2+ z2 dV =

y
Ω′

ρρ2 sinφdV ′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π/2

0

[∫ 2cosφ

0
ρ3 sinφdρ

]
dφ

)
= 8π

∫ π/2

0
cos4φsinφdφ =

8
5
π

مختصات :٧ . ١٧ شکل
کروی

١ بترتیب شعاع و مبداء مرکز به کره های به محدود کروی پوستۀ از قسمتی Ω که صورتی در (٣
انتگرال Ω بر f =

√
1+ (x2+ y2+ z2)3/2 تابع از دارد، قرار دوم هشتم یک در که باشد ٢ و

بگیرید.

که شود توجه حل:

Ω : x ≤ 0 , 0 ≤ y , 0 ≤ z , 1 ≤ x2+ y2+ z2 ≤ 4.
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از است عبارت ρφθ−فضا در Ω تصویر Ω′ نتیجه در

Ω′ : ρsinφcosθ ≤ 0 , 0 ≤ ρsinφsinθ , 0 ≤ ρcosφ, 1 ≤ ρ2 ≤,

: cosθ ≤ 0 , 0 ≤ sinθ , 0 ≤ ρcosφ, 1 ≤ ρ ≤ 2,

: π/2 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ π/2 , 1 ≤ ρ ≤ 2.

بنابراین،
y
Ω

√
1+ (x2+ y2+ z2)3/2 dV =

y
Ω′

√
1+ρ3.ρ2 sinφdV ′

=

(∫ π/2

0
dθ

)(∫ π

π/2
sinφdφ

)(∫ 2

1
ρ2

√
1+ρ3 dρ

)
=
π

2
×1× 2

9
(27−2

√
2) =

π

9
(27−2

√
2).

⃝ است. شده استفاده u = 1+ρ3 متغیر تغییر از آخر انتگرال در

بگیریم: انتگرال Ω بر f از مورد هر در تمرین. ١٢.۴.٧

است. محدود x2+ y2+ z2 = 4z کرۀ به Ω و f = z (١

که است، محدود b و a شعاع و مبداء مرکز به کره های به Ω و f = (x2 + y2 + z2)−3/2 (٢
.0 < a < b

هشتم یک در و است محدود x2+y2+ z2 = 1 کرۀ از قسمتی به Ω و f =
√

1− x2− y2− z2 (٣
دارد. قرار اول

است. محدود z = 3 صفحۀ و x2+ y2 = z2 مخروط به Ω و f =
√

x2+ y2+ z2 (۴

است، محدود z = b و z = a صفحات و x2+y2 = z2 مخروط به Ω و f = 1/
√

x2+ y2+ z2 (۵
.0 < a < b که

است. محدود x2+ y2+ z2 = 2Rz و x2+ y2+ z2 = R2 کره های به Ω و f = z2 (۶

است. شده محدود x2+ y2+ z2 = 2y کرۀ به Ω و f = y/
√

x2+ y2+ z2 (٧

دوم هشتم یک در که است x2+y2+ z2 = 9 کرۀ از قسمتی به Ω و f = ln(x2+y2+ z2+1) (٨
دارد. قرار

.Ω : (x2+ y2+ z2)2 ≤ x2+ y2− z2 و f = |z| (٩

.Ω : (x2+ y2+ z2)2 ≤ 3xyz و f = 1 (١٠
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.Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 3a2, x2+ y2 ≤ 2az و f = (x+ y+ z)2 (١١

کنید. محاسبه را x2+ y2+ z2 = 2y و x2+ y2+ z2 = 2z معادلات به کره های به محدود حجم (١٢

شکل به است متغیری تغییر خطی، متغیر تغییر از منظور خطی. مختصات ١٣.۴.٧
x = a11u+a12v+a13w+a14,

y = a21u+a22v+a23w+a24,

z = a31u+a32v+a33w+a34,

J =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , 0.

نسبت تجانس یا و نقطه یک به نسبت تجانس انعکاس، دوران، انتقال، موجب متغیری تغییر چنین
یک S اگر که است آن در مختصاتی تغییر چنین ویژگی عمده ترین می گردد. صفحه یا و خط یک به
خواهد چنین نیز S یافتۀ تبدیل آنگاه باشد، دوم درجۀ رویۀ یا و مخروطی مقطع صفحه، خط، نقطه،

لاغیر. و است گون بیضی یک S یافتۀ تبدیل آنگاه باشد، کره S اگر مثلا که معنی این به بود.

مثال. ١۴.۴.٧

و می شود جدا اول هشتم یک از x+ y+ z = 1 صفحۀ توسط که باشد هرمی Ω که صورتی در (١
کنید. محاسبه Ω بر را f انتگرال باشد، f = 1/(x+ y+ z+1)3 نیز

صورت این در می کنیم. استفاده w = x و v = x+ y ،u = x+ y+ z مختصات تغییر از حل:
بعلاوه و z = u− v ،y = v−w ،x = w

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 1

0 1 −1

1 −1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = | −1| = 1.

می کنیم: بیان نامساویها حسب بر را Ω ابتدا uvw−فضا، در Ω تصویر Ω′ کردن مشخص برای

Ω : 0 ≤ x, 0 ≤ y , 0 ≤ z, x+ y+ z ≤ 1,

: 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1− x , 0 ≤ z ≤ 1− x− y.

می نویسیم w و v ،u حسب بر را z و y ،x سپس

Ω′ : 0 ≤ w ≤ 1 , w ≤ v ≤ 1 , v ≤ u ≤ 1.

داریم نتیجه، در
y
Ω

1
(x+ y+ z+1)3 dV =

y
Ω′

1
(u+1)3 ×1dV ′

=

∫ 1

0

[∫ 1

w

[∫ 1

v

du
(u+1)3

]
dv

]
dw



سه گانه انتگرال . ٧ فصل ٣٨٠ سه گانه انتگرال در مختصات تغییر . ۴ . ٧

=
1
2

∫ 1

0

[∫ 1

w

(
1

(v+1)2 −1
)

dv
]

dw

=
1
2

∫ 1

0

(
1

w+1
+w− 3

2

)
dw = ln2−1.

شود. توجه ٧ . ١٨ شکل به

:٧ . ١٨ شکل
کروی مختصات

بیضی گون به محدود حجم Ω اگر (٢

(x+1)2+4(x+2y+1)2+9(x+2y+3z+1)2 = 16,

کنید. محاسبه Ω بر را f انتگرال باشد، f = |3x+4y+3| و

صورت این در .w = 3(x+2y+3z+1) و v = 2(x+2y+1) ،u = x+1 کنیم فرض حل:
نتیجه در .Ω′ : u2+ v2+w2 ≤ 16 گوی از است عبارت فضا −uvw در Ω تصویر Ω′

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v,w)
∂(x,y,z)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0

2 4 0

3 6 9

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1
36
,

y
Ω

f dV =
y
Ω

|3x+4y+3| dV

=
y
Ω′
|u+ v| 1

36
dV ′.

در Ω′ تصویر Ω′′ صورت این در می کنیم، استفاده Ω′ برای کروی مختصات تغییر از اکنون
از است عبارت ρφθ−فضا

Ω′′ : −π/4 ≤ θ ≤ 2π−π/4 , 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 4.

نتیجه در شود. توجه ٧ . ١٩ شکل به
y
Ω

f dV =
1
36

y
Ω′
|u+ v|dV ′

=
1
36

y
Ω′′

ρ3 sin2φ |cosθ+ sinθ| dV ′′
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=
1

36

(∫ 2π−π/4

−π/4
|cosθ+ sinθ| dθ

)
.

(∫ π

0
sin2φdφ

)(∫ 4

0
ρ3 dρ

)
=

8π
9

∫ 2π+π/4

−π/4
|cosθ+ sinθ| dθ

=
8π
3

∫ π/4

−π/4
(cosθ+ sinθ)dθ = 8π

√
2.

تغییر دو :٧ . ١٩ شکل
پی در پی مختصات

را Ω حجم است، شده جدا S رویۀ توسط که باشد اول هشتم یک از قسمتی Ω که صورتی در (٣

.S :
( x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2

)2
=

xyz
abc

کنید: محاسبه

را c و b ،a پارامترهای w = z/c و v = y/b ،u = x/a مختصات تغییر کمک به ابتدا حل:
از بود خواهد عبارت uvw−فضا در Ω تصویر Ω′ ترتیب این به می کنیم. حذف

Ω′ : 0 ≤ u, 0 ≤ v, 0 ≤ w, (u2+ v2+w2)2 ≤ uvw, J = abc.

نتیجه در و
Vol(Ω) =

y
Ω

dV = abc
y
Ω′

dV ′

برابر ρφθ−فضا در Ω′ تصویر Ω′′ نتیجه در می کنیم؛ استفاده کروی مختصات تغییر از اکنون

Ω′′ :


0 ≤ ρsinφcosθ,

0 ≤ ρsinφsinθ,

0 ≤ ρcosφ,

ρ4 ≤ ρ3 sin2φcosφsinθcosθ,

:


0 ≤ cosθ,

0 ≤ sinθ,

0 ≤ cosφ,

ρ ≤ sin2φcosφsinθcosθ,

:


0 ≤ θ ≤ π/2,
0 ≤ φ ≤ π/2,
0 ≤ ρ ≤ sin2φcosφsinθcosθ.

بنابراین و است

Vol(Ω) = abc
y
Ω′′

ρ2 sinφdV ′′
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= abc
∫ π/2

0

∫ π/2

0

∫ sin2 φcosφsinθcosθ

0
ρ2 dρ

sinφdφ

 dθ

= abc
∫ π/2

0

[∫ π/2

0

1
3

sin7φcos3φsin3 θcos3 θdφ
]

dθ

=
1
3

abc
(∫ π/2

0
sin7φcos3φdφ

)(∫ π/2

0
sin3 θcos3 θdθ

)
(1)
=

1
3

abc
(∫ 1

0
s7(1− s2)ds

)(∫ 1

0
t3(1− t2)dt

)
=

abc
1440

.

نموده ایم. استفاده t = sinθ و s = sinφ مختصات تغییر از (١) در اینکه توضیح

انتگرال باشد، y+ z = 1 صفحۀ و x2+ xy+ xz = yz مخروط به محدود حجم Ω که صورتی در (۴
کنید. محاسبه Ω بر را f = y+ z

همین به نوشت، می توان (x+ y)2 + (x+ z)2 = (y+ z)2 شکل به را مخروط معادلۀ حل:
این در .w = y+ z و v = x+ z ،u = x+y می کنیم فرض ، f تابع و صفحه معادلۀ به نظر دلیل

چون صورت

Ω : (x+ y)2+ (x+ z)2 ≤ (y+ z)2, y+ z ≤ 1.

uvw−فضا در Ω تصویر Ω′ بنابراین

Ω′ : u2+ v2 ≤ w2, w ≤ 1

:
√

u2+ v2 ≤ w ≤ 1,

چون بعلاوه، است.

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v,w)
∂(x,y,z)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 1 0

1 0 1

0 1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
∣∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣∣ = 1
2
.

داریم مجموع در
y
Ω

f dV =
y
Ω

(y+ z)dV =
y
Ω′

w
1
2

dV ′.

rθz−فضا در Ω′ تصویر Ω′′ نتیجه در می کنیم. استفاده استوانه ای مختصات تغییر از اکنون
از است عبارت

Ω′′ : r ≤ z ≤ 1 : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1 , r ≤ z ≤ 1.
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داریم بنابراین،
y
Ω

f dV =
1
2

y
Ω′

wdV ′ =
1
2

y
Ω′′

zr dV ′′

=
1
2

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 1

0

[∫ 1

r
zr dz

]
dr

)
=
π

2

∫ 1

0
r(1− r2)dr =

π

8
.

تمرین. ١۵.۴.٧

معادله به مخروط و x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 2 معادله به بیضی گون به محدود جسم حجم (١
کنید. محاسبه را x2/a2+ y2/b2 = z2/c2

بر را f = |x|+ |y| تابع انتگرال باشد، |x|+ |y|+ |z| = 1 رویۀ به محدود حجم Ω که صورتی در (٢
کنید. محاسبه Ω

کنید. محاسبه را
(
x2/a2+ y2/b2+ z2/c2

)2
= x/h معادلۀ به بستۀ رویۀ به محدود جسم حجم (٣

بیابید. را x2/a2+ y2/b2+ z4/c4 = 1 رویۀ به محدود جسم حجم (۴

یک در واقع و (x/a+ y/b+ z/c)2 = x/h−y/k معادلۀ به بستۀ جبری رویۀ به محدود حجم بر (۵
بگیرید. انتگرال f = |x| تابع از اول، هشتم

همین بر است. متنوع بسیار استاندارد غیر مختصات تغییر که است روشن یادداشت. ١۶.۴.٧
انتخاب در دید، خواهید که طوری همان هستند. آنها از بخصوص نمونه هایی تنها زیر مثالهای اساس،
وجود به وضعیت به بسته مسأله ای هر در که معنی این به است، «ابتکار» استفاده مورد ابزار تنها آنها

می کنیم. طراحی را مناسب مختصات تغییر آمده

مثال. ١٧.۴.٧

و x = z2 ،z = 2y2 ،z = y2 ،y = 2x2 ،y = x2 استوانۀ شش به محدود حجم Ω کنید فرض (١
بگیرید. انتگرال Ω بر f از صورت این در . f = 1/(xyz)3 و است x = 2z2

می نویسیم زیر شکل به را Ω مجموعۀ حل:

Ω : x2 ≤ y ≤ 2x2, y2 ≤ z ≤ 2y2 , z2 ≤ x ≤ 2z2

: 1 ≤ y/x2 ≤ 2 , 1 ≤ z/y2 ≤ 2 , 1 ≤ x/z2 ≤ 2

Ω′ صورت، این در .w = x/z2 و v = z/y2 ،u = y/x2 که شود فرض است بجا بنابراین،
نتیجه، در .Ω′ : 1 ≤ u ≤ 2, 1 ≤ v ≤ 2, 1 ≤ w ≤ 2 از است عبارت uvw−فضا در Ω تصویر

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v,w)
∂(x,y,z)

∣∣∣∣∣
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= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−2y/x3 1/x2 0

0 −2z/y3 1/y2

1/z2 0 −2x/z3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1
7

(xyz)2.

داریم ،xyz = 1/uvw چون بنابراین،
y
Ω

dV
(xyz)3 =

1
7

y
Ω′

dV ′

uvw

=
1
7

(∫ 2

1

du
u

)(∫ 2

1

dv
v

)(∫ 2

1

dw
w

)
=

(ln2)3

7
.

باشد. x2/3 + y2/3 + z2/3 = a2/3 معادلۀ به فضایی آستروئید به محدود حجم Ω کنید فرض (٢
کنید. محاسبه Ω بر را f = (xyz)−2/3 تابع انتگرال

صورت به را S رویۀ معادلۀ }حل:
(x/a)1/3

}2
+

{
(y/a)1/3

}2
+

{
(z/a)1/3

}2
= 1,

کره یک به S رویۀ ،w = (z/a)1/3 و v = (y/a)1/3 ،u = (x/a)1/3 فرض با نوشت، می توان
.Ω′ : u2+v2+w2 ≤ 1 از است عبارت uvw−فضا در Ω تصویر Ω′ واقع در می گردد؛ تبدیل

صورت این در اما

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

3au2 0 0

0 3av2 0

0 0 3aw2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = 27a3u2v2w2.

داریم نتیجه، در
y
Ω

f dV =
y
Ω

(xyz)−2/3 dV

=
y
Ω′

(au3av3aw3)−2/327a3u2v2w2 dV ′

= 27a
y
Ω′

dV ′ = 27aVol(Ω′) = 36aπ.

،z2 = x+1 ،(x2−y)2+ (y2−z)2 = 1 معادلات به رویۀ چهار به محدود حجم Ω که صورتی در (٣
Ω بر f =

∣∣∣(z2− x)(8xyz−1)
∣∣∣ تابع انتگرال باشد، z2 = x−1 و (x2 − y)2 + (y2 − z)2 = 4

کنید. محاسبه را

آنها شده اند، تکرار شده داده معادلات در z2− x و y2− z ،x2− y عوامل اینکه دلیل به حل:
از عبارت uvw−فضا در Ω تصویر Ω′ صورت این در می گیریم. w و v ،u بترتیب را

Ω′ : 1 ≤ u2+ v2 ≤ 4, −1 ≤ w ≤ 1



سه گانه انتگرال در مختصات تغییر . ۴ . ٧ ٣٨۵ سه گانه انتگرال . ٧ فصل

بعلاوه و است

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣ = 1÷
∣∣∣∣∣∂(u,v,w)
∂(x,y,z)

∣∣∣∣∣
= 1÷

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2x −1 0

0 2y −1

−1 0 2z

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1

|8xyz−1| .

بنابراین
y
Ω

f dV =
y
Ω

f dV ′

|8xyz−1|

=
y
Ω′
|z2− x|dV ′ =

y
Ω′
|w|dV ′.

در می کنیم؛ استفاده w = z و v = r sinθ ،u = r cosθ استوانه ای مختصات تغییر از اکنون
از بود خواهد عبارت rθz−فضا در Ω′ تصویر Ω′′ نتیجه،

Ω′′ : 1 ≤ r2 ≤ 4, −1 ≤ z ≤ 1,

: 0 ≤ θ ≤ 2π, 1 ≤ r ≤ 2, −1 ≤ z ≤ 1.

نتیجه yدر
Ω

f dV =
y
Ω′
|w|dV ′ =

y
Ω′′
|z|r dV ′′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

1
r dr

)(∫ 1

−1
|z|dz

)
= 3π.

،A = b′x ،A = bx ،A = a′x ،A = ax کرۀ شش به محدود مجموعۀ بر f = 1/xyz تابع از (۴
0 < c < c′ و 0 < b < b′ ،0 < a < a′ ،A = x2 + y2 + z2 آن در که ،A = c′x و A = cx

بگیرید. انتگرال

صورت این در باشند. جدید متغیرهای w = A/z و v = A/y ،u = A/x کنیم فرض حل:

A = x2+ y2+ z2 = A2
(

1
u2 +

1
v2 +

1
w2

)
.

بعلاوه .A = 1÷
(
1/u2+1/v2+1/w2

)
نتیجه در

J =
∣∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

∣∣∣∣∣
=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
A(2A−u)/u 2A2/uv3 2A2/uw3

2A2/vu3 A(2A− v)/v 2A2/vw3

2A2/wu3 2A2/wv3 A(2A−w)/w

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =
A3

u2v2w2 .
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از است عبارت uvw−صفحه در Ω شده داده مجموعۀ تصویر Ω′ طرفی از

Ω′ : a ≤ u ≤ a′, b ≤ v ≤ b′, c ≤ w ≤ c′,

نتیجه در yو
Ω

dV
xyz
=

y
Ω′

u
A

v
A

w
A

A3

u2v2w2 dV ′

=

∫ a′

a

du
u

∫ b′

b

dv
v

∫ c′

c

dw
w


= ln

(
a′

a

)
ln

(
b′

b

)
ln

(
c′

c

)
.

⃝ کنید. توجه مساله در موجود زیبای تقارن به

را شده داده رویۀ به محدود حجم مورد، هر در مثبتند. اعداد c و b ،a کنید فرض تمرین. ١٨.۴.٧
کنید: محاسبه

1)
x2

a2 +
y2

b2 +
z4

c4 = 1, 2)
(

x2

a2 +
y2

b2

)2

+
z4

c4 = 1,

3)
(

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2

)2

=
x2

a2 +
y2

b2 , 4)
(

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2

)2

=
x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 ,

5)
( x
a
+

y
b
+

z
c

)4
=

xyz
abc

, 0 ≤ x,y,z, 6)
xm

am +
yn

bn +
zp

cp = 1, m,n, p ∈ N, 0 ≤ x,y,z.

A ≤ 2βy ،A ≤ 2αx گوی سه بین مشترک ناحیۀ Ω که صورتی در .A = x2+ y2+ z2 کنید فرض (٧
نمایید. محاسبه را Ω بر را f = xyz انتگرال باشد، A ≤ 2γz و

است. (2/15)(1/α2+1/β2+1/γ2) پاسخ:

سه گانه انتگرال کاربرد ۵ . ٧ بخش

آمار در حتی و مهندسی فیزیک، ریاضی، قسمتهای سایر در فراوانی کاربردهای سه گانه انتگرال
روش می شود، ظاهر سه گانه انتگرال آنها در که فرمولهایی استخراج اصلی مبنی دارد. احتمال و

شود). توجه ١.۵.۶ (به می باشد گانه دو انتگرال حالت به شبیه کاملا که است المانگیری

y ،x پیوستۀ مستقل متغیرهای با عددی کمیتی q(x,y,z) کنید فرض المانگیری. روش ١.۵.٧
موازی صفحات کمک به را Ω چنانچه می گردد. تعریف ای (x,y,z) ∈ Ω هر ازای به که است z و
ظرفیت محاسبۀ برای کنیم، تقسیم کوچک مستطیلهای مکعب به yz−صفحه و xz−صفحه xy−صفحه،

حاصل اعداد سپس و نمود محاسبه می توانیم جداگانه را مستطیلها مکعب این از یک هر Ωظرفیت کل
کرد: جمع هم با را

Q ≈
∑
i, j,k

q(xi,y j,zk)∆xi∆y j∆zk.



سه گانه انتگرال کاربرد . ۵ . ٧ ٣٨٧ سه گانه انتگرال . ٧ فصل

تعداد که بگیریم حد صورتی در راست سمت عبارت از کافی Q واقعی مقدار آوردن بدست برای
با است برابر Q واقع به بگرایند. صفر به ∆zk و ∆y j ،∆xi و بینهایت به تقسیمات

lim
n,m,ℓ→∞

∆xi,∆y j,∆zk→0

n∑
i=1

m∑
j=1

ℓ∑
k=1

q
(
xi jk,yi jk,zi jk

)×∆xi∆y j∆zk

ناحیۀ کل ظرفیت محاسبۀ برای » یعنی .Q =
t
Ω

qdV سه گانه، انتگرال تعریف بنابه نتیجه، در
بر q از است، q(x,y,z) کمیتی چگالی دارای آن از (x,y,z) مختصات به نقطۀ که Ω بعدی سه
را دارند عمومی جنبۀ که سه گانه انتگرال کاربردهای از نمونه چند ادامه در می گیریم.» انتگرال Ω
در تخصص داشتن نیازمند سه گانه انتگرال کاربردهای از بسیاری فهم که است بدیهی می کنیم. مطرح

است. علوم سایر

مکعب ظرفیت صورت این در ،q � 1 و Ω ⊆ R3 کنید فرض صلب. اجسام حجم محاسبۀ ٢.۵.٧
بنابراین، است. آن حجم دقیقاً که است ∆xi∆y j∆zk برابر ∆zk و ∆y j ،∆xi ابعاد به مستطیل

.Vol(Ω) =
t
Ω

dV

کنید. محاسبه را (x/a)2/3+ (y/b)2/3+ (z/c)2/3 = 1 ستاره ای رویه به محدود حجم مثال. ٣.۵.٧

بگیریم. انتگرال Ω : (x/a)2/3+ (y/b)2/3+ (z/c)2/3 ≤ 1 ناحیه بر f = 1 تابع از است کافی حل:
صورت این در باشند. جدید متغیرهای z = cw3 و y = bv3 ،x = au3 کنیم فرض منظور، این برای
استفاده با نتیجه، در است. مبداء مرکز به واحد گوی Ω′′ : u2+ v2+w2 ≤ 1 و J = 27abcu2v2w2

داریم کروی متغیر تغییر از

Vol(Ω) =
y
Ω

dV =
y
Ω′

27abcu2v2w2 dV ′

= 27abc
y
Ω′′

ρ8 sin2 θcos2 θ sin5φcos2φdV ′′

= 27abc
(∫ 1

0
ρ8 dρ

)(∫ 2π

0
sin2 θcos2 θ

)(∫ π

0
sin5φcos2φdφ

)
=

3abc
8

(∫ 4π

0
sin2αdα

)(∫ 1

−1
β2(1−β2)2 dβ

)
=

4π
35

abc,

⃝ است. β = cosφ و α = 2θ آن در که

میدان یک q و Ω ⊆ R3 کنید فرض متغیره. سه اسکالر میدان یک متوسط محاسبۀ ۴.۵.٧
به مستطیل مکعب بر q مقدار صورت، این در می گردد. تعریف Ω بر که باشد عددی) (کمیت اسکالر
Vol(Ω) =

t
Ω

dV برابر Ω کل بر q مقدار بنابراین، است. ∆xi∆y j∆zk برابر ∆zk و ∆y j ،∆xi ابعاد
یعنی کل، حجم بر کل ظرفیت قسمت خارج از است عبارت Ω بر q مقدار متوسط نتیجه در می باشد.

qmean :=mean
Ω

(q) =
1

Vol(Ω)

y
Ω

qdV.
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مثال. ۵.۵.٧

است. T = |z|
√

x2+ y2 برابر Ω : x2 + y2 + z2 ≤ 9 گوی از (x,y,z) نقطۀ دمای کنید فرض (١
دمای برسد، پایدار دمای به تا دهیم قرار گرمایی ایزوله محیط یک در را جسم این که صورتی در

کنید. محاسبه را نهایی ثابت

است کافی T0 نهایی تعادلی دمای یافتن برای بنابراین گرمایی، انرژی متوسط یعنی دما حل:
آنگاه باشد، ρφθ−فضا در Ω تصویر Ω′ اگر کنیم. محاسبه را Ω بر T متوسط

Tmean =
1
V

y
Ω

T dV =
1

36π

y
Ω

|z|
√

x2+ y2 dV

=
1

36π

y
Ω′
|cosφ|sin2φρ4 dV ′

=
1

36π

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π

0
|cosφ|sin2φdφ

)(∫ 3

0
ρ4 dρ

)
=

1
36π

(2π)
(
2
∫ π/2

0
cosφsin2φdφ

)(
35

5

)
=

9
5
,

است. (4/3)π×33 = 36π برای Ω کره حجم V اینکه توضیح

کنید. محاسبه را z−محور تا Ω : x2+y2 ≤ 4x, 0 ≤ z ≤ 5 توپر استوانۀ نقاط فاصلۀ متوسط (٢

rθz−فضا در Ω تصویر Ω′ بنابراین می کنیم. استفاده استوانه ای مختصات تغییر از حل:
یا Ω′ : r2 ≤ 4r cosθ, 0 ≤ z ≤ 5 از بود خواهد عبارت

Ω′ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 4cosθ, 0 ≤ z ≤ 5.

می کنیم: محاسبه را z−محور تا فاصله f =
√

x2+ y2 تابع متوسط اکنون

fmean =
1
V

y
Ω

T dV =
1

20π

y
Ω′

r2 dV ′

=
1

20π

∫ π/2

−π/2

[∫ 4cosθ

0

[∫ 5

0
r2 dz

]
dr

]
dθ

=
1

20π

∫ π/2

−π/2

[∫ 4cosθ

0
5r2 dr

]
dθ

=
42

3π

∫ π/2

−π/2
cos3 θdθ =

64
9π
.

است. π×22×5 = 20π برابر Ω استوانه حجم V اینکه توضیح
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x2+4y2+9z2 = 36 معادلۀ به بیضی گون به محدود هرم شکل به است مخزنی Ω کنید فرض (٣
محتوی خلوص متوسط است. q= |y|خلوص درصد دارای آن از (x,y,z) مختصات به نقطۀ که

کنید. مشخص را Ω

مختصات تغییر از منظور این برای کنیم. محاسبه Ω بر را f متوسط است کافی حل:

x = 6ρsinφcosθ, z = 2ρsinφsinθ, y = 3ρcosφ

Ω′ و J = 36ρ2 sinφ از است عبارت تبدیل این ژاکوبین صورت، این در می کنیم. استفاده
از است عبارت ρφθ−فضا در Ω تصویر

Ω′ : 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π.

از است عبارت شده خواسته متوسط نتیجه، در

qmean =
1

Vol(Ω)

y
Ω

qdV

=
1

48π

y
Ω′
|3ρcosφ| .36ρ2 sinφdV ′

=
9

4π

y
Ω′

ρ3 sinφ.|cosφ|dV ′

=
9

4π

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π

0
sinφ|cosφ|dφ

)(∫ 1

0
ρ4 dρ

)
=

9
10

∫ π

0
sinφ.|cosφ|dφ

=
9
5

∫ π/2

0
sinφcosφdφ =

9
10
.

⃝ است. شده استفاده مساله تقارن از آخر تساوی در

کنید: محاسبه Ω بر را f متوسط مورد، هر در تمرین. ۶.۵.٧

است. x+ y+ z = 2 و مختصات صفحات به محدود هرم Ω و f = x+ y+ z (١

است. Ω : 0 ≤ x,y,z ≤ 1 واحد مکعب Ω و f = xyz (٢

محدود z = ±2 صفحات و x2 + y2 = 1+ z2 یکپارچۀ گون هذلولی به Ω و f =
√

x2+ y2 (٣∗

است.

است. محدود x2+ y2+ z2 = 4z کرۀ به Ω و f = x2+ y2+ z2 (۴
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δ(x,y,z) جرم چگالی دارای (x,y,z) ∈ Ω نقطۀ که صورتی در ثقل. مرکز و جرم محاسبۀ ٧.۵.٧
نمود: محاسبه می توان زیر روش به را Ω جسم C = (x0,y0,z0) ثقل مرکز و m جرم آنگاه باشد،

m =
y
Ω

δdV, x0 =
1
m

y
Ω

xδdV,

y0 =
1
m

y
Ω

yδdV, z0 =
y
Ω

zδdV.

مثال. ٨.۵.٧

در واقع y = 1/2 صفحۀ و z = 4− x2 سهموی استوانه به محدود است جسمی Ω کنید فرض (١
مرکز و جرم باشد، y برابر آن از (x,y,z) نقطۀ جرمی چگالی که صورتی در اول. هشتم یک

کنید. محاسبه را آن ثقل

صورت به را حجم این حل:

Ω : −2 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1/2, 0 ≤ z ≤ 4− x2,

با است برابر Ω جرم ترتیب، این به نوشت. می توان

m =
∫ 2

−2

∫ 1/2

0

∫ 4−x2

0
ydz

 dy

 dx

=

∫ 2

−2

[∫ 1/2

0
y(4− x2)dy

]
dx

=

∫ 2

−2

4− x2

8
dx =

4
3
.

x0 =
1
m

y
Ω

xδdV

=
3
4

∫ 2

−2

∫ 1/2

0

∫ 4−x2

0
xydz

 dy

 dx

=
3
4

∫ 2

−2

[∫ 1/2

0
xy(4− x2)dy

]
dx

=
3
32

∫ 2

−2
(4x− x3)dx = 0,

y0 =
1
m

y
Ω

yδdV

=
3
4

∫ 2

−2

∫ 1/2

0

∫ 4−x2

0
y2 dz

 dy

 dx

=
3
4

∫ 2

−2

[∫ 1/2

0
y2(4− x2)dy

]
dx

=
3

96

∫ 2

−2
(4− x2)dx =

1
3
,

z0 =
1
m

y
Ω

zδdV

=
3
4

∫ 2

−2

∫ 1/2

0

∫ 4−x2

0
yzdz

 dy

 dx

=
3
8

∫ 2

−2

[∫ 1/2

0
y(4− x2)2 dy

]
dx

=
3

64

∫ 2

−2
(4− x2)2 dx =

8
5
.

می باشد. (0,1/3,8/5) برابر Ω ثقل مرکز بنابراین،

و بوده z = x2+ y2 و z = 2− x2− y2 بیضوی سهمی گون دو به محدود جسم Ω که صورتی در (٢
کنید. محاسبه را آن جرم باشد، δ =

√
x2+ y2 جرمی چگالی دارای (x,y,z) ∈Ω نقطۀ
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یا Ω : x2+ y2 ≤ z ≤ 2− x2− y2 صورت به را حجم این حل:

Ω : x2+ y2 ≤ 1, x2+ y2 ≤ z ≤ 2− x2− y2,

داریم ببریم، استوانه ای مختصات به را آن چنانچه نمود. بیان می توان

Ω′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1, r2 ≤ z ≤ 2− r2.

با است برابر Ω جرم درنتیجه،

m =
y
Ω

δdV =
y
Ω

√
x2+ y2 dV

=
y
Ω′

r2 dV ′ =
(∫ 2π

0
dθ

)
.

∫ 1

0

∫ 2−r2

r2
r2 dz

 dr


= 4π.

∫ 1

0
(r2− r4)dr =

8
15
π,

شعاع و b آن خارجی شعاع که است خالی تو نیمکرۀ یک شکل به پوسته ای Ω کنید فرض (٣
ثابت) چگالی با (یعنی، چگال جنس یک از Ω که کنید فرض بعلاوه، است. a آن داخلی

کنید. مشخص را Ω ثقل مرکز باشد، شده ساخته

می توانیم بعلاوه، است. δ= δ0 برابر نقاط همۀ در Ω جرم چگالی که کنیم فرض می توانیم حل:
شکل به را Ω که کنیم فرض

Ω : 0 ≤ z, a2 ≤ x2+ y2+ z2 ≤ b2,

آن ثقل مرکز نتیجه در و است متقارن z−محور به نسبت Ω ترتیب، این به می گیریم. نظر در
منظور این برای بیابیم. را z0 است کافی اکنون .C = (0,0,z0) یعنی، داد. قرار z−محور بر

پس باشد. ρφθ−فضا در Ω تصویر Ω′ اگر می کنیم. استفاده کروی مختصات از

Ω′ : 0 ≤ ρcosφ, a2 ≤ ρ2 ≤ b2,

0 ≤ φ ≤ π/2, 0 ≤ θ ≤ 2π, a ≤ ρ ≤ b,

نتیجه در و

z0 =
1
m

y
Ω

zδdV =
1

Vol(Ω)×δ0

y
Ω

zδ0 dV

=

(
4

3π
b3− 4

3π
a3

)−1 y
Ω

zdV

=
3

4π(b3−a3)

y
Ω′

ρcosφρ2 sinφdV ′
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=
3

4π(b3−a3)

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π/2

0
cosφsinφdφ

)(∫ b

a
ρ3 dρ

)
=

3(b3+b2a+ba2+a3)
16(b2+ab+a2)

=
3(b4−a4)
16(b3−a3)

.

دارای و z = 0 و y = 1 ،x = 1 صفحات و z = xy رویۀ به محدود که Ω صلب جسم جرم (۴
کنید. محاسبه را می باشد δ =

√
x2+ y2 چگالی

،z = xy هذلولوی سهمی گون با z = 0 صفحه برخورد از می کنیم. محاسبه را Ω جرم ابتدا حل:
x = 0,1 خطوط به محدود مربع xOy بر Ω تصویر بنابراین، می گردد. حاصل y و x محور دو

مجموع، در پس، است. y = 0,1 و

Ω : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy,

نتیجه، در و

m =
y
Ω

δdV =
∫ 1

0

[∫ 1

0

[∫ xy

0

√
x2+ y2 dz

]
dy

]
dx

=

∫ 1

0

[∫ 1

0
xy

√
x2+ y2 dy

]
dx

=

∫ 1

0

x
3

(
(x+1)3/2− x3

)
dx =

2
15

(
2
√

2−1
)
.

صفحۀ و xy−صفحه ،x2 + y2 = 2x استوانۀ به محدود شکل قوطی جسم Ω که صورتی در (۵
ثقل مرکز و جرم باشد، δ = x+ y+ z جرمی چگالی دارای (x,y,z) ∈ Ω نقطۀ و باشد z = 2

بیابید. را آن

حالت این در که است روشن حل:

Ω : x2+ y2 ≤ 2x, 0 ≤ z ≤ 2,

شکل به استوانه ای مختصات در آن تصویر که

Ω′ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤ 3cosθ , 0 ≤ z ≤ 2,

از است عبارت Ω جرم نتیجه، در می باشد.
y
Ω

δdV =
y
Ω

(x+ y+ z)dV

=
y
Ω′

(
r cosθ+ r sinθ+ z

)
r dV ′

=

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

[∫ 2

0

(
r2 cosθ+ r2 sinθ+ rz

)
dz

]
dr

]
dθ
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= 2
∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

(
r2 cosθ+ r2 sinθ+ r

)
dr

]
dθ

=
4
3

∫ π/2

−π/2

(
4cos4 θ+4sin4 θ+3cos2 θ

)
dθ = 8π.

با است برابر x0 بنامیم، C = (x0,y0,z0) را Ω ثقل مرکز چنانچه

x0 =
1
m

y
Ω

xδdV =
1

8π

y
Ω

x(x+ y+ z)dV

=
1

8π

y
Ω′

r cosθ
(
r cosθ+ r sinθ+ z

)
r dV ′

=
1

8π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

[∫ 2

0

(
r3 cos2 θ+ r3 cosθ sinθ+ r2zcosθ

)
dz

]
dr

]
dθ

=
1

4π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

(
r3 cos2 θ+ r3 cosθ sinθ+ r2 cosθ

)
dr

]
dθ

=
1
π

∫ π/2

−π/2

(
cos6 θ+ cos5 θ sinθ+

2
3

cos4 θ

)
dθ =

9
16
.

بعلاوه

y0 =
1
m

y
Ω

yδdV =
1

8π

y
Ω

y(x+ y+ z)dV

=
1

8π

y
Ω′

r sinθ
(
r cosθ+ r sinθ+ z

)
.r dV ′

=
1

8π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

[∫ 2

0

(
r3 sinθcosθ+ r3 sin2 θ+ r2zsinθ

)
dz

]
dr

]
dθ

=
1

4π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

(
r3 sinθcosθ+ r3 sin2 θ+ r2 sinθ

)
dr

]
dθ

=
1
π

∫ π/2

−π/2

(
sinθcos4 θ+ cos4 θ sin2 θ+

2
3

cos3 θ sinθ
)

dθ =
1

16
,

z0 =
1
m

y
Ω

zδdV =
1

8π

y
Ω

z(x+ y+ z)dV

=
1

8π

y
Ω′

z
(
r cosθ+ r sinθ+ z

)
r dV ′

=
1

8π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

[∫ 2

0

(
zr2 cosθ+ zr2 sinθ+ z2r

)
dz

]
dr

]
dθ

=
1

4π

∫ π/2

−π/2

[∫ 2cosθ

0

(
r2 cosθ+ r2 sinθ+ r

)
dr

]
dθ
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=
1

3π

∫ π/2

−π/2

(
cos4 θ+ cos3 θ sinθ+ cos2 θ

)
dθ =

5
48
.

⃝ است. Ω ثقل مرکز C = (9/16,1/16,5/48) نتیجه در

تمرین. ٩.۵.٧

(x,y,z) نقطۀ و باشد y = 2 صفحۀ و y2 = x2 + z2 مخروط به محدود جسم Ω که صورتی در (١
بیابید. را Ω ثقل مرکز و جرم باشد، δ = y

√
x2+ z2 چگالی دارای آن از

δ =
√

x2+ y2+ z2 چگالی تابع با و x2+ y2+ z2 = 4z کرۀ به محدود جسم Ω که صورتی در (٢
بیابید. را Ω ثقل مرکز و جرم باشد،

x2/a2+y2/b2+z2/c2 = 1 معادلۀ به بیضی گون توسط که باشد اول هشتم یک از Ωبخشی اگر (٣
کنید. مشخص را Ω ثقل مرکز آنگاه است، شده ساخته چگال جنس از و شده جدا

تابع و بوده y = 1 صفحۀ و xy−صفحه ،z = x2 − y2 رویۀ به محدود جسم Ω که صورتی در (۴
بیابید. را Ω ثقل مرکز و جرم باشد، δ = z آن چگالی

چه به z = x2 + y2 بیضوی سهمی گون است. R شعاع و مبداء مرکز به کره ای Ω کنید فرض (۵
بگیرید. فرض δ =

√
x2+ y2 را چگالی تابع می کند. تقسیم را Ω جرم نسبتی

،(x2/a2 + y2/b2)2
+ z4/c4 = 1 معادلۀ به بستۀ رویۀ به چگال جسم یک Ω که صورتی در (۶∗

کنید. محاسبه را آن جرم باشد،

یک در واقع (
x/a+y/b

)2
+ z4/c4 = 1 معادلۀ به بستۀ رویۀ به محدود چگال جسم ثقل مرکز (٧

بیابید. را اول هشتم
3
√

x/a+ رویۀ به محدود و اول هشتم یک در واقع چگال صلب جسم یک Ω که صورتی در (٨
کنید. محاسبه را آن جرم باشد، 3

√
y/b+ 3

√
z/c = 1

دارای آن از (x,y,z) نقطۀ که است صلبی جسم Ω کنید فرض ماند. گشتاور محاسبۀ ١٠.۵.٧
بنابه است. xyz−فضا در صفحه یا و خط نقطه، یک S کنید فرض است. δ(x,y,z) جرم چگالی

از عبارت S حول Ω ماند گشتاور تعریف،

IS (Ω) :=
y
Ω

d2(x,y,z)δ(x,y,z)dV,

گشتاور آنگاه بگیریم، مبداء را S چنانچه می باشد. S تا (x,y,z) نقطۀ فاصلۀ d(x,y,z) آن در که است،
مبداء حول Ω ماند

IO(Ω) =
y
Ω

(
x2+ y2+ z2

)
δ(x,y,z)dV,
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حول Ω ماند گشتاور صورت این در بگیریم، z−محور و y−محور x−محور، را S اگر شد. خواهد
برابر بترتیب z−محور و y−محور x−محور،

Ix(Ω) =
y
Ω

(
z2+ y2

)
δ(x,y,z)dV, Iy(Ω) =

y
Ω

(
x2+ z2

)
δ(x,y,z)dV,

Iz(Ω) =
y
Ω

(
x2+ y2

)
δ(x,y,z)dV,

ماند گشتاور صورت این در یگیریم، xz−صفحه و yz−صفحه xy−صفحه، را S چنانچه شد. خواهد
با برابر بترتیب xz−صفحه و yz−صفحه xy−صفحه، حول Ω

Ixy(Ω) =
y
Ω

z2δ(x,y,z)dV, Ixz(Ω) =
y
Ω

y2δ(x,y,z)dV,

Iyz(Ω) =
y
Ω

x2δ(x,y,z)dV,

که می گردد نتیجه طور این بالا تعاریف از شد. خواهد

Ix = Ixy+ Ixz,

Iy = Ixy+ Iyz,

Iz = Ixz+ Iyz,

IO = Ixy+ Ixz+ Iyz

=
1
2

(
Ix + Iy+ Iz

)
.

جنبشی انرژی صورت، این در می کنیم. تعریف RS :=
√

IS /m صورت به را S حول Ωچرخش شعاع
RS فاصلۀ به که m جرم به نقطه ای انرژی با می چرخد S حول ثانیه در دور یک سرعت با که Ω جسم

است. برابر می چرخد، زاویه ای سرعت همان با و S از

مثال. ١١.۵.٧

جدا x2/a2+ y2/b2+ z2/c2 = 1 بیضی گون توسط که باشد اول هشتم یک از قسمتی Ω اگر (١
x−محور، حول Ω ماند گشتاور صورت این در باشد، δ0 برابر و ثابت Ω چگالی و است شده

کنید. محاسبه را مبداء و yz−صفحه xz−صفحه، xy−صفحه، z−محور، y−محور،

مسأله این در حل:

Ω : x2/a2+ y2/b2+ z2/c2 ≤ 1 , 0 ≤ x , 0 ≤ y , 0 ≤ z.

صورت این در می کنیم. استفاده z = ct و y = br sinθ ،x = ar cosθ مختصات تغییر از
می کنیم: محاسبه را xy−صفحه حول Ω تصویر Ω′ و J = abcr

Ixy =
y
Ω

z2δdV = δ0

y
Ω

z2 dV

= δ0

y
Ω′

c2t2abcr dV ′
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= abc3δ0

∫ π/2

0

∫ 1

0

∫
√

1−t2

0
t2r dt

 dr

 dθ

=
abc3δ0

3

∫ π/2

0

[∫ 1

0
(1− r2)3/2r dr

]
dθ

=
abc3δ0

15

∫ π/2

0
dθ =

π

30
abc3δ0.

که بگیریم نتیجه می توانیم محاسبه بدون دارد، وجود Ω دامنه و δ چگالی در که تقارنی دلیل به
داریم ١٠.۵.٧ در فرمولهای کمک به و ،Iyz = πa3bcδ0/30 و Ixz = πab3cδ0/30

Ix = Ixy+ Ixz =
π

30
abcδ0(b2+ c2),

Iy = Ixy+ Iyz =
π

30
abcδ0(a2+ c2),

Iz = Ixz+ Iyz =
π

30
abcδ0(a2+b2),

IO = Ixy+ Ixz+ Iyz =
π

30
abcδ0(a2+b2+ c2).

،x+y = ±1 صفحات به محدود δ = z(x2+y2)−3 چگالی تابع با صلب جسم Ω که صورتی در (٢
−z حول Ω ماند گشتاور باشد، 2z = x2 + y2 و z = x2 + y2 سهمی گون دو و x− y = ±1

کنید. محاسبه را محور

Ω1 از Ω بجای نتیجه، در .Ω نه و می کند تغییر δ نه −y به y یا و −x به x تعویض با حل:
می باشد، محدود x = 0 و y = x صفحات بین و داشته قرار اول هشتم یک در که Ω از قسمتی

کرد: برابر هشت را جواب سپس و نمود استفاده می توان

Ω1 : 0 ≤ x, 0 ≤ y, y ≤ x ≤ 1, (x2+ y2)/2 ≤ z ≤ x2+ y2,

: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, (x2+ y2)/2 ≤ z ≤ x2+ y2.

با است برابر شده خواسته گشتاور نتیجه، در

Iz =
y
Ω

(
x2+ y2

)
δdV =

y
Ω

z
(
x2+ y2

)−2
dV

=

∫ 1

0

∫ x

0

∫ x2+y2

(x2+y2)/2
z
(
x2+ y2

)−2
dz

 dy

 dx

=
3
8

∫ 1

0

[∫ x

0
dy

]
dx =

3
16
.

z = c و y = b ،x = a صفحات و مختصاتی صفحات به محدود مستطیل مکعب ماند گشتاور (٣
کنید. محاسبه را قطرش حول

δ = δ0 می کنیم فرض است، نشده آورده چگالی تابع از سخنی مسأله صورت در چون حل:



سه گانه انتگرال کاربرد . ۵ . ٧ ٣٩٧ سه گانه انتگرال . ٧ فصل

آن تکبه گاه پس می گذرد. (a,b,c) نقطۀ و مبدأ از که است خطی مکعب این قطر است. ثابت
این تا (x,y,z) دلخواه نقطۀ فاصلۀ نمود. انتخاب می توان (a,b,c) را آن هادی بردار و O را

از است عبارت خط

h =

∥∥∥X0X× v⃗
∥∥∥

∥⃗v∥ =

∥∥∥(x−0,y−0,z−0)× (a,b,c)
∥∥∥∥∥∥(a,b,c)

∥∥∥
=

∥∥∥(yc− zb,za− xc, xb− ya)
∥∥∥

√
a2+b2+ z2

=

√
(yc− zb)2+ (za− xc)2+ (xb− ya)2

√
a2+b2+ z2

.

نتیجه، در .Ω : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c از است عبارت نظر مورد ناحیۀ بعلاوه،
با است برابر I شده خواسته گشتاور

y
Ω

h2δdV = δ0

y
Ω

(yc− zb)2+ (za− xc)2+ (xb− ya)2

a2+b2+ c2 dV

=
δ0

a2+b2+ c2

∫ a

0

[∫ b

0

[∫ c

0

{
(yc− zb)2+ (za− xc)2+ (xb− ya)2

}
dz

]
dy

]
dx

=
c3δ0

a2+b2+ c2

∫ a

0

[∫ b

0

{ (ay−bx)2

c2 + y2+ x2−by−ax+
a2+b2

3

}
dy

]
dx

=
cbδ0

6(a2+b2+ c2)

∫ a

0

{
2(b2+ c2)(3x2−3ax+a2)+b2c2

}
dx =

abcδ0

6
.

حول آن چرخش شعاع بنابراین، می باشد. برابر Ω جرم با حاصل عدد که است اینجا جالب
⃝ .RO =

√
IO/m = 1 برابر مبداء محور

تمرین. ١٢.۵.٧

را y−محور حول (x2 + y2 + z2)3 = a5y معادلۀ به رویۀ به محدود چگال جسم ماند گشتاور (١
بیابید.

محاسبه را z−محور حول x2+y2 = z2 و x2+y2+z2 = 8 به محدود چگال جسم ماند گشتاور (٢
کنید.

مبداء حول (x2+y2+ z2)2 = x2+y2 معادلۀ به بستۀ رویۀ به محدود چگال جسم ماند گشتاور (٣
کنید. محاسبه را

گشتاور باشد، x+ y+ z = a صفحۀ و مختصات صفحات به محدود جسم Ω که صورتی در (۴
با را مبداء و yz−صفحه xz−صفحه، xy−صفحه، z−محور، y−محور، x−محور، حول Ω ماند

کنید. محاسبه δ = δ0 چگالی تابع بودن ثابت فرض
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و دارد قرار اول هشتم یک در که باشد R شعاع و مبداء مرکز به گوی از قسمتی Ω کنید فرض (۵∗

حول Ωچرخش شعاع و ماند گشتاور باشد. δ =
√

x2+ y2+ z2 آن از (x,y,z) نقطۀ چگالی
کنید. محاسبه را x = y = z خط

حول Ω ماند گشتاور باشد. R شعاع و مبداء مرکز به کرۀ به محدود چگال گوی Ω کنید فرض (۶
نظر در را ∥X0∥ و R مختلف وضعیتهای [راهنمایی: کنید. محاسبه را X0 = (a,b,c) نقطۀ

بگیرید.]

ناسره سه گانۀ انتگرال ۶ . ٧ بخش

آن کند، صدق ۵.١.٧ قضیۀ شرایط در
t
Ω

f dV انتگرال چنانچه شد، گفته ٧.١.٧ در که طوری همان
چگونگی دادن نشان بخش این از هدف می نامیم. ناسره را آن صورت این غیر در و عادی را انتگرال

است. انتگرالها اینگونه محاسبۀ

بینهایت یه Ω مجموعۀ نقاط از برخی بر f یا و نباشد کراندار و بسته Ω مجموعۀ اگر تعریف. ١.۶.٧
در باشد، صفر غیر حجم دارای Ω بر f ناپیوستگیهای مجموعۀ اینکه یا و نگردد تعریف یا و کند میل

می نامیم. ناسره را
t
Ω

f dV انتگرال صورت این

مجموعه های باشد. ناسره انتگرال
t
Ω

f dV کنید فرض ناسره. انتگرالهای محاسبۀ روش ٢.۶.٧
Ω ثانی در و باشد عادی Ωa مجموعۀ بر f انتگرال ای a هر بازاء که می کنیم انتخاب طوری را Ωa

می نویسیم: حالت این در .a→ a0 که باشد، ها Ωa حدی حالت
y
Ω

f dV := lim
a→a0

y
Ωa

f dV.

□ باشد. داشته وجود راست سمت انتگرال حد اینکه به مشروط

بگیرید. انتگرال R3 بر exp(−(x2+ y2+ z2)3/2) از (١ مثال. ٣.۶.٧

می گیریم: نظر در a شعاع و O مرکز به کره ای را Ωa مجموعۀ دلخواه، a > 0 هر ازای به حل:
داریم کروی مختصات تغییر کمک به صورت، این در .Ω : x2+ y2+ z2 ≤ a2

y
Ω

exp
(
− (x2+y2+ z2)3/2

)
dV = lim

a→∞

y
Ωa

exp
(
− (x2+ y2+ z2)3/2

)
dV

= lim
a→∞

4π
3

(
1− e−a3

)
=

4
3
π,

زیرا است. ρφθ−فضا در Ω تصویر Ω′a اینجا در yکه
Ωa

exp
(
− (x2+y2+ z2)3/2

)
dV =

y
Ω′a

e−ρ
3
ρ2 sinφdV ′
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=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π

0
sinφdφ

)(∫ a

0
ρ2e−ρ

3
dρ

)
=

4π
3

(
1− e−a3

)
.

بگیرید. انتگرال اول هشتم یک بر f = (x+ y+ z+1)−4 تابع از (٢

x+ y+ z = a صفحۀ توسط اول هشتم یک از شده جدا هرم را Ωa منظور این برای حل:
،u = x+y+z مختصات تغییر از .Ωa : 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 ≤ z, x+y+z ≤ a می کنیم: تعریف
فضا −uvw در Ωتصویر Ω′a و J = 1 صورت این در می کنیم. استفاده w = x و v = x+ y

داریم نتیجه، در .Ω′a : 0 ≤ w ≤ a, w ≤ v ≤ a , v ≤ u ≤ a از است عبارت
y

اول هشتم یک

dV
(x+ y+ z+1)4 = lim

a→∞

y
Ωa

dV
(x+ y+ z+1)4

= lim
a→∞

a3

6(a+1)3 =
1
6
.

آن در که
y
Ωa

dV
(x+ y+ z+1)4 =

y
Ω′a

dV ′

(u+1)4

=

∫ a

0

[∫ a

w

[∫ a

v

du
(u+1)4

]
dv

]
dw

=
1
3

∫ a

0

[∫ a

w

{
1

(v+1)3 −
1

(a+1)3

}
dv

]
dw

=
1

6(a+1)3

∫ a

0

(2w+a+3)(a−w)2

(w+1)2 dw =
a3

6(a+1)3 .

مثبت، عددی p کنید فرض (٣

Ip :=
y
Ω

dV
(1− x2− y2− z2)p ,

دارد) وجود (یعنی، است همگرا Ip انتگرال ،p از مقادیر کدام ازاء به .Ω : x2+y2+z2 ≤ 1 و
بیابید. وجود صورت در را آن مقدار و

به هم که می کنیم انتخاب شکلی به را Ωa بنابراین است، واحد گوی لبۀ در Ip مشکل حل:
می کنیم تعریف ،0 < a < 1 ازای به نباشد: آنها در واحد کرۀ لبۀ اینکه هم و باشند همگرا Ω
تغییر کمک به و lim

a→1−
Ωa = Ω که می گردد ملاحظه صورت، این در .Ωa : x2+y2+ z2 ≤ a2

داریم: کروی مختصات

Ip =
y

x2+y2+z2≤1

dV
(1− x2− y2− z2)p = lim

a→1−

y
Ωa

dV
(1− x2− y2− z2)p
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(1)
= 2π lim

a→1−

∫ √
a

0
u1/2(1−u)−p du = 2π

∫ 1

0
u1/2(1−u)−p du

(2)
= 2πB

(
3
2
,1− p

)
= 2π

Γ (3/2)Γ(1− p)
Γ (5/2− p)

,

زیرا،
y
Ωa

dV
(1− x2− y2− z2)p =

y
Ω′a

ρ2 sinφ
(1−ρ2)p dV ′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π

0
sinφ

)(∫ a

0

ρ2

(1−ρ2)p dρ
)

= 4π
∫ a

0
ρ2(1−ρ2)−p dρ.

است. شده استفاده ۶.۶.۵ از (2) در و u = ρ2 مختصات تغییر از (1) تساوی در اینکه توضیح
و p اعداد که است لازم Ip همگرایی برای که می گردد ملاحظه گاما، تابع دامنۀ به توجه با
⃝ نباشند. صحیح هیچکدام p−1/2

کنید: محاسبه وجود صورت در را زیر انتگرالهای از یک هر مقدار تمرین. ۴.۶.٧

1)
y

اول هشتم یک

dV
(x2+ y2+ z2+1)2 , 2)

y
x2+y2+z2≥1

dV
(x2+ y2+ z2)a ,

3)
y
R3

exp
{
−(x2+2y2+3z2)3/2

}
dV, 4)

y
اول هشتم یک

zdV
(x+ y+ z+1)5 ,

5)
y

0≤x,y,z≤1

dV
xpyqzr , 6)

y
−1≤x,y,z≤1

dV
x+ y− z

.

و (ai j = a ji (یعنی باشد متقارن حقیقی 3×3 ماتریس [ai j] که صورتی در (٧∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣∣ < 0, a11 > 0,

است. همگرا
t
R3 exp

(
−∑3

j=1
∑3

i=1 ai jxix j
)
dV انتگرال آنگاه

آنگاه باشد، x+ y+ z = 1 به محدود و اول هشتم یک در واقع هرم Ω اگر که دهید نشان (٨

1)
y
Ω

xpyqzr dV =
Γ(p+1)Γ(q+1)Γ(r+1)
Γ(p+q+ r+4)

,

2)
y
Ω

f (x+ y+ z)xp−1yq−1zr−1 dV =
Γ(p)Γ(q)Γ(r)
Γ(p+q+ r)

∫ 2

0
f (u)up+q+r−1 du.



میپل از استفاده . ٧ . ٧ ۴٠١ سه گانه انتگرال . ٧ فصل

میپل از استفاده ٧ . ٧ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

xy−منظم مجموعۀ بر f (x,y,z) متغیرۀ سه تابع انتگرال محاسبۀ برای سه گانه. انتگرال ١.٧.٧

Ω : a ≤ x ≤ b, h(x) ≤ y ≤ l(x), u(x,y) ≤ z ≤ v(x,y),

دستور از

int(int(int(f(x,y,z),z = u(x,y)..v(x,y)),y = h(x)..l(x)),x = a..b)

دستور از مشابه صورت به می کنیم. استفاده

with(Student[MultivariateCalculus]) :

MultiInt(f(x,y,z),z = u(x,y)..v(x,y),y = h(x)..l(x),x = a..b)

می توان را انتگرالیری مراحل جزئیات ،output = steps آپشن افزودن با نمود. استفاده می توان نیز
نمود. مشاهده

محاسبه انتگرال قبلی دستور اجرای با است ممکن سه گانه. انتگرال تقریبی مقدار محاسبۀ ٢.٧.٧
برای evalf اضافه دستور از صورت این در نباشد) آن تحلیلی حل به قادر (میپل شود ظاهر نشده

.evalf( int... ) می کنیم: استفاده آن تقریبی مقدار محاسبۀ

مانند است. شده تعریف پیش از میپل محیط در استاندارد مختصات از برخی متغیر. تغییر ٣.٧.٧
فضا در دکارتی مختصات ،polar[r, θ] قطبی مختصات ،cartesian[x,y] صفحه در دکارتی مختصات
.spherical[ρ,θ,ϕ] کروی مختصات و cylindrical[r, θ,z] استوانه ای مختصات ،cartesian[x,y,z]

دستور از اکنون نمود. تعریف می توان [x = u..,y = v..,z = w..] کلی دستور با را مختصات سایر

with(Student[MultivariateCalculus]) :

MultiInt(Integral, [Initial_Coordinates,Final_Coordinates])

مختصات به Initial_Coordinates اولیه مختصات از Integral سه گانه انتگرال در متغیر تغییر برای
نمود. استفاده می توان Final_Coordinates نهایی

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ۴.٧.٧
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm


سه گانه انتگرال . ٧ فصل ۴٠٢ میپل از استفاده . ٧ . ٧



٨ فصل

خط انتگرال

ثالث) اخوان (مهدی
уوࣞ ره Ъیا اϔت. آЇنگ Уد ҆ی ۖ͆م य़ سازی ࣰ و اϔت، Щنگ دϮم Оس اХ̾جا ժن

اϔت؟ رنگ Јګؑن آیا ϵجا ࣰ آϥمان ېێ۔͇م ب֍ذارѓم. Ќࣳ˙ت ҍی راه े Θدم ࣳدارѓم،

این از هدف بود. صاف آنها انتگرالگیری دامنۀ که داده ایم قرار بررسی مورد را انتگرالهایی اینجا تا
خط انتگرال منحنی هااست. بر انتگرال به بازه ها) بر متغییره یک توابع (از معین انتگرال تعمیم فصل
ظرفیت محاسبۀ برای آن از و است اسکالری میدانهای مورد در اول نوع انتگرال است. نوع دو بر
برای عملا و است برداری میدانهای مورد در دوم نوع انتگرال نمود. استفاده می توان بعدی یک اشیاء
تعریف مشاهدۀ برای می رود. بکار برداری میدان تأثیر تحت متحرک توسط شده انجام کار محاسبۀ

٢ شود. مراجعه ٣ فصل از ٢ بخش به منحنی

اول نوع خط انتگرال ٨ . ١ بخش

کنیم، محاسبه را است شده توزیع منحنی یک امتداد در که اسکالری کمیت کلی مقدار بخواهیم اگر
حرکت r(t) مسیر بر که بگیرید نظر در را هواپیمایی مثلا، می کنیم. استفاده اول نوع خط انتگرال از
لیتر f (x,y,z) میزان به دارد، قرار (x,y,z) = r(t) مکان در که t لحظه در بدانیم کنید فرض می کند.
از باید منظور این برای نماییم. محاسبه را مسیر کل در آن مصرف بخواهیم و نماید مصرف بنزین

نمود. استفاده اول نوع خط انتگرال

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

۴٠٣



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٠۴ اول نوع خط انتگرال . ٨ . ١

باشد R3 فضای در پارامتر یک تنها با منحنی یک C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض تعریف. ١.١.٨
= ) متغیره سه تابعی f : R3→ R کنید فرض باشد). می تواند نیز R2 صفحه در مشابه صورت (به

شکل به را C بر f انتگرال صورت این در می گردد. تعریف C بر که است فضا) در اسکالر ∫میدان
C

f ds :=
∫ b

a
f
(
r(t)

)∥r′(t)∥dt

پارامترهای از یک هر برد و باشد شده معرفی پارامتر یک از بیش با C منحنی اگر می کنیم. تعریف
می کنیم تعریف زیر شکل به را C بر f انتگرال صورت این در بنامیم، Cn و ... ،C2 ،C1 را ∫آن

C
f ds :=

∫
C1

f ds+
∫

C2

f ds+ · · ·+
∫

Cn

f ds

متناهی تعدادی دارای اینکه یا و بوده تهی هم با ها Ci از تا دو هر اشتراک که است آن لازم شرط تنها
(به المانگیری روش نظر نقطه از باشد. صفر آنها از تا دو هر اشتراک طول اینکه یا و باشد نقطه
f مقدار با تقریباً ∆Qi = f

(
r(ti)

)∥r′(ti)∥∆ti شود)، مراجعه یک عمومی ریاضی کتاب از ۶ فصل
که چرا شود)، توجه ٨ . ١-الف شکل (به است برابر C منحنی از r(ti) تا r(ti−1) قطعۀ بر

∆Qi ≈ f
(
r(ti)

)
∆si

≈ f
(
r(ti)

)
dsi

= f
(
r(ti)

)∥r′(ti)∥∆ti.

طول الف) :٨ . ١ شکل
ب) منحنی. قوس
اول نوع خط انتگرال

بدست برای محاسبات اگر یعنی است. پارامتر انتخاب از مستقل ١.١.٨ تعریف قضیه. ٢.١.٨
□ است. یکی آخر نتیجۀ دهیم، انجام پارامترها از انتخاب دو برای را

∫
C f ds آوردن

اعداد a2 و a1 و متغیره چند توابع f2 و f1 ، f منحنی، C2 و C1 ،C کنید فرض قضیه. ٣.١.٨
صورت این در باشند. دلخواه

.
∫

C

(
a1 f1+a2 f2

)
ds = a1

∫
C

f1 ds+a2

∫
C

f2 ds (١

.
∫

C
f1 ds ≤

∫
C

f2 ds آنگاه ، f1(X) ≤ f2(X) ای X ∈C هر ازای به اگر (٢



اول نوع خط انتگرال . ٨ . ١ ۴٠۵ خط انتگرال . ٨ فصل

در .C1+C2 :=C1∪C2 می نویسیم صورت، این در باشد. نقطه چند یا و تهی C1∩C2 اگر (٣
داریم حالتی ∫چنین

C1+C2

f ds =
∫

C1

f ds+
∫

C2

f ds

□ است. منحنی طول برابر
∫

C
ds (۴

شکل به که است مارپیچ یک از قسمتی C کنید فرض (١ مثال. ۴.١.٨

C : r(t) =
(
4cos t+1,3t−1,4sin t

)
; −π ≤ t ≤ π

کنید. محاسبه را C بر f انتگرال . f = (x−1)2+ (y+1)2+ z2 و است شده پیمایش

داریم ١.١.٨ تعریف کمک به ∫حل:
C

f ds =
∫ π

−π
f
(
r(t)

)∥r′(t)∥dt

=

∫ π

−π

{
(4cos t)2+ (3t)2+ (4sin t)2

}
.

√
(−4sin t)2+ (3)2+ (4cos t)2 dt

= 5
∫ π

−π

{
16+9t2

}
dt = 10π(16+3π2).

انتگرال . f = x−y+2z و است (0,0,1) و (0,1,0) ،(1,0,0) رئوس با مثلث C کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را C بر f

را خطها پاره این از یک هر و است خط پاره سه اجتماع C که می کنیم توجه ابتدا حل:
که C =C1+C2+C3 می کنیم: پیمایش جداگانه

C1 = (1,0,0)(0,1,0) : r(t) = (1− t)i+ tj; 0 ≤ t ≤ 1,

C2 = (0,1,0)(0,0,1) : r(t) = (1− t)j+ tk; 0 ≤ t ≤ 1,

C3 = (0,0,1)(1,0,0) : r(t) = (1− t)k+ ti; 0 ≤ t ≤ 1.

با است برابر شده خواسته انتگرال ∫بنابراین،
C

f ds =
∫

C1

f ds+
∫

C2

f ds+
∫

C3

f ds

=

∫ 1

0
f
(
1− t, t,0

)∥(−1,1,0
)∥dt+

∫ 1

0
f
(
0,1− t, t

)∥(0,−1,1
)∥dt

+

∫ 1

0
f
(
t,0,1− t

)∥(1,0,−1
)∥dt

=

∫ 1

0
(1−2t)

√
2dt+

∫ 1

0
(3t−1)

√
2dt+

∫ 1

0
(1− t)

√
2dt



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٠۶ اول نوع خط انتگرال . ٨ . ١

=
√

2
∫ 1

0
dt =

√
2.

در z = 2 و z = 1 صفحات توسط x2+y2 = z2 قائم مخروط از شده جدا قسمت S کنید فرض (٣
کنید. محاسبه C بر را f = x(y+ z) انتگرال می باشد. S رویۀ لبۀ C و است اول هشتم یک

تا C1 بخش چهار به را C داده ایم. نشان ٨ . ١-ب شکل در را C منحنی و S رویۀ حل:
زیر شکل به را آنها هستند. خط پاره C4 و C2 و دایره اند ربع C3 و C1 می کنیم. تقسیم C4

می کنیم: پیمایش

C1 : x2+ y2 = z2, z = 1, 0 ≤ x,y, مثلثاتی جهت با

: x2+ y2 = 1, z = 1, 0 ≤ x,y, مثلثاتی جهت با

: r(t) =
(
cos t,sin t,1

)
, 0 ≤ t ≤ π

2
C2 : (0,1,1)(0,2,2) خط پاره

: r(t) = (1− t)
(
0,1,1

)
+ t

(
0,2,2

)
=

(
0, t+1, t+1

)
, 0 ≤ t ≤ 1,

C3 : x2+ y2 = z2, z = 2, 0 ≤ x,y, مثلثاتی عکس جهت با

: x2+ y2 = 4, z = 2, 0 ≤ x,y, مثلثاتی عکس جهت با

: r(t) =
(
2sin t,2cos t,2), 0 ≤ t ≤ π

2
C4 : (2,0,2)(1,0,1) خط پاره

: r(t) = (1− t)
(
2,0,2

)
+ t

(
1,0,1

)
=

(
2− t,0,2− t

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

داریم مجموع در ∫پس
C

f ds =
∫

C1

f ds+
∫

C2

f ds+
∫

C3

f ds+
∫

C4

f ds

=

∫ π/2

0
f
(
cos t,sin t,0

)∥(− sin t,cos t,0
)∥dt

+

∫ 1

0
f
(
0, t+1, t+1

)∥(0,1,1)∥dt

+

∫ π/2

0
f
(
2sin t,2cos t,2

)∥(2cos t,2sin t,0
)∥dt

+

∫ 1

0
f
(
2− t,0,2− t

)∥(−1,0,−1
)∥dt

=

∫ π/2

0
cos t(1+ sin t)dt+

∫ 1

0
0dt

+

∫ π/2

0
2cos t(2+2sin t)dt+

∫ 1

0
(2− t)2

√
2dt



اول نوع خط انتگرال . ٨ . ١ ۴٠٧ خط انتگرال . ٨ فصل

=
3
2
+0+12+

7
3

√
2 =

27
2
+

7
3

√
2.

f = xy/(1+4x2)3/2 انتگرال .0 ≤ x ≤ 1 که است y = x2 سهمی از قسمتی C کنید فرض (۴
کنید. محاسبه C منحنی بر را

نتیجه، در و می کنیم پیمایش C : r(t) =
(
t, t2) ; 0 ≤ t ≤ 1 شکل به را منحنی این ∫حل:

C
f ds =

∫ 1

0
f
(
t, t2)∥(1,2t

)∥dt

=

∫ 1

0

(t)(t2)
(1+4(t2))3/2

√
1+4t2 dt

=

∫ 1

0

t3 dt
1+4t2

(1)
=

∫ 5

1

u−1
4

1
8 du

u
=

1
32

(4− ln5) ,

⃝ .u = 1+4t2 است شده فرض (١) در که

تمرین. ۵.١.٨

بگیرید. انتگرال (0,0,1) و (0,1,0) ،(1,0,0) رئوس با مثلث بر f = x+ y+ z تابع از (١

شکل به C منحنی و f = x+ y که صورتی در (٢

r(t) =
(
2t,1− t, t

)
; −3 ≤ t ≤ 2,

کنید. محاسبه C منحنی بر را f تابع انتگرال باشد،

منحنی بر f = xsinz انتگرال (٣

C : r(t) =
(
cos t,sin t, t

)
; −π ≤ t ≤ 3π/2,

کنید. محاسبه را

f = |z| تابع انتگرال باشد، x = y صفحۀ و x2+y2+ z2 = 4 کرۀ برخورد محل C که صورتی در (۴
کنید. محاسبه C منحنی بر را

جدا z = 2 و z = 1 صفحات توسط که باشد x2+y2+ z2 = 2z کرۀ از قسمتی S که صورتی در (۵
کنید. محاسبه C بر را f = z(x− y) تابع انتگرال باشد، آن لبۀ C و است شده

هشتم یک در x = 2 صفحۀ توسط که باشد y2 + z2 = 9 استوانۀ از قسمتی S که صورتی در (۶
کنید. محاسبه C بر را f = x(y2+ z2) تابع انتگرال باشد، آن لبۀ C و است شده جدا اول



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٠٨ اول نوع خط انتگرال کاربرد . ٨ . ٢

.C : (x2+ y2)2 = x2− y2 که کنید حساب صورتی در را
∫

C |y|ds خط انتگرال (٧

کنید. محاسبه C : y = acosh(x/a) آن در که را
∫

C ds/y2 خط انتگرال (٨

پارامتر با C منحنی بر f = xy+ z تابع انتگرال (٩

r(t) =
(
t sin t+ cos t, t cos t− sin t,

√
3

2
t2
)
,

.0 ≤ t ≤ π که کنید، محاسبه را

منحنی بر را f = xz+ yz تابع انتگرال (١٠

r(t) =
(
t2+2ln t, t2−2ln t,4t

)
, 1 ≤ t ≤ 2,

کنید. محاسبه

اول نوع خط انتگرال کاربرد ٨ . ٢ بخش

سراسر بر که باشد یا... و الکتریکی بار گرما، جرم، نظیر فیزیکی کمیت یک چگالی f اگر کلی طور به
اساس، همین بر بود. خواهد C منحنی کل ظرفیت از عبارت

∫
C f ds آنگاه می گردد، تعریف C منحنی

مطرح می توان را زیر شرح به فرمولهای سه گانه، یا و گانه دو انتگرال مشابه کاربردهای به توجه با
نمود:

δ(x,y,z) جرمی چگالی دارای C منحنی از (x,y,z) نقطۀ اگر ثقل. مرکز و جرم محاسبه ١.٢.٨
نمود: محاسبه می توان زیر روش به آنرا P = (x0,y0,z0) ثقل مرکز و C جرم صورت این در باشد،

m =
∫

C
δds, x0 =

1
m

∫
C

xδds,

y0 =
1
m

∫
C

yδds, z0 =
1
m

∫
C

zδds.

مثال. ٢.٢.٨

(x,y) نقطۀ که است x−محور بالای در واقع x2 + y2 = R2 معادلۀ به دایرۀ نیم C کنید فرض (١
بیابید. را C ثقل مرکز و جرم می باشد. δ = y

√
x2+ y2 چگالی دارای آن از

ترتیب این به .C : r(t) = (Rcos t,Rsin t),0 ≤ t ≤ π می کنیم: پیمایش را C ابتدا حل:

δds = δ(Rcos t,Rsin t) ∥(−Rcos t,Rsin t)∥ dt = R3 sin t dt,

m =
∫

C
δds =

∫ π

0
R3 sin t dt = 2R3,
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x0 =
1
m

∫
C

xδds =
R
2

∫ π

0
cos t sin t dt = 0,

y0 =
1
m

∫
C

yδds =
R
2

∫ π

0
sin2 t dt =

π

4
R.

.(0,πR/4) از است عبارت C مرکز نتیجه، در

بیابید: را ثقل آن مرکز باشد، شده ساخته چگال جنس یک از زیر مارپیچ که صورتی در (٢

C : r(t) = (2
√

2cos t)
(
1,1,0

)
+ (2
√

2sin t)
(
1,−1,0

)
+

3
2

√
2t(0,0,1); 0 ≤ t ≤ 5π.

صورت این در باشد، δ0 برابر C ثابت چگالی کنیم فرض حل:

ds =
∥∥∥∥(−2

√
2sin t)(1,1,0)+ (2

√
2cos t)(1,−1,0)+

3
2

√
2(0,0,1)

∥∥∥∥dt = 5dt,

m =
∫

C
δds =

∫ 5π

0
δ0 ds = 5δ0

∫ 5π

0
dt = 25πδ0,

x0 =
1
m

∫
C

xδds =
2
√

2
5π

∫ 5π

0
(cos t+ sin t) dt =

4
√

2
5π

,

y0 =
1
m

∫
C

yδds =
2
√

2
5π

∫ 5π

0
(cos t− sin t) dt = −4

√
2

5π
,

z0 =
1
m

∫
C

zδds =
3
√

2
10π

∫ 5π

0
t dt =

15
√

2
4

π.

.
4
√

2
5π

,−4
√

2
5π

,
15
√

2
4

π

 از است عبارت C ثقل مرکز پس

بیابید. را ABC مثلث ثقل مرکز باشند، راستا یک در واقع غیر C و B ،A نقاط کنید فرض (٣

را ∆ABC مثلث .δ = 1 می کنیم فرض است، نیامده جرمی چگالی از سخنی چون حل:
می کنیم: پیمایش زیر بشکل

∆ABC = AB+BC+CA, AB : r(t) = (1− t)A+ tB 0 ≤ t ≤ 1,

BC : r(t) = (1− t)B+ tC 0 ≤ t ≤ 1, CA : r(t) = (1− t)C+ tA 0 ≤ t ≤ 1.

نتیجه، در

m =
∫
∆

δds =
∫
∆

ds

= ℓ∆ = ∥AB∥+ ∥AC∥+ ∥CA∥,
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x0 =
1
m

∫
∆

xδds

=
1
m

∫
AB

xds+
1
m

∫
BC

xds+
1
m

∫
CA

xds

=
1
m

{∫ 1

0

(
(1− t)xA+ txB

)∥AB∥dt+
∫ 1

0

(
(1− t)xB+ txC

)∥BC∥dt

+

∫ 1

0
((1− t)xC + txA)∥CA∥dt

}
=

1
m

{
∥AB∥ xA+ xB

2
+ ∥BC∥ xB+ xC

2
+ ∥CA∥ xC + xA

2

}
.

نتیجه، در است. محاسبه قابل z0 و y0 مشابه صورت به

P =
1
m

{
∥AB∥A+B

2
+ ∥BC∥B+C

2
+ ∥CA∥C+A

2

}
=

=
∥AB∥(A+B)+ ∥BC∥(B+C)+ ∥CA∥(C+A)

2(∥AB∥+ ∥AB∥+ ∥CA∥) ,

⃝ است. ∆ مثلث P = (x0,y0,z0) ثقل مرکز

معادلۀ به سیمی جرم (١ تمرین. ٣.٢.٨

C : r(t) =
(
t2−1,2t

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

کنید. محاسبه را است δ = 3y/4 آن جرمی چگالی که

معادلۀ به میلۀ ثقل مرکز و جرم (٢

C : r =
(
t,

2
√

2
3

t3/2,
t2

2

)
; 0 ≤ t ≤ 2,

است. q = 1/(x+1) برابر (x,y,z) مکان در آن جرمی چگالی که کنید محاسبه صورتی در را

δ = |x+ y| جرم چگالی دارای 0 ≤ y با x2 + y2 = 1 دایرۀ نیم از (x,y) نقطۀ که صورتی در (٣
کنید. مشخص آنرا ثقل مرکز و جرم باشد،

و باشد z = −2 و z = −1 صفحات به محدود x2 + y2 = z2 ناقص مخروط S که صورتی در (۴
بیابید. را S لبۀ ثقل مرکز باشد، δ = −z

√
x2+ y2 برابر آن از (x,y,z) نقطۀ جرمی چگالی

لبۀ C و بوده x ≤ y صفحۀ نیم در واقع و x2+y2 = 4 دایرۀ به محدود قرص نیم D کنید فرض (۵
مشخص را C ثقل مرکز باشد، (x,y) ∈ D نقطۀ جرمی چگالی δ =

√
x2+ y2 اگر باشد. D

کنید.
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چگال جنس یک از ABC مثلث اگر .C = (0,0,c) و B= (0,b,0) ،A = (a,0,0) کنید فرض (۶∗

قرار (1,1,1) مکان در آن ثقل مرکز که کنید انتخاب طوری را c و b ،a باشد، شده ساخته
بگیرد.

چگالی دارای C از (x,y,z) نقطۀ که صورتی در چرخش. شعاع و ماند گشتاور محاسبۀ ۴.٢.٨
عبارت S حول C گشتاور باشد، xyz−فضا در صفحه یا و خط نقطه، یک S و باشد δ(x,y,z) جرمی
x−محور، ،o مبداء برابر S چنانچه است. S تا X = (x,y,z) فاصلۀ h که IS =

∫
C h2δds از است

با برابرند بترتیب yz−صفحه xy−صفحه، z−محور، y−محور،

IO =

∫
C

(x2+ y2+ z2)δds,

Ix =

∫
C

(y2+ z2)δds, Iy =

∫
C

(x2+ z2)δds, Iz =

∫
C

(x2+ y2)δds,

Ixy =

∫
C

z2δds, Ixz =

∫
C

y2δds, Iyz =

∫
C

x2δds.

می کنیم. تعریف R =
√

I/m صورت به را چرخش شعاع مورد، هر در

مثال. ۵.٢.٨

جرمی چگالی دارای آن از (x,y,z) نقطۀ است (1,0,1) تا (0,1,−1) از خط پاره C کنید فرض (١
کنید. محاسبه را z−محور حول C ماند گشتاور است. δ = x2+ y2+ z2

صورت به را C خط پاره حل:

C : r(t) = (1− t)(0,1,−1)+ t(1,0,1)

= (t,1− t,2t−1) ; 0 ≤ t ≤ 1,

نتیجه در می کنیم. پیمایش

Iz =

∫
C

(
x2+ y2)δds

=

∫ 1

0

(
t2+ (1− t)2

) (
t2+ (1− t)2+ (2t−1)2

)
.
∥∥∥∥(1,−1,2

)∥∥∥∥dt

= 2
√

6
∫ 1

0
(2t2−2t+1)2 dt =

14
15

√
6.

تعیین ضمن می دهیم، دوران x = y = z حول را xy−صفحه در واقع x2+y2 = R2 چگال دایرۀ (٢
کنید. مشخص را آن چرخش شعاع آن، ماند گشتاور

خط این تکیه گاه چون بیابیم. را x = y = z خط تا دلخواه نقطۀ یک فاصلۀ است لازم حل:
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با است برابر مذکور فاصلۀ بنابراین، است. v = (1,1,1) آن هادی بردار و X0 = (0,0,0)

h =
∥X0X×v∥
∥v∥ =

∥(y− z,z− x, x− y)∥
√

3

=

√
(y− z)2+ (z− x)2+ (x− y)2

3
.

با است برابر شده خواسته گشتاور بنابراین،

I =
∫

C
h2δds

=
δ0

3

∫
C

{
(y− x)2+ (y− z)2+ (z− x)2}ds

=
δ0

3

∫ 2π

0
R2

{
(sin t− cos t)2+ (sin t−0)2+ (0− cos t)2

}∥∥∥∥(−Rsin t,Rcos t,0)
∥∥∥∥dt

=
δ0

3
R3

∫ 2π

0
(2−2sin t cos t)dt =

4
3
πδ0R3.

می باشد 2πRδ0 برابر C جرم است، 2πR دایره قوس طول و است ثابت δ = δ0 چون بعلاوه،
⃝ .RO =

√
I/m = R

√
2/3 با است برابر C چرخش شعاع و

کنید: محاسبه را مبداء حول C چرخش شعاع و ماند گشتاور ،۵ تا ١ تمرینات در تمرین. ۶.٢.٨

1) C : x2+ y2 = 4, 0 ≤ x, δ = |xy|,

2) C : r(t) =
(
3sin t,4t−1,3cos t

)
, −π/2 ≤ t ≤ π/2, δ = |z|,

3) C : |x|+ |y| = 1, δ = |x|,

4) C : max{|x|+ |y|} = a, δ = 1,

5) C : x2+ y2+ z2 = 2, z = 1, δ = z
√

x2+ y2.

گشتاور ،δ = 1/z آن چگالی تابع و باشد مارپیچ C : r(t) =
(
t cos t, t sin t, t

)
; π ≤ t ≤ 2π اگر (۶

کنید. محاسبه را xy−صفحه حول C آن ماند

گردد. تعریف C منحنی بر f (x,y,z) تابع کنید فرض منحنی. بر تابع متوسط محاسبۀ ٧.٢.٨
:C قوس طول بر C ظرفیت کل قسمت خارج از است عبارت C بر f مقدار متوسط اینصورت در

.mean
C

f =
1
ℓC

∫
C

f ds

مثال. ٨.٢.٨

استوانۀ با y = 1 صفحۀ برخورد از حاصل دایرۀ بر f = x + 2y + 3z تابع مقدار متوسط (١
کنید. محاسبه را x2+ z2 = 2x
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می کنیم: پیمایش را C ابتدا حل:

C : x2+ z2 = 2x, y = 1,

: (x−1)2+ z2 = 1, y = 1,

: r(t) =
(
cos t,1,sin t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π.

١ شعاع به دایره ای C منحنی زیرا، . ℓC = 2π×1 = 2π که می گردد ملاحظه صورت این در
و ds = ∥(−cos t,0,sin t)∥ dt = dt بعلاوه، است.

mean
C

f =
1

2π

∫
C

f ds

=
1

2π

∫ 2π

0

{
cos t+2+3sin t

}
dt = 2.

T = xy+ z برابر C = (1,1,0)(1,−1,1) خط) (پاره میلۀ از (x,y,z) نقطۀ دمای کنید فرض (٢
دمای برسد، تعادلی دمای به تا می دهیم قرار گرمایی ایزولۀ محیط یک در را میله این باشد.

کنید. محاسبه را نهایی

شکل به را منحنی این حل:

C : r(t) = (1− t)(1,1,0)+ t(1,−1,1)

= (1,1−2t, t), 0 ≤ t ≤ 1,

اندازۀ برابر خط پاره طول چون کنیم. محاسبه را C بر T متوسط است کافی می کنیم. پیمایش
و است، آن سر دو بین واصل

T0 =mean
C

T =
1
ℓC

∫
C

T ds

=
(∫ 1

0
(1+3t)

√
5dt

)
÷

(∫ 1

0

√
5dt

)
=

∫ 1

0
(1+3t)dt =

5
2
,

⃝ .ds =
∥∥∥(1,−1,1)− (1,1,0)

∥∥∥dt =
√

5dt زیرا

کنید. محاسبه را مبداء تا x2/3+ y2/3 = a2/3 آستروئید بر نقاط فاصلۀ متوسط (١ تمرین. ٩.٢.٨

محاسبه را C : r(t)=
(
3cos t+2,3sin t−1,1−4t

)
,0 ≤ t ≤ 5π مارپیچ بر f = z تابع متوسط (٢

کنید.

دمای اگر است. D لبۀ C و است x2 + y2 ≤ 2x+ 2y+ 2 معادلۀ به قرص D کنید فرض (٣
آیا کنید! محاسبه را C دمای متوسط نیز و D دمای متوسط باشد، x+ y برابر (x,y) ∈ D

برابرند؟
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بر f تابع متوسط . f = x2 + y2 + z2 و است 3k و 2j ،i در رئوس با مثلث C کنید فرض (۴
کنید. محاسبه را C منحنی

از (x,y,z) نقطۀ کنید فرض نقطه. یک بر منحنی یک از حاصل جاذبۀ نیروی محاسبۀ ١٠.٢.٨
صورت این در می باشد. m0 جرم به نقطه ای P0(x0,y0,z0) و است δ(x,y,z) جرمی چگالی دارای C

آن در که می شود، کشیده C سمت به F = (α,β,γ) نیروی بردار با P0

α =Gm0

∫
C

δ(x,y,z)(x− x0)ds
((x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2)3/2 ,

β =Gm0

∫
C

δ(x,y,z)(y− y0)ds
((x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2)3/2 ,

γ =Gm0

∫
C

δ(x,y,z)(z− z0)ds
((x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2)3/2 ,

نیز C نیوتنی جاذبۀ میدان پتانسیل است. نیوتونی گرانش ثابت 2)kg.s3/(mG = 6065×10−11 و
از است عبارت

U =
∫

C

Gm0δ(x,y,z)ds
((x− x0)2+ (y− y0)2+ (z− z0)2)1/2 .

.F = ∇F =
(
∂U
∂x0

,
∂U
∂y0

,
∂U
∂z0

)
صورت این در که است روشن

آن از x,y,z نقطۀ که (1,0,1)(0,1,1) میلۀ از حاصل نیوتنی جاذبۀ میدان پتانسیل مثال. ١١.٢.٨
کنید. محاسبه را است δ = x+ y جرمی چگالی دارای

میدان پتانسل صورت این در باشد. (x0,y0,z0) مکان در m0 جرم به نقطه ای P0 کنیم فرض حل:
از است عبارت C منحنی اطراف نیوتنی جاذبۀ

U(x0,y0,z0) =
∫ 1

0

Gm0((1− t)+ t)
√

2dt
(1− t− x0)2+ (t− y0)2+ (1− z0)2)1/2

=Gm0
√

2
∫ 1

0

(
2t2−2(x0+ y0−1)t+ (x2

0 + y2
0+ (1− z0)2)

)−1/2
dt

=Gm0

∫ 1

0

(
1
4

(2t− y0−1+ x0)2+
1
4

(x0+ y0−1)2+2(z0−1)2
)−1/2

dt

=Gm0 ln
∣∣∣∣(1− y0+ x0+

√
(1− y0+ x0)2+ (x0+ y0−1)2+8(z0−1)2

)
÷

(
1+ y0− x0+

√
(1+ y0− x0)2+ (x0+ y0−1)2+8(z0−1)2

)∣∣∣∣.
نمی شود. خلاصه بالا موارد به اول نوع خط انتگرال کاربردهای که است روشن یادداشت. ١٢.٢.٨

کنید: توجه زیر مثال به نمونه عنوان به

مثال. ١٣.٢.٨
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سوخت میزان اگر می کند. حرکت r(t) =
(
t,1+ t2, t+ t2) ضابطۀ با زمان حسب بر هواپیمایی (١

است، هواپیما لحظه ای سرعت V و است ثابت یک A که باشد q = AV برابر آن مصرفی
کنید. مشخص را t = 3 تا t = 0 لحظۀ از هواپیما سوخت مصرف کل میزان

یا ،Q =
∫

c qds یعنی بگیریم. انتگرال C هواپیما مسیر بر q از است کافی حل:

Q =
∫ 3

0
A

√
1+4t2+ (1+2t)2 ∥(1,2t,1+2t)∥ dt

= 2A
∫ 3

0
(4t2+2t+1)dt = 98A.

است اختیار در x2/3+ y2/3 = 22/3 شکل) ستاره (یعنی، آستروئید شکل به قاعدۀ با حصاری (٢
را حصار این دیوارۀ مساحت است. h = x2 + y2 اندازۀ به آن از (x,y) نقطۀ در ارتفاع که

کنید. محاسبه

می کنیم: پیمایش را آستروئید ابتدا بگیریم. انتگرال C آستروئید بر h از است کافی حل:

C :
(
x1/3

)2
+

(
y1/3

)2
=

(
21/3

)2

: r(t) =
(
2cos3 t,2sin3 t

)
, 0 ≤ .t ≤ 2π.

با است برابر حصار جانبی مساحت نتیجه، در

A =
∫

C
hds

=

∫ 2π

0
4
(
cos6 t+ sin6 t

) ∥∥∥(−6sin t cos2 t,6cos t sin2 t
)∥∥∥ dt

= 24
∫ 2π

0
(cos6 t+ sin6 t)

∣∣∣sin t cos t
∣∣∣dt

(1)
= 96

∫ π/2

0
sin7 t cos t dt = 24.

⃝ است. شده استفاده انتگرال در موجود تقارن از (1) در اینکه توضیح

مسیر بر هواپیمایی (١ تمرین. ١۴.٢.٨

C : r = t
(
6,4
√

2t,3t
)
; 0 ≤ t ≤ 2,

این است. q = 1/(x+1) باندازۀ (x,y,z) مکان در آن سوخت مصرف میزان و می کند حرکت
می کند؟ مصرف سوخت مقدار چه مسیر کل در هواپیما

مارپیچ شکل به پله ای (٢

C : r =
(
5cos t,−5sin t,6t

)
; 0 ≤ t ≤ 4π,
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را نرده سطح کل مساحت می باشد. h = 1+ z/8 برابر (x,y,z) نقطۀ در آن ارتفاع که است،
کنید. محاسبه

شکل به فلزی میله ای (٣

C : r = t
(
3cos t,3sin t,2

√
2t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

بار کل مقدار است. q = x باندازۀ آن از (x,y,z) مکان در الکتریکی بار چگالی که است،
کنید. محاسبه را میله این بر موجود

دوم نوع خط انتگرال ٨ . ٣ بخش

کنیم. مطرح را برداری میدان مفهوم باید مقدمتاً دوم، نوع خط انتگرال تعریف برای

بیان به .F : R3 −→ R3 شکل به است تابعی فضا در برداری میدان یک از منظور تعریف. ١.٣.٨
که دارند وجود چنان F مولفه ای توابع بنام متغیره سه تابع سه دیگر،

F(x,y) =
(
P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)

)
= P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k.

نمود: تعریف می توان زیر شکل به را صفحه در برداری میدان مشابه صورت به

F(x,y) =
(
P(x,y),Q(x,y)

)
= P(x,y)i+Q(x,y)j.

مشتق پذیری پیوستگی، (نظیر است متغیره چند توابع مورد در خاصیتی H کنید فرض تعریف. ٢.٣.٨
خاصیت دارای آن مؤلفه های که است H خاصیت دارای F برداری میدان می گوئیم صورتی در ( و...
△ باشند. H

فضا در منحنی یک C : r(t) ; a ≤ t ≤ b که کنید فرض ابتدا منحنی. بر جهت تعریف ٣.٣.٨
h : مانند دیفرانسیل پذیر و معکوس پذیر است تابعی C برای پارامتر تعویض یک از منظور باشد،

صورت این در [c;d] −→ [a;b]

C : m(t) := r(h(t)); c ≤ t ≤ d

همواره یا (c,d) بر h′(t) بنابراین است، معکوسپذیر h چون می نامیم. h توسط C پارامتر تعویض را
حافظ پارامتر تعویض h باشد، مثبت (a;b) بر h′(t) اگر می باشد. مثبت همواره یا و است منفی
یک چنانچه گوئیم. برگردان جهت پارامتر تعویض را h باشد، منفی (c;d) بر h′(t) اگر و جهت
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استفاده برگردان جهت پارامترهای تعویض از که ندهیم اجازه و شود انتخاب C برای بخصوص پارامتر
جهتدهی را منحنی برای جهت انتخاب عمل می نامیم. جهتدار منحنی یک را C اصطلاحاً شود،
صورت دو به تنها را یکپارچه منحنی های می دهیم. نشان −C نماد با را وارون جهت با C می نامیم.

نمود. پیمایش می توان طریق 2k به را تکه k با منحنی هر که حالی در کرد جهتدار می توان

مثال. ۴.٣.٨

t ∈ [0;2π] که r(t) =
(
2cos t,2sin t

) صورت به را منحنی این .C : x2+y2 = 4 کنید فرض (١
شکل به را −C آنگاه بگیریم، نظر در جهت این با را C اگر نمود. پیمایش می توان

−C : m(t) =
(
2sin t,2cos t

)
; −3π/2 ≤ t ≤ π/2,

h(t) = π/2− t ضابطۀ با h : [−3π/2;π/2] −→ [0;2π] اگر که شود توجه نوشت. می توان
شود. توجه ٨ . ٢ شکل به .m(t) = r(h(t)) آنگاه باشد،

منحنی یک بر جهت :٨ . ٢ شکل

آخر از یا آخر به اول از کرد، جهتدار می توان صورت دو به را C = (0,1,0)(1,1,2) خط پاره (٢
آورده ایم: را دو هر پیمایش روش زیر در اول به

C : r(t) = (1− t)
(
0,1,0

)
+ t

(
1,1,2

)
=

(
t,1,2t

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

−C : m(t) = (1− t)
(
1,1,2

)
+ t

(
0,1,0

)
=

(
1− t,1,2−2t

)
; 0 ≤ t ≤ 1.

با h : [0;1] −→ [0;1] نظر مورد پارامتر تعویض یعنی، .m(t) = r(1− t) حالت این در
است. h(t) = 1− t ضابطۀ

تکه سه C صورت این در باشد. (0,0,1) و (0,1,0) ،(1,0,0) رئوس با مثلث C کنیم فرض (٣
صورت 8= 23 به را C دلیل همین به می شود. نیاز پارامتر سه حداقل به که معنی این به است!
،C4 = −C2 ،C8 = −C1 که می شود ملاحظه شود). توجه ٨ . ٣ شکل (به کرد جهتدار می توان

.C5 = −C4 و C6 = −C3
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جهتهای :٨ . ٣ شکل
مثلث یک بر مختلف

تمرین. ۵.٣.٨

است. پارامتر تعویض h(t) = arcsin t ضابطۀ با h : [−1;1] −→ [−π/2;π/2] دهید نشان (١

پارامتر متغییر یک h(t)= πt که دهید نشان ،C : r(t)=
(
sin t,cos t, t

)
, −π≤ t ≤ 5π گاه هر (٢

بنویسید. را h توسط C پارامتر تجدید سپس و است

کنید. بیان را یک هر کرد؟ جهتدار می توان صورت چند به را R2 در C : x2+4y2 = 4 بیضی (٣

شده اند. جدا z = 2 و z = x صفحات توسط که است x2+y2 = 1 استوانۀ لبۀ دو C کنید فرض (۴
کنید. پیمایش را یک هر کرد؟ جهتدار می توان صورت چند به را C

لبۀ C و دارد قرار اول هشتم یک در که است x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ از قسمتی S کنید فرض (۵
کنید. پیمایش را یک هر کرد؟ جهتدار می توان صورت چند به را C باشد. آن

صورت این در می باشد. برداری میدانی F و است جهتدار منحنی یک C کنید فرض تعریف. ۶.٣.٨
شکل به را C بر F دوم) نوع (خط انتگرال

∫
C

F • dr =
∫ b

a
F
(
r(t)

)
•r′(t)dt,

توضیح پارامتر چند توسط C اگر C : r(t); a ≤ t ≤ b است شده فرض اینجا در که می کنیم، تعریف
می کنیم: استفاده مشابه مجموعهای از بالا، تساوی از راست سمت عبارت بجای باشد، شده ∫داده

C
F • dr =

∫
C1

Fdr+
∫

C2

Fdr+ · · ·+
∫

Cn

Fdr.

آنگاه ،F = (P(x,y),Q(x,y)) و r(t) = (x(t),y(t)) که صورتی در مختصاتی، بیان ∫به
C

F • dr=
∫ b

a

{
P
(
x(t),y(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t)

)
y′(t)

}
dt

F =
(
P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)

) میدان و r(t) = (x(t),y(t),z(t)) منحنی که صورتی در بعلاوه،
آنگاه ∫باشد،

C
F • dr =

∫ b

a

{
P
(
x(t),y(t),z(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t),z(t)

)
y′(t)
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+R
(
x(t),y(t),z(t)

)
z′(t)

}
dt,

△ است. معمولی انتگرال یک عمل در که

باشند، دلخواه اعداد a2 و a1 و منحنی C2 ،C1 ،C برداری، میدان F2 و F1 ،F اگر قضیه. ٧.٣.٨
صورت این در

1)
∫

C
(a1F1+a2F2) • dr = a1

∫
C

F1 • dr+a2

∫
C

F2 • dr,

2)
∫

C1+C2

F • dr =
∫

C1

F • dr+
∫

C2

F • dr,

3)
∫
−C

F • dr = −
∫

C
F • dr.

انتگرال که حالی در ندارد بستگی جهتدهی به اول نوع خط انتگرال که شود توجه یادداشت. ٨.٣.٨
دارد. آن به تام بستگی دوم نوع خط

نوشت می توان
∫

C F • dr بجای F = Pi+Qj+Rk چنانچه یادداشت. ٩.٣.٨∫
C

Pdx+Qdy+Rdz.

آنگاه بگیریم، v = (cosα,cosβ,cosγ) را T = r′/∥r′∥ یکۀ برداری هادی کسینوسهای اگر بعلاوه،
نوشت می توان

∫
C F • dr ∫بجای

C
(Pcosα+Qcosβ+Rcosγ)ds,

x−محور، با T که هستند زاویه ای بترتیب γ و β ،α که شود توجه است. اول نوع خط انتگرال یک که
می سازد. z−محور و y−محور

مثال. ١٠.٣.٨

شده جهتدار مثلثاتی جهت به که باشد واحد دایرۀ C و F = (−y, x)/(x2 + y2) کنید فرض (١
کنید. محاسبه را C بر F انتگرال است.

می نویسیم است، مثلثاتی آن جهت و C : x2+ y2 = 1 چون حل:

C : r(t) =
(
cos t,sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

از است عبارت C بر F انتگرال نتیجه، ∫در
C

F • dr =
∫ 2π

0
F
(
cos t,sin t

)
•
(− sin t,cos t

)
dt



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٢٠ دوم نوع خط انتگرال . ٨ . ٣

=

∫ 2π

0

(− sin t,cos t
)
•
(− sin t,cos t

)
dt

=

∫ 2π

0
dt = 2π.

کنید. محاسبه را C : r =
(
1, t, t2) ; −1 ≤ t ≤ 1 منحنی بر F =

(
xy,yz,zx

) میدان انتگرال (٢

داریم تعریف، کمک به ∫حل:
C

F • dr =
∫ 1

−1
F
(
1, t, t2) •(0,1,2t

)
dt

=

∫ 1

−1

(
t, t3, t2) •(0,1,2t

)
dt

=

∫ 1

−1
3t3 dt = 0.

راستگرد جهت با که می کنیم جهتدار طوری را (0,0,1) و (0,1,0) ،(1,0,0) رئوس با مثلث (٣
بگیرید. انتگرال آن بر F =

(
z, x+ y,2z

) برداری میدان از باشد. سازگار (1,1,1) بردار

کنیم. تجزیه ∆ = i j+ jk+ki صورت به را مذکور ∆ مثلث باید ٨ . ۴-الف شکل به نظر حل:
صورت این در اما

i j : r(t) =
(
1− t, t,0

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

jk : r(t) =
(
0,1− t, t

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

ki : r(t) =
(
t,0,1− t

)
; 0 ≤ t ≤ 1.

با است برابر نظر مورد ∫انتگرال
∆

F • dr =
∫

i j
F • dr+

∫
jk

F • dr+
∫

ki
F • dr

=

∫ 1

0
F
(
1− t, t,0

)
•
(−1,1,0

)
dt+

∫ 1

0
F
(
0,1− t, t

)
•
(
0,−1,1

)
dt

+

∫ 1

0
F
(
t,0,1− t

)
•
(
1,0,−1

)
dt

=

∫ 1

0

(
0,1,0

)
•
(−1,1,0

)
dt+

∫ 1

0

(
t,1− t,2t

)
•
(
0,−1,1

)
dt

+

∫ 1

0

(
1− t, t,2−2t

)
•
(
1,0,−1

)
dt

=

∫ 1

0
dt+

∫ 1

0
(3t−1)dt+

∫ 1

0
(t−1)dt = 1.

⃝ دارد؟ وجود مساله این برای کوتاهتری حل راه آیا



دوم نوع خط انتگرال . ٨ . ٣ ۴٢١ خط انتگرال . ٨ فصل

بگیرید: انتگرال C بر F از مورد، هر در تمرین. ١١.٣.٨

1) F =
(
x, x− y

)
, C : r(t)=

(
t+1, t2−t

)
;0 ≤ t ≤ 1,

2) F =
(
x,yz, xyz

)
, C : r(t) =

(
t3, t2, t

)
;−1 ≤ t ≤ 1,

3) F = yi+ xj, C : r(t) = ti+ t2j ; −2 ≤ t ≤ 0,

4) F = zi+ yj+ xi, C : r(t) = sin ti+ cos tj+ tk ; 0 ≤ t ≤ 2π.

شود: توجه ممکن جهتهای به کنید. محاسبه C بر را F انتگرال و کرده پیمایش را C مورد هر در

5) F = (1/x,1/y), C = (1,1)(2,3),

6) F = (z,2y,3x), C : x2+ y2+ z2 = 2,z = 1,0 ≤ y,

7) F = yi+ (x+ y)j, C : y = x2, y ≤ 4,

8) F = (x+ y+ z)
(
i+ j−k

)
, C : x = y = 2z,1 ≤ y ≤ 2.

توجه ممکن جهتهای به کنید. محاسبه C بر را F انتگرال و کرده تصور S یا D لبۀ را C مورد هر در
شود:

9) F = yi+ j, D : x2+ y2 ≤ 1,0 ≤ x,

10) F = x2j, D : x ≥ 0,y ≥ 0, x+ y ≤ 1,

11) F =
(
x,y− z, x+2z

)
, S : y ≥ x2,z = x+1,y ≤ 4,

12) F =
(
z2, x+ y,z

)
, S : x2+ y2+ z2 ≤ 4,y =

√
3z.

پیمایش :۴ . ٨ شکل
محاسبۀ منظور به منحنیها،

دوم نوع خط انتگرال

دوم نوع خط انتگرال کاربرد ۴ . ٨ بخش



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٢٢ دوم نوع خط انتگرال کاربرد . ۴ . ٨

از مورد سه تنها که دارد مهندسی در آن، تبع به و فیزیک در متنوعی کاربردهای دوم نوع خط انتگرال
می شود. ذکر اینجا در آنها

حسب بر متحرکی حرکت مسیر C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض کار. محاسبۀ در کاربرد ١.۴.٨
را ti+∆ti تا ti زمانی بازۀ اگر می گردد. تعریف C سراسر بر که است برداری میدانی F و است زمان
مستقیم مسیر بر متحرک که کنیم فرض می توانیم شود کاسته بحث کلیت از اینکه بدون بگیریم، نظر در
ترتیب، این به است. F(r(ti)) برابر قطعه این سراسر بر نیز F و می کند حرکت r(ti+∆ti) تا r(ti) از

برابر قطعه این در شده انجام کار

∆Wi
(1)≈ r(ti)r(ti+∆ti) •F

(
r(ti)

)
=

(
r(ti+∆ti)− r(ti)

)
•F

(
r(ti)

)
(2)
= F

(
r(ti)

)
•r(ξi)∆ti

≈ F
(
r(ti)

)
•r′(ti)∆ti,

ثابت میدان و خطی مکان تغییر که حالتی در شده انجام کار فیزیک، مطابق اینکه توضیح است.
برای لاگرانژ قضیۀ از (٢) در است. (١) نیرو بردار در مکان تغییر بردار داخلی حاصلضرب برابر است،
المانگیری، روش بنابه بنابراین، می باشد. ti+∆ti و ti بین عددی ξi که کرده ایم استفاده برداری توابع

برابر F میدان تاثیر تحت متحرک توسط شده انجام کار کل

W = lim
∆ti→0
n→∞

n∑
i=1

∆Wi

=

∫ b

a
F
(
r(t)

)
•r′(t)dt

=

∫
C

F • dr,

بگیریم. انتگرال C بر F •dr از است کافی مجموع، در پس است.

مثال. ٢.۴.٨

تحت و می کند Cحرکت : r(t) = (1+ t2, t, t2) ; −1 ≤ t ≤ 2 مسیر بر متحرکی کنید فرض (١
کنید. محاسبه را شده انجام کار داد. قرار F = zi+ (x− y)k برداری میدان تأثیر

داریم مسأله، داده های به توجه با حل:

W =
∫

C
Fdr

=

∫ 2

−1
F
(
1+ t2, t, t2) •(2t,1,2t

)
dt



دوم نوع خط انتگرال کاربرد . ۴ . ٨ ۴٢٣ خط انتگرال . ٨ فصل

=

∫ 2

−1

(
t2,0,1+ t2− t

)
•
(
2t,1,2t

)
dt

=

∫ 2

−1

(
2t+4t3−2t2)dt = 12.

تحت و می چرخد مثلثاتی عکس جهت و x2+ y2 = a2 دایرۀ گرد به بار n متحرکی کنید فرض (٢
توسط شده انجام کار داد. قرار F =

(
(x+ y)i+ (y− x)j

)
/(x2 + y2) برداری میدان تأثیر

کنید. محاسبه را متحرک

صورت به را C : x2+ y2 = a2 منحنی حل:

C : r(t) =
(
asin t,acos t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

کار است کافی است، چرخیده بار n متحرک چون کرد. پیمایش معکوس جهت در می توان
بنابراین، کنیم. ضرب n در را حاصل سپس و نموده محاسبه را کامل دور یک در شده انجام

W = n
∫

C
F • dr

= n
∫ 2π

0
F
(
asin t,acos t

)
•
(
acos t,−asin t

)
dt

= n
∫ 2π

0

1
a2

(
asin t+acos t,acos t−asin t

)
•
(
acos t,−asin t

)
dt

= n
∫ 2π

0
dt = 2nπ.

از دیگر بار و می رود B = (0,2,2) نقطۀ به A = (2,0,0) نقطۀ از C1 مسیر از یکبار متحرکی (٣
F = yi− xj+k فرض بر را مورد هر در شده انجام کار شود) توجه ٨ . ۴-ب شکل (به C2 مسیر

کنید. محاسبه

است: بیضی ربع یک C1 مسیر حل:

C1 : x2+ y2 = 4, y = z, 0 ≤ x,y,

: r(t) =
(
2cos t,2sin t,2sin t

)
, 0 ≤ t ≤ π/2,

است: خط پاره دو اجتماع C2 و

C1
2 : r(t) = (1− t)

(
2,0,0

)
+ t

(
0,0,0

)
; 0 ≤ t ≤ 1,

C2
2 : r(t) = (1− t)

(
0,0,0

)
+ t

(
0,2,2

)
; 0 ≤ t ≤ 1.

نتیجه در

W1 =

∫
C1

F • dr



خط انتگرال . ٨ فصل ۴٢۴ دوم نوع خط انتگرال کاربرد . ۴ . ٨

=

∫ π/2

0

(
2sin t,−2cos t,1

)
•
(−2sin t,2cos t,2cos t

)
dt

= 2
∫ π/2

0
(cos t−1)dt = 2−π,

W2 =

∫
C2

F • dr =
∫

C1
2

F • dr+
∫

C2
2

F • dr

=

∫ 1

0
(0,2t−2,1) •(−2,0,0)dt+

∫ 1

0
(2t,0,1) •(0,2,2)dt

=

∫ 1

0
2dt = 2.

⃝ شود! توجه شده انجام کارهای تفاوت به

کنید. حل F = xi+ j+ z2k برداری میدان برای را ١١.٣.٨ مثال از ٣ قسمت (١ تمرین. ٣.۴.٨

هر در باشد، C : r(t) =
(
2cos t,2sin t,3t+1

)
; −π ≤ t ≤ π شکل به مارپیچ C کنید فرض (٢

کنید محاسبه را F تاثیر C توسط شده انجام کار مورد

(الف F = xi+ j+k, (ب F = x2+ y2j+ z2k,

(ج F =
(
x, x+ y, x+ y+ z

)
, (د F = (x+ y+ z)

(
i+ j+k

)
.

که است برداری میدانی F کنید فرض منحنی. یک امتداد در جریان محاسبۀ در کاربرد ۴.۴.٨
است. Ω در واقع منحنی یک C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض است. شده تعریف Ω ناحیۀ سراسر در
جریان از حجمی چه که کنیم مشخص یعنی کنیم. محاسبه را C امتداد در F گذرندۀ جریان می خواهیم
C کل بجای کنیم فرض می دهیم. انجام المانگیری روش به را کار این می کند. حرکت C امتداد در F
که کنیم فرض می توانیم بحث کلیت از شده کاسته بدون است. اختیار در r(t+ dt) تا r(t) از قطعۀ
برابر و ثابت قطعه این سراسر بر F بعلاوه و dr(t) = r(t+dt)− r(t) است خط پاره یک قطعه این
dr(t) امتداد در F(r(t)) تصویر طول برابر قطعه امتداد در جریان صورت، این در می باشد. F(r(t))

امتداد در جریان کل نتیجه، در .dFn = F(r(t)) • dr(t) دیگر، بیان به است. dr(t) طول در ضرب
از است عبارت C

Fn =

∫ b

a
dFn

=

∫ b

a
F
(
r(t)

)
• dr(t) =

∫
C

F • dr,

است. دوم نوع خط انتگرال که

مثال. ۵.۴.٨
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برداری میدان توسط C : r(t) =
(
2t, t2+1, t

)
; 0 ≤ t ≤ 1 منحنی امتداد در جریان مقدار (١

کنید. محاسبه را F =
(
x2,y2,z2)

با است برابر نظر مورد جریان مقدار تعریف، کمک به حل:

Fn =

∫
C

F • dr

=

∫ 1

0
F
(
2t, t2+1, t

)
•
(
2,2t,1

)
dt

=

∫ 1

0

(
4t2, t4+2t2+1, t2) •(2,2t,1

)
dt

=

∫ 1

0

{
2t5+4t3+9t2+2t

}
dt =

16
3
.

مارپیچ امتداد در عبوری جریان مقدار (٢

C : r(t) = (3cos t,4t,3sin t) ; 0 ≤ t ≤ 3π,

کنید. محاسبه را F = zi+2j− xk برداری میدان توسط

با است برابر نظر مورد شار مقدار تعریف، کمک به حل:

Fn =

∫
C

F • dr

=

∫ 3π

0
F
(
3cos t,4t,3sin t

)
•
(−3sin t,4,3cos t

)
dt

=

∫ 3π

0

(
3sin t,2,−3cos t

)
•
(−3sin t,4,3cos t

)
dt

=

∫ 3π

0
−dt = −3π.

کنید: محاسبه را C امتداد در F گذرندۀ جریان مورد، هر در تمرین. ۶.۴.٨

1) F = (x,y,z), C : r(t) = (t3, t2, t); −1 ≤ t ≤ 1,

2) F = (x,y)/
√

x2+ y2, C : x2+ y2 = 9,

3) F = (yz, xz, xy), C : y = x2 = z2, y ≤ 4,

4) F = (x,2y), C : x2/3+ y2/3 = 1.
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برداری میدانی F کنید فرض صفحه. در منحنی یک از گذرنده شار محاسبۀ در کاربرد ٧.۴.٨
گذرنده شار است. Ω در منحنی یک C : r(t) ; a ≤ t ≤ b و شده تعریف Ω ناحیۀ سراسر بر که است
بجای و نموده استفاده المانگیری روش از منظور، این برای می کنیم. محاسبه را C منحنی از F توسط
فرض می توانیم شود کاسته بحث کلیت از اینکه بدون می گیریم. نظر در را r(t+dt) تا r(t) از قطعۀ C

همچنین .dr(t) = r(t+ dt)− r(t) است: r(t+dt) تا r(t) از خط پاره از عبارت قطعه این که کنیم
شار ترتیب، این به است. F

(
r(t)

) برابر و ثابت dr(t) سراسر بر F میدان که کنیم فرض می توانیم
در ضرب dr(t) بر عمود امتداد در F

(
r(t)

) تصویر طول با است برابر F(r(t)) توسط dr(t) از گذرنده
داریم دیگر، عبارت به dr(t) طول

dFn ≈ F
(
r(t)

)
•

(
dr(t)
∥dr(t)∥

)⊥
∥dr(t)∥

= F(r(t)) •(dr(t))⊥

=
(
P
(
r(t)

)
,Q

(
r(t)

))
•
(
d y(t),−d x(t)

)
=

(
P
(
x(t),y(t)

)
y′(t)−Q

(
x(t),y(t)

)
x′(t)

)
dt.

از است عبارت F توسط C از عبوری شار کل بنابراین،

Fn =

∫
C

dFn =

∫
C

Pdy−Qdx,

است. دوم نوع خط انتگرال که

مثال. ٨.۴.٨

محاسبه را F = (x,2y)/(x2 + y2) برداری میدان توسط x2 + y2 = 4 منحنی از گذرنده شار (١
کنید.

در می کنیم. پیمایش r(t) =
(
2cos t,2sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π صورت به را منحنی این حل:

از است عبارت C از گذرنده شار نتیجه،

Fn =

∫
C

Pdy−Qdx

=

∫ 2π

0

{ (2cos t)d(2sin t)
(2sin t)2+ (2cos t)2 −

2(2sin t)d(2cos t)
(2sin t)2+ (2cos t)2

}
=

∫ 2π

0

{cos t
2

(2cos t dt)− sin t.(−2sin t dt)
}

=

∫ 2π

0
(1+ sin2 t)dt = 3π.

کنید. محاسبه را F = x2i+2yi برداری میدان توسط C : y = (1− x)2, x2 ≤ 4 از گذرنده شار (٢
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داریم ٧.۴.٨ به توجه با حل:

Fn =

∫
C

Pdy−Qdx

=

∫ 2

−2

{
(1− t)2 d(t2)− (2t2)d(1− t)

}
=

∫ 2

−2

{
(1− t)2(2t)− (2t2)(−1)

}
dt = −32

3
,

⃝ .−2 ≤ t ≤ 2 و y = t2 لذا و x = 1− t کرده ایم فرض C پیمایش برای اینکه توضیح

کنید: محاسبه را F برداری میدان توسط C از عبوری جریان مورد، دو هر در تمرین. ٩.۴.٨

.C : r(t) = t
(
sin t,cos t

)
; 0 ≤ t ≤ π و F =

(
y2,−x2) (١

مثلثاتی. جهت با C : x2+ y2 = 9 و F = (x,y)/
√

x2+ y2 (٢

مثلثاتی. جهت با C : x2/3+ y2/3 = 1 و F =
(
x+ y, x2+ y2) (٣

.C : r(t) =
(
t2,sin t

)
; −π ≤ t ≤ π و F =

(
xy, x2+ y2) (۴

ابقایی میدان ۵ . ٨ بخش

دو B و A کنیم فرض می شود. تعریف Ω مجموعۀ سراسر بر که است برداری میدان یک F کنید فرض
سوأل هستند. B آنها انتهای و A آنها ابتدای که باشند Ω در منحنی دو C2 و C1 و هستند Ω از نقطه
توسط شده انجام کار برابر می کند حرکت C1 بر که متحرکی توسط شده انجام کار آیا که است این
که Ω در متحرکها توسط شده انجام کار آیا مختصر بیان به می کند؟ حرکت C2 بر که است متحرکی
باشد، منفی سوال این پاسخ چنانچه خیر؟ یا دارد، بستگی مسیر انتخاب به دارند قرار F تاثیر تحت

می پردازیم. مفهوم این دقیق مطالعۀ و بیان به ذیلا است. ابقایی Ω بر F می گوئیم

می گوئیم صورتی در می گردد. تعریف Ω بر که است برداری میدانی F کنید فرض . ١ تعریف ١.۵.٨
ابتدای با Ω در واقع C2 و C1 منحنی دو هر و Ω از B و A نقطه دو هر بازاء که است ابقایی Ω بر F
△ شود). توجه ٨ . ۵-الف شکل (به باشد C2 بر F انتگرال برابر C1 بر F انتگرال ،B انتهای و A

است ابقایی Ω بر F می گوئیم صورتی در باشد. Ω بر برداری میدان F کنید فرض . ٢ تعریف ٢.۵.٨
٨ . ۵ -الف شکل (به

∫
C F •dr = 0 باشد: صفر C بر F انتگرال ،Ω در C بستۀ منحنی هر بازاء که

△ شود). توجه

معادلند. ٢ و ١ تعاریف قضیه. ٣.۵.٨
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توصیف :۵ . ٨ شکل
ابقایی میدان تعریف

را Ω در واقع C دلخواه بستۀ منحنی و باشد ابقائی Ω بر ١ تعریف در تعبیر به F کنیم فرض اثبات:
قطعۀ دو و کنیم انتخاب C بر را B و A مثل متفاوت نقطۀ دو اگر صورت، این در می کنیم. انتخاب
C2 و می کند، پیدا ختم B به و شده آغاز A از C1 که C =C1+C2 آنگاه بنامیم، C2 و C1 را حاصل
B به و شده آغاز A از −C2 و C1 منحنی دو هر نتیجه، در می کند. پیدا ختم A به و شده آغاز B از

بنابراین است. مساوی آنها بر F انتگرال لذا و می کنند، پیدا ∫ختم
C

F •dr =
∫

C1

F •dr−
∫
−C2

F •dr = 0,

می باشد. ابقائی Ω بر ٢ تعریف در تعبیر به F لذا و
و C1 منحنی دو و Ω از B و A نقطه دو و باشد ابقائی Ω بر ٢ تعریف در تعبیر به F کنیم فرض
منحنی صورت، این در می کنیم. انتخاب دلخواه صورت به B انتهای و A ابتدای با Ω در واقع C2

نتیجه در است. صفر C بر F انتگرال بنابراین و است، Ω در بسته منحنی یک C =C1−C2∫
C1

F •dr−
∫

C2

F •dr =
∫

C
F •dr = 0,

2 می باشد. ابقائی Ω بر ١ تعریف در تعبیر به F لذا و

این در داریم: ابقایی میدانهای قضیۀ بنام قضیه ای به نیاز برداری میدان بودن ابقایی تحقیق برای
است. شده تشریح ١۴.١٢.۵ در که دارد، وجود شکل ستاره مجموعۀ اصطلاح قضیه

بر که است برداری میدانی F =
(
P,Q,R

) و شکل ستاره مجموعه ای Ω کنید فرض قضیه. ۴.۵.٨
معادلند: زیر احکام صورت، این در می باشد. مشتقپذیر Ω

،Ω در واقع منحنیهای بر F از انتگرالگیری یعنی است، ابقائی Ω مجموعۀ بر F برداری میدان (١
است. مسیر از مستقل

مشتقپذیر f تابعی یعنی است، کامل Ω بر F •dr = Pdx+Qdy+Rdz دیفرانسیلی عبارت (٢
دیگر بعبارت .d f = F •dr که دارد وجود چنان Ω بر

∂ f
∂x
= P,

∂ f
∂y
= Q,

∂ f
∂z
= R. (١ . ٨ )
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معادل بیان به یا

f =
∫

Pdx, f =
∫

Qdy, f =
∫

Rdz. (٢ . ٨ )

آورد. بدست را f می توان انتگرال، سه این مقدار مقایسۀ با که

Ω بر آن دیفرانسیل یعنی است، دقیق Ω بر F •dr = Pdx+Qdy+Rdz دیفرانسیلی عبارت (٣
دیگر بعبارت است. صفر

∂P
∂y
=
∂Q
∂x

,
∂P
∂z
=
∂R
∂x
,

∂Q
∂z
=
∂R
∂y
. (٣ . ٨ )

با Ω در C دلخواه منحنی هر ازای به که دارد وجود گونه ای به Ω بر دیفرانسیلپذیر f تابعی (۴
داریم ،B انتهای و A ∫ابتدای

C
F •dr = f (B)− f (A). (٨ . ۴ )

می نامیم. F برداری میدان پتانسیل را f تابع

به را A مثل Ω از دلخواه نقطۀ هر اگر که باشد نقطه ای H و بوده شکل ستاره Ω کنیم فرض اثبات:
بگیرد. جا Ω در تماماً واصل حط پاره کنیم، وصل آن

(١) که می کنیم اثبات اینجا در است. شده آورده ۵ فصل در قبلا (٣) و (٢) احکام بودن معادل
است. معادل (۴) با نیز (٢) و است معادل (۴) با

این به Ω بر را f حقیقی مقدار با تابع و بوده ابقائی Ω بر F کنیم فرض :(1)⇒ (4) اینکه اثبات
A به H از HA راست خط پاره بر F توسط شده انجام کار برابر f (A) که می کنیم تعریف صورت
در دلخواه منحنی یک C کنیم فرض حال . f (A) :=

∫ 1
0 F((1− t)H + tA)dt دیگر عبارت به باشد،

است بسته Ω در C0 = HA+C−HB منحنی صورت این در باشد. B در انتهای و A در ابتدای با Ω
نتیجه در است. صفر آن بر F انتگرال لذا و

0 =
∫

C0

F •dr

=

∫
HA

F •dr+
∫

C
F •dr−

∫
HB

F •dr

= f (A)+
∫

C
F •dr− f (B),

شد. اثبات (٨ . ۵ ) تساوی بنابراین و

انتهای و A در ابتدای با منحنی دو C2 و C1 و باشد برقرار (۴) کنیم فرض :(4)⇒ (1) اینکه اثبات
مشترک مقدار با

∫
C2

F •dr و
∫

C1
F •dr انتگرال دو هر صورت این در باشند، Ω در واقع B در

است. برقرار (١) لذا و برابرند f (B)− f (A)
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Ci : ri ; a ≤ t ≤ b کنیم فرض کنند. صدق (٢) در Ω و f ،F کنیم فرض :(2)⇒ (4) اینکه اثبات
صورت این در باشند. مشترک انتهای و ابتدای با Ω در دلخواه منحنی دو (i = 1,2 ∫(با

C
F •dr =

∫ b

a
P(r(t)) x′(t)dt+

∫ b

a
Q(r(t))y′(t)dt+

∫ b

a
R(r(t))z′(t)dt

=

∫ b

a

∂ f
∂x

(r(t)).
dx
dt
+
∂ f
∂y

(r(t)).
dy
dt
+
∂ f
∂z

(r(t)).
dz
dt

(1)
=

∫ b

a

d
dt

f (r(t))dt

= f (r(t))
∣∣∣∣b
a
= f (B)− f (A).

است. برقرار (۴) بنابراین است. شده استفاده مشتق زنجیره ای قاعدۀ از (١) در اینکه توضیح

بسیار نقطۀ و Ω از A = (x,y,z) دلخواه نقطۀ باشد. برقرار (۴) کنیم فرض :(4)⇒ (2) اینکه اثبات
به A از خط پاره Cε اگر صورت، این در می گیریم. نظر در را B = A+ (ε,0,0) مانند آن به نزدیک

که دارد وجود چنان ε و ٠ بین δ عددی ،١ عمومی ریاضی از لاگرانژ قضیۀ بنابه آنگاه باشد، B∫
C

F •dr = f (B)− f (A)

=
∂ f
∂x

(x+δ,y,z).ε.

که نمود، پیمایش می توان r(t) = (1− t)A+ tB = (x+ tε,y,z) صورت به را C منحنی طرفی از
نتیجه در .0 ≤ t ≤ 1∫

C
F •dr =

∫ 1

0
P(x+ tε,y,z)dt

= P(x+ε,y,z)−P(x,y,z).

که می شود یافت 0 < δ < ε یک ،0 < ε هر ازای به که شد ثابت پس

P(x+ε,y,z)−P(x,y,z) =
∂ f
∂x

(x+δ,y,z).ε.

.∂ f
∂x

(x,y,z)= P(x,y,z) داریم ،Ω از ای (x,y,z) هر ازای به که می گیریم نتیجه مشتق، یکتایی دلیل به
2 می گردد. نتیجه (١ . ٨ ) در دیگر تساوی دو مشابه صورت به

زیر صورت به را ۵.۵.٨ قضیۀ آنگاه باشند، صفحه در منحنی و برداری میدان اگر که شود توجه
نمود: بیان می توان

برداری میدانی F =
(
P,Q

) و Oxy صفحه در شکل ستاره مجموعه ای Ω کنید فرض قضیه. ۵.۵.٨
معادلند: زیر احکام صورت، این در می باشد. مشتقپذیر Ω بر که است
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،Ω در واقع منحنیهای بر F از انتگرالگیری یعنی است، ابقائی Ω مجموعۀ بر F برداری میدان (١
است. مسیر از مستقل

بر مشتقپذیر f تابعی یعنی است، کامل Ω بر F •dr = Pdx+Qdy دیفرانسیلی عبارت (٢
معادل بیان به یا . fy = Q و fx = P دیگر بعبارت .d f = F •dr که دارد وجود چنان Ω
آورد. بدست را f می توان انتگرال، سه این مقدار مقایسۀ با که ، f =

∫
Qdy و f =

∫
Pdx

صفر Ω بر آن دیفرانسیل یعنی است، دقیق Ω بر F •dr = Pdx+Qdy دیفرانسیلی عبارت (٣
.Py = Qx دیگر بعبارت است.

با Ω در C دلخواه منحنی هر ازای به که دارد وجود گونه ای به Ω بر دیفرانسیلپذیر f تابعی (۴
داریم ،B انتهای و A ∫ابتدای

C
F •dr = f (B)− f (A). (٨ . ۵ )

□ می نامیم. F برداری میدان پتانسیل را f تابع

است. ابقایی R2 بر (
ey− y, xey− x−1

) ضابطۀ با F برداری میدان (١ مثال. ۶.۵.٨

ثانی در و می شود تعریف R2 بر F اولا زیرا،

Py = (ey− y)y = ey−1

= (xey− x+1)x = Qx.

. f = xey− xy− y+ثابت از است عبارت میدان این پتانسیل ترتیب، این به

زیرا نیست، ابقایی F =
(
x2+ y2, xy

) میدان (٢

Px =
(
xy

)
x = y , 2y

=
(
x2+ y2)

y = Qy,

.y = 2y بنابراین و ،y = 0 آن بر که x−محور بر مگر

است، ابقایی R3 بر ،F= (
yz+2xy+z2+1,xz+x2+2yz+1,xy+2xz+y2+1

) برداری میدان (٣
ثانی در و می شود تعریف Ω بر F و است شکل ستاره R3 اولا زیرا

Py =
(
yz+2xy+ z2+1

)
y = z+2x

=
(
xz+ x2+2yz+1

)
x = Qx,

Pz =
(
yz+2xy+ z2+1

)
z = y+2z

=
(
xy+2xz+ y2+1

)
x = Rx,

Qz =
(
xz+ x2+2yz+1

)
z = x+2y
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=
(
xy+2xz+ y2+1

)
y = Ry.

از است عبارت میدان این پتانسیل

f = xyz+ x2y+ y2z+ z2x+ x+ y+ z+ثابت.

زیرا نیست، ابقایی F =
(
x2− z2, xy,z

) برداری میدان (۴

Py =
(
x2− z2)

y = 0 , y =
(
xy

)
x = Qx,

Pz =
(
x2− z2)

z = −2z , 0 =
(
z
)

x = Rx,

Qz =
(
xy

)
z = 0 =

(
z
)
y = Ry,

است. ابقایی محور −x بر تنها میدان یعنی ،y = z = 0 آنکه مگر

کنید. محاسبه را
∫ (3,−4)

(0,1)
(
x+ y

)
dx+

(
x− y

)
dy انتگرال مقدار (۵

این است. F =
(
x+ y, x− y

) و است دلخواه (3,−4) تا (0,1) از C مسیر اینجا در حل:
همچنین و است دیفرانسیلپذیر R2 شکل ستاره مجموعۀ بر F زیرا، است. ابقایی میدان

∂P
∂y
=

(
x+ y

)
y = 1 =

(
x− y

)
x =

∂Q
∂x

.

از است عبارت نیز F پتانسیل بعلاوه،

f =
∫

Pdx

=

∫ (
x+ y

)
dx

=
x2

2
+ xy+A(y),

f =
∫

Qdy

=

∫ (
x− y

)
dy

= xy− y2

2
+B(x),

داریم نتبجه، در . f = x2/2+ xy− y2/2+ثابت بنابراین دلخواهند. توابعی B و A که

∫ (3,−4)

(0,1)
(x+ y)dx+ (x− y)dy =

∫
C

F •dr

= f (3,−4)− f (0,1) = −15.

∫ (1,2,2)

(2,0,0)

xdx+ ydy+ zdz√
x2+ y2+ z2

انتگرال نگذرد. مبداء از (1,2,2) تا (2,0,0) از مسیر که صورتی در (۶

کنید. محاسبه را

نمی گذرد. مبداء از که است (1,2,2) به (2,0,0) از دلخواه منحنی یک C مسأله این در حل:
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قرار 0 ≤ x فضای نیم در کلا یا که کرد تجزیه می توان منحنیها از زنجیره ای به را منحنی این
میدان و شکلند ستاره فضاها نیم این از یک هر چون .x ≤ 0 فضای نیم در کلا یا و دارند

F =
xdx+ ydy+ zdz√

x2+ y2+ z2
,

چون نیز و است مشتقپذیر آنها از یک هر بر

Py =

 x√
x2+ y2+ z2


y

=
−xy

(x2+ y2+ z2)3/2

=

 y√
x2+ y2+ z2


x

= Qx,

Pz =

 x√
x2+ y2+ z2


z

=
−xz

(x2+ y2+ z2)3/2

=

 z√
x2+ y2+ z2


x

= Rx,

Qz =

 y√
x2+ y2+ z2


z

=
−yz

(x2+ y2+ z2)3/2

=

 z√
x2+ y2+ z2


y

= Ry,

به F پتانسیل آوردن بدست برای است. ابقایی F بنابراین دلخواهند. توابعی C و B ،A که
می کنیم: عمل زیر روش

f =
∫

Pdx

=

∫
x√

x2+ y2+ z2
dx

=

√
x2+ y2+ z2+A(y,z),

f =
∫

Qdy

=

∫
y√

x2+ y2+ z2
dy

=

√
x2+ y2+ z2+B(x,z),

f =
∫

Rdz

=

∫
z√

x2+ y2+ z2
dz

=

√
x2+ y2+ z2+C(x,y).

نتیجه در . f =
√

x2+ y2+ z2+ثابت داریم: مورد سه این مقایسهء با ∫بنابراین، (1,2,2)

(2,0,0)

xdx+ ydy+ zdz√
x2+ y2+ z2

= f (1,2,2)− f (2,0,0) = 3−2 = 1.

⃝ ندارد. بالا محاسبه در تاثیری f در ثابت مقدار که شود توجه

چنانچه است. ابقایی مجموعه ای چه بر شده داده میدان که کنید مشخص مورد هر در تمرین. ٧.۵.٨
کنید: مشخص را آن پتانسیل بود، ابقایی F

1) F =
(
x2+ y2, x2,y2+ y

)
, 2) F =

(
1/y− y/x2,1/x− x/y2

)
/

√
x2+ y2,

3) F= (xi+yj)/
√

x2+y2, 4) F = (yi− xj)/
√

x2+ y2,

5) F = (x+ y)i− xyj, 6) F = (x/y) i+ j,

7) F =
(
x,y2,z3

)
, 8) F = (yz−1, xz+1, xy).
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شده خواسته انتهای تا ابتدا از مسیری چه که کنید مشخص کنید. محاسبه را زیر انتگرالهای از یک هر
است. مجاز

9)
∫ (0,1,2)

(0,0,1)
xdx− ydy+ z2 dz, 10)

∫ (2,1)

(1,−1)
(2xy−1)dx+ (x2+1)dy,

11)
∫ (1,1)

(0,1)
(x− y)(dy−dx), 12)

∫ (6,8)

(1,0)

xdx+ ydy√
x2+ y2

,

13)
∫ (3,0)

(−2,−1)
(x4+4xy3)dx+ (6x2y2−5y4)dy,

14)
∫ (0,1,0)

(1,0,0)
(x2−2yz)dx+ (y2−2xz)dy+ (z2−2xy)dz,

15)
∫ (1,−1,2)

(0,1,1)

(x+ y− z)dx+ (x+ y− z)dy+ (x+ y+ z)dz
x2+ y2+ z2+2xy

,

16)
∫ (−1,1,2)

(1,1,1)

(
1−1

y
+

y
z

)
dx+

(
x
z
+

x
y2

)
dy− xy

z2 dz.

آنگاه باشد، ابقایی Ω بر F و باشد A بامرکز شکل ستاره مجموعه ای Ω اگر که دهید نشان (١٧

f (X) =
∫

AX
F •dr

=

∫ 1

0
F
(
(1− t)A+ tX

)
•(X−A)dt,

. f (X) =
∫ 1

0
F
(
tX

)
•Xdt آنگاه باشد، مبدأ A = O اگر . X ∈Ω هر بازاء

گرین قضیۀ ۶ . ٨ بخش

قضیه این کمک به است. ۶.۴.٨ ابقایی میدانهای قضیۀ تعمیم گرین١ قضیۀ که گفت می توان اختصار به
به قضیه این نمود. تبدیل مسیر آن داخل بر دوگانه انتگرال به را بسته مسیر بر خط انتگرال می توان
دو می دهند. تشکیل را برداری انتگرال و دیفرانسیل حساب شالودۀ گاوس و استوکس قضایای همراه
شود. آورده تعریف چند است لازم قضیه، این صورت بیان از قبل آمد. خواهند ٩ فصل در آخر قضیۀ

صورتی در باشد. شده بیان پارامتر یک تنها با C : r(t) ; a ≤ t ≤ b کنید فرض تعریف. ١.۶.٨
می نامیم. بسته منحنی نیز را بسته منحنی چند اجتماع .r(a)= r(b) که است بسته C منحنی می گوئیم

بسیاری مفاهیم است. می زیسته ١٨۴١ تا ١٧٩٣ سالهای بین که است بریتانیایی معروف ریاضی-فیزیکدان گرین، جرج ١

گرین. تابع و پتانسیل نظیر است، مانده بجای ریاضی در او از
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انتهای دو بجز که نمود پیمایش طوری آنرا بتوان که گوئیم قطعی خود بدون صورتی در را C منحنی
پارامتر دو توسط نقطه ای هیچ بعلاوه و نشود پیموده بار دو پارامتر یک توسط نقطه ای هیچ پارامتر، هر
△ باشد. قطعی خود بدون و بسته که گوئیم ژردان صورتی در را C منحنی نشود. پیموده مجزا

مشکل نیستند. g و f ،e ،d که حالی در هستند ژردان c و b ،a موارد ۶ . ٨ شکل در مثال. ٢.۶.٨
⃝ نیست. بسته (e) منحنی و دارند قطعی خود آنها که است آن g و f ،d

:۶ . ٨ شکل
ژردان منحنی

ژردان غیر و

صفحه کل صورت این در باشد. صفحه در ژردان منحنی یک C کنید فرض ژردان. قضیۀ ٣.۶.٨
که طوری نوشت می توان C∪ Int(C)∪Ext(C) مجزای مجموعۀ سه اجتماع صورت به را

نقطه فرد تعدادی در را C مجموعۀ ،C بر مماس غیر و X از آغاز با شعاع هر ⇔ X ∈ Int(C) الف)
کند. قطع

زوج تعدادی در را C مجموعۀ ،C بر مماس غیر و X از آغاز با شعاع هر ⇔ X ∈ Ext(C) ب)
شود، توجه ٨ . ٧ شکل (به می نامیم C بیرون را Ext(C) ،C درون را Int(C) کند. قطع نقطۀ

است). C بیرونی نقطۀ یک X2 و درونی نقطۀ یک X1

استاندارد مثبت جهت از منظور است. D درون با ژردان منحنی یک C کنید فرض تعریف. ۴.۶.٨
شود. توجه ٨ . ٨ شکل به دارد. قرار D مجموعۀ متحرک چپ سمت همواره آن در که است جهتی C بر

بعلاوه و است ژردان منحنی یک C آنگاه .C : x2+ y2 = 4 گیریم (١ مثال. ۵.۶.٨

Int(C) : x2+ y2 < 4, Ext(C) : x2+ y2 > 4.

شود. توجه ٨ . ٩-الف شکل به است. مثلثاتی جهت همان C بر حرکت مثبت جهت
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نقطۀ الف) :٨ . ٧ شکل
بیرونی نقطۀ ب) درونی.

یک درون :٨ . ٨ شکل
جهت و ژردان منحنی

آن بر استاندارد مثبت

دایرۀ خارج و (1,1) و (1,−1) ،(−1,1) ،(−1,−1) رئوس با مربع داخل D کنید فرض (٢
به است. ژردان منحنی یک C صورت این در باشد. D لبۀ C و است x2 + y2 = 1/4

است، مثلثاتی جهت همان مربع اضلاع بر استاندارد مثبت جهت شود. توجه ٨ . ١٠-ب شکل
اینجا در است. مثلثاتی خلاف داخل، دایرۀ بر جهت اما

Int(C) : −1 < x < 1 , −1 < y < 1 , x2+ y2 > 1/4

Ext(C) : ”|x| > 1 , |y| > 1” یا x2+ y2 < 1/4

درون :٨ . ٩ شکل
جهت و ژردان منحنیهای

آن بر استاندارد مثبت

کنید: مشخص را آن بر استاندارد مثبت جهت و منحنی درون مورد هر در تمرین. ۶.۶.٨

1) ”max{|x|, |y|} = 1”∪ ”max{|x|, |y|} = 2”,
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2) |x|+ |y| = 2, 3) x2+4y2 = 4,

4) ”x2+ y2 = 9”∪ ”x2+ y2 = 2x”∪ ”|x|+ |y| = 5”.

کرده مشخص را C درون است. D لبۀ C کنید فرض می شود. معرفی D مجموعه ی مورد هر در
کنید. مشخص را C بر استاندارد مثبت جهت و

5) x2+ y2 ≤ 4 6) 1 ≤ x2+ y2 ≤ 9,

7) x2+ y2 ≤ 9 , |x|+ |y| ≥ 2, 8) 0 ≤ x , 0 ≤ y, x+ y ≤ 1,

9) ”1 ≤ x2+ y2 ≤ 4”∪ ”(x−4)2+ y2 ≤ 1” ∪ ”(x+4)2+ y2 ≤ 1”,

10) x2+ y2 ≤ 100 , 0 ≤ y , 0 ≤ x, (x−2)2+ (y−2)2 ≥ 1.

صورت، این در باشد. C درون با C اجتماع برابر D و بوده ژردان منحنی C اگر داد. قرار ٧.۶.٨
آنگاه باشد، استاندارد مثبت جهت با ژردان منحنی C اگر می نامیم. D لبۀ را C و C = ∂D می نویسیم

می کنیم. استفاده
∮

C
F •dr نماد از

∫
C

F •dr بجای

و باشد آن لبۀ C ژردان منحنی و است صفحه در مجموعه ای D کنید فرض گرین. قضیۀ ٨.۶.٨
پیوسته D بر و مشتقپذیر F = Pi+Qj کنید فرض همچنین باشد. استاندارد مثبت جهت C بر جهت

صورت این در ∮باشد،
C

Pdx+Qdy =
x
D

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dA

چنین y−منظم. هم و است x−منظم هم D که می کنیم اثبات حالتی برای را قضیه ابتدا اثبات:
به را ٨ . ١٠-الف شکل در D ناحیۀ کنیم فرض بنابراین، می نامیم. «منظم» اختصاراً را مجموعه هایی
صورت به را D ناحیۀ مرز صورت این در نوشت. بتواان R : a ≤ x ≤ b , f (x) ≤ y ≤ g(x) صورت

که نمود، پیمایش می توان C = AEB+BFA

−BFA : r(x) = (x, f (x)); a ≤ x ≤ b,

AEB : r(x) = (x,g(x)); a ≤ x ≤ b.

که می گردد ملاحظه ترتیب، این ∮به
C

Pdx =
∫

AEB
Pdx−

∫
−BFA

Pdx

=

∫ b

a

{
P(x,g(x))−P(x, f (x))

}
dx
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=

∫ b

a

[∫ f (x)

g(x)
−∂P
∂y

(x,y)dy
]

dx =
x
D

−∂P
∂y

dA.

در نوشت. بتوان نیز R : c ≤ y ≤ d , m(y) ≤ x ≤ n(y) صورت به را D کنیم فرض مشابه، صورت به
که نمود، پیمایش می توان C = EBF +FAE صورت به را D ناحیۀ مرز صورت این

EBF : r(y) = (n(y),y); c ≤ y ≤ d,

−FAE : r(y) = (m(y),y); c ≤ y ≤ d.

که می گردد ملاحظه ترتیب، این ∮به
C

Qdy =
∫

EBF
Qdy−

∫
−FAE

Qdy

=

∫ d

c

{
Q(n(y),y)−Q(m(y),y)

}
dy

=

∫ d

c

[∫ n(y)

m(y)

∂Q
∂x

dx
]

dy =
x
D

∂Q
∂x

dA.

می گردد. اثبات D نواحی از خاص نوع این برای گرین قضیۀ بالا عبارت دو جمع با اکنون،

:٨ . ١٠ شکل
منظم مجموعۀ الف)

منحنی هر درون ب)
صورت به را ژردانی
مجموعه های از اجتماعی

نوشت می توان منظم

مجموعۀ بنامیم. D را آن درون و باشد، اختیار در C دلخواه ژردان منحنی یک کنید فرض حال
می کنیم. تقسیم D =

∪n
i=1 Di منظم نواحی به y−محور، و x−محور موازی خطوط از استفاده با را D

می کنیم چهتدار طوری را Di مجموعه ها این از یک هر Ci مرز اکنون شود. توجه ٨ . ١٠-ب شکل به
از تا دو هر مشترک فصل در صورت، این در باشد. سازگار C بر انتخابی جهت با آنها جهت که
متفاوتند. جهت نظر از ولی هستند، یکی مجموعه حیث از که دارد وجود منحنی دو مجموعه ها، ∮این

C Pdx+Qdy نتیجه، در است. صفر آنها اجتماع بر F = (P,Q) برداری میدان انتگرال بنابراین
می باشد. منظم مجموعه ای ها Ci از یک هر درون و است، برابر ∑n

i=1

∮
Ci

Pdx+Qdy مجموع با
2 است. درست دلخواه منحنی هر برای گرین قضیۀ بنابراین،

مثال. ٩.۶.٨

و (1,0) ،(0,0) رئوس با C مثلث و F =
(
x+ y, x2+ y2) برداری میدان برای را گرین قضیۀ (١

کنید. تحقیق (0,2)
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:٨ . ١١ شکل
. ٩- ١.۶.٨ مثال الف)
. ٩- ٢.۶.٨ مثال ب)

x = 0 خط (0,2) و (0,0) نقاط از ،y = 0 خط (1,0) و (0,0) نقاط از که می کنیم توجه حل:
به شود). توجه ٨ . ١١-الف شکل (به می گذرد 2x+ y = 2 خط (0,2) و (1,0) نقاط از و
همان آن بر استاندارد مثبت جهت و است ژردان منحنی یک (مثلث) C منحنی ترتیب این
صورت به را C منحنی .(0,2) سپس و (1,0) به (0,0) از یعنی، است؛ مثلثاتی مثبت جهت

می نویسیم: C =C1+C2+C3, خط پاره سه از اجتماعی

C1 : r(t) = (1− t)(0)+ t(i) ; 0 ≤ t ≤ 1

C2 : r(t) = (1− t)(i)+ t(2j) ; 0 ≤ t ≤ 1,

C3 : r(t) = (1− t)(2j)+ t(0) ; 0 ≤ t ≤ 1.

از است عبارت گرین فرمول چپ سمت نتیجه، ∮در
C

Pdx+Qdy=
∮

C
F •dr

=

∫
C1

F •dr+
∫

C2

F •dr+
∫

C3

F •dr

=

∫ 1

0

(
t, t2) •(1,0)dt+

∫ 1

0

(
t+1,5t2−2t+1

)
•
(−1,2

)
dt

+

∫ 1

0

(
2−2t,4(t−1)2) •(0,−2

)
dt

=

∫ 1

0
t dt+

∫ 1

0

(
10t2−5t+1

)
dt−8

∫ 1

0

(
t−1

)2 dt

=

∫ 1

0
(2t2+12t−7)dt =

−1
3
.

مجموعۀ لبۀ C که است روشن می کنیم، مشخص را C درون ابتدا بعدی، مرحلۀ در

D : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 2(1− x)

از است عبارت گرین فرمول راست سمت بنابراین، است.
x
D

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dA =

x
D

(
2x−1

)
dA
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=

∫ 1

0

[∫ 2(1−x)

0

(
2x−1

)
dy

]
dx

=

∫ 1

0

[
2xy− y

]y=2(1−x)

y=0
dx

=

∫ 1

0
2
(
3x−1−2x2)dx =

−1
3
.

دوایر اجتماع از حاصل C منحنی و F =
(
x− y2, x2− y

) برداری میدان برای را گرین قضیۀ (٢
کنید. تحقیق .x2+ y2 = 9 نیز و x2+ y2 = 2x

x2 + y2 = 2x نتیجه در می باشد، دوایر بین ناحیۀ آن درون و است ژردان C منحنی حل:
به کنیم. جهتدار باید مثلثاتی جهت در را x2 + y2 = 9 همچنین و مثلثاتی جهت خلاف در را
و نوشته، C = C1 +C2 مجموع شکل به را C منحنی نتیجه در شود. توجه ٨ . ١١-ب شکل

می کنیم: پیمایش زیر صورت به

C1 : r(t) =
(
1+ sin t,cos t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

C2 : r(t) =
(
3cos t,3sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.

از است عبارت گرین فرمول راست سمت نتیجه، ∮در
C

Pdx+Qdy =
∫

C
F • dr =

∫
C1

F •dr+
∫

C2

F • dr

=

∫ 2π

0

(
1+ sin t− cos2 t,−cos t+1+2sin t+ sin2 t

)
•
(
cos t,−sin t

)
dt

+

∫ 2π

0

(
3cos t−9sin2 t,−3sin t+9cos2 t

)
•
(−3sin t,3cos t

)
dt

=

∫ 2π

0

(
26cos3 t+26sin3 t−16sin t cos t−2sin2 t+ cos t− sin t

)
dt

= −2
∫ 2π

0
sin2 t = −2π.

D : 2x ≤ x2 + y2 ≤ 9 حلقۀ لبۀ C که می کنیم توجه گرین فرمول راست سمت محاسبۀ برای
و D1 : x2 + y2 ≤ 9 که نوشت، می توان D = D1 −D2 تفاضل صورت به آنرا که است،

بنابراین .D2 : x2+ y2 ≤ 2x همچنین
x
D

(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

)
dA =

x
D

(
2x− (−2y)

)
dA = 2

x
D

(
x+ y

)
dA

= 2
x
D1

(
x+ y

)
dA−2

x
D2

(
x+ y

)
dA

= 0−2
∫ 2

0

∫
√

2x−x2

−
√

2x−x2
xdy

 dx
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= −4
∫ 2

0
x
√

2x− x2dx

= −2
3

[
(2x2− x−3)

√
2x− x2+3arcsin(x−1)

]2

0
= −2π.

سوی به مثلثاتی جهت در (a,0) از که باشد x2 + y2 = ax دایرۀ از قسمتی C که صورتی در (٣
انتگرال می شود، پیموده (0,0)

I =
∫

C

(
ex siny−2y

)
dx+

(
ex cosy+ x

)
dy,

کنید. محاسبه را

(0,0) از C1 خط پاره توسط را C منحنی کرد، استفاده گرین قضیۀ از بتوان اینکه برای حل:
صورت این در شود. توجه ٨ . ١٢-الف شکل به می کنیم. تبدیل بسته منحنی یک به (a,0) تا
به را C1 منحنی بعلاوه است. D : x2 + y2 ≤ ax,0 ≤ y دایرۀ نیم لبۀ C +C1 ژردان منحنی

نمود: پیمایش می توان ذیل صورت

C1 : r(t) = (1− t)(0,0)+ t(a,0), 0 ≤ t ≤ 1.

داریم نتیجه، در

I =
∫

C
F •dr

=

∮
C+C1

F •dr−
∫

C1

F •dr

=
x
D

{(
ex cosy+1

)− (
ex cosy−2

)}
dA−

∫ 1

0
F
(
at,0

)
•
(
a,0

)
dt

= 3
x
D

dA−
∫ 1

0

(
0,at+ eat) •(a,0)dt

= 3Area(D) =
3
8
πa2.

مقدار صورت این در است، مختصات مبداء از گذرنده غیر ژردان منحنی یک C کنید فرض (۴
کنید. محاسبه C مختلف وضعیتهای اساس بر را I(C) =

∮
C

xdy−ydx
x2+y2 انتگرال

ب) و باشد، نداشته قرار C منحنی درون در مبداء الف) می گیریم: نظر در حالت دو حل:
باشد. داشته قرار C منحنی بیرون در مبداء

باشد، C درون D اگر زیرا است، صفر I(C) انتگرال گرین، قضیۀ کمک به الف، حالت در
و است مشتق پذیر D بر F =

(
−y/(x2+ y2), x/(x2+ y2)

)
بنابراین ،0 < D چون آنگاه

I(C) =
x
D

{
y2− x2

(x2+ y2)2 −
y2− x2

(x2+ y2)2

}
dA
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=
x
D

0dA = 0.

در و می باشد باز مجموعه ای C درون است، ژردان منحنی یک C چون (ب)، حالت در اما

مثال الف) :٨ . ١٢ شکل
مثال ب) . ٩- ٣.۶.٨

. ۴ -٩.۶.٨

D درون در کاملا R شعاع و O مرکز به دایرۀ که طوری یافت، می توان R مانند عددی نتیجه،
می گیریم. نظر در را دایره این و C اجتماع از حاصل C+C1 ژردان منحنی اکنون می گیرد. قرار
٨ . ١٢-ب شکل به می گردد. باز (الف) حالت به لذا و نیست متعلق C+C1 درون به o دیگر

با است برابر I(C) نتیجه در شود. ∫توجه
C

F •dr =
∮

C+C1

F •dr+
∫
−C1

F •dr

= 0+
∫ 2π

0
F(Rcos t,Rsin t) •(−Rsin t,Rcos t)dt

=

∫ 2π

0

(
− 1

R
sin t,

1
R

cos t
)
•(−Rsin t,Rcos t)dt

=

∫ 2π

0
dt = 2π.

مجموع، در پس

I(C) =
∮

C

xdy− ydx
x2+ y2 =

 0 0 < IntC اگر
2π 0 ∈ IntC اگر

⃝ دارد. وجود بسیاری عمل آزادی C انتخاب در که شود توجه

کنید: تحقیق شده داده میدان و منحنی مورد در را گرین قضیۀ ،٨ تا ١ در تمرین. ١٠.۶.٨

y = x2 سهمی دو به محدود ناحیۀ مرز که است بسته ای منحنی C و F = (2xy− x2, x+ y2) (١
می باشد. x = y2 و

و y = 0 ،x = 1 ،x = 0 خطوط بر واقع اضلاع با است مربعی C و F = (x2− y,2x+ y2) (٢
.y = 1

.C : x2+4y2 = 4 و F = (x, x+ y) (٣
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.C : |x|+ |y| = 1 و F = (x+ y)2i− (x2+ y2)2j (۴

است. (0,3) و (2,0) ،(0,0) رئوس با مثلث C و F = (y2, x2) (۵

می باشد. x2+ y2 = 9 و x2+ y2 = 2x دایرۀ دو اجتماع C و F = (y2, x2) (۶

می باشد. x+ y = 2 و x+ y = 1 ،y = 0 ،x = 0 به محدود ناحیۀ لبۀ C و F = (x2− y2, xy) (٧

است. x2+ y2 = 1 دایرۀ و max
{|x|, |y|} = 2 مربع اجتماع C و F = (x+ y,y) (٨

بگیرید: انتگرال شده داده منحنی بر F برداری میدان از گرین قضیۀ از استفاده با ،١٣ تا ٩ تمرینات در

،(4,0) ،(1,0) رئوس با است مربعی C و F =
√

x2+ y2i+ (xy2 + y ln(x+
√

x2+ y2))j (٩
.(1,5) و (4,5)

.(π/4,π/2) و (π/4,0) ،(0,0) رئوس با است مثلثی C و F = (−ysec2 x, tan x) (١٠

می باشد. سوم ربع در واقع x2+y2 = 4 به محدود دایرۀ ربع مرز C و F = (y2− x2y)i+ xy2j (١١

است. y = x و x = 1 ،y = 0 خطوط به محدود مثلث C و F = (y2− x2, x2+ y2) (١٢

قطبی صفحۀ در 0 ≤ θ ≤ π و 1 ≤ r ≤ 2 ناحیۀ مرز C و F = arctan(y/x)i+ ln(x2 + y2)j (١٣
است.

مرکز به دایرۀ داخل D که کنید محاسبه صورتی در را
∮

C

√
x2+ y2dx+ y

(
x−

√
x2+ y2)dy (١۴

چرا؟ نمود؟ استفاده می توان گرین قضیۀ از آیا باشد. آن لبۀ C و بوده ٣ شعاع و مبداء

می پردازیم: گرین قضیۀ از کاربردی ذکر به اکنون

صورت این در است، C ژردان منحنی درون که باشد صفحه در ناحیه ای D اگر قضیه. ١١.۶.٨

Area(D) =
∮

C
xdy = −

∮
C

ydx

=
1
2

∮
C

xdy− ydx,

□ است. D ناحیه به محدود مساحت

کنید. محاسبه را x2/3+ y2/3 ≤ a2/3 شکل آستروئید ناحیۀ مساحت (١ مثال. ١٢.۶.٨

صورت به را آن که x2/3 + y2/3 = a2/3 از است عبارت C ژردان منحنی اینجا در حل:
خواسته مساحت نتیجه، در .0 ≤ t ≤ 2π که نمود، پیمایش می توان r(t) =

(
acos3 t,asin3 t

)
با است برابر شده

Area(D) =
1
2

∮
C

xdy− ydx
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=
1
2

∫ 2π

0

(
acos3 t

)(
3acos t sin2 t dt

)− (
asin3 t

)(−3asin t cos2 t dt
)

=
3
2

a2
∫ 2π

0

(
sin2 t cos2 t

)
dt

=
3
8

a2
∫ 2π

0
sin2(2t)dt =

3
8
πa2.

آورید. بدست را مختصاتی محورهای و x3+ y3 = x2+ y2 منحنی به محدود مساحت (٢

بدست شده، داده معادلۀ در دادن قرار از پس می کنیم، استفاده y = xt پارامتر تغییر از حل:
متقارن y و x به نسبت معادله چون .y = t(t2 +1)/(t3 +1) و x = (t2 +1)/(t3 +1) می آید
این در .0 ≤ t ≤ 1 یا 0 ≤ xt ≤ x یعنی .0 ≤ y ≤ x و 0 ≤ x کنیم فرض می توانیم هستند،
می توان D : 0 ≤ x , 0 ≤ y , x3 + y3 ≤ x2 + y2 شده خواسته ناحیۀ مساحت بجای صورت
حاصل و کرده محاسبه را D1 : 0 ≤ x , 0 ≤ y ≤ x , x3 + y3 ≤ x2 + y2 ناحیه نصف مساحت

که ،C =C1+C2+C3 از است عبارت مجموعه این مرز نمود. برابر دو را

C1 : r(t) =
t2+1
t3+1

(1, t); 0 ≤ t ≤ 1,

C2 : r(t) = (1− t)(1,1)+ t(0,0); 0 ≤ t ≤ 1,

C3 : r(t) = (1− t)(0,0)+ t(1,0); 0 ≤ t ≤ 1.

با است برابر D مساحت بنابراین شود. توجه ٨ . ١٣ شکل به

Area(D) =
∫ 1

0

(t2+1)2 dt
(t+1)2(t2− t+1)2 +

∫ 1

0
dt+

∫ 1

0
0dt

=
1
9

∫ 1

0

{
4

(t+1)2 +
5

t2− t+1
+

3t
(t2− t+1)2

}
dt+1

=
1
9

[
−4

t+1
+4
√

3arctan
( √3

3
(2t−1)

)
+

t−2
t2− t+1

]1

0
+1

=
4
27

(9+
√

3π).

از قسمتی :٨ . ١٣ شکل
منحنی توسط که اول ربع
شده جدا x3+y3 = x2+y2

است
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کنید: محاسبه گرین قضیۀ بکمک را منحنیها از یک هر به محدود ناحیۀ مساحت تمرین. ١٣.۶.٨

1) (x− x0)2/a2+ (y− y0)2/b2 = 1, 2) r(t) =
t2−1
t2+1

(
1, t

)
, −1 ≤ t ≤ 1,

3) (x/a)3/2+ (y/b)3/2 = 1, 4) (x2+ y2)2 = a2(x2− y2),

5) x3+ y3 = 3axy, 6) r(t) =
(
2cos t− sin2t,sin t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π,

7) (x+ y)n+m+1 = axnym, 0 < a, n,m ∈ N,

8) (x/a)n+ (y/b)n = 1, 0 < a,b, n ∈ N,

9) r(t) =
(
2cos t− cos2t,2sin t− sin2t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π,

10) (x/a)n+ (y/b)n = (x/a)n−1+ (y/b)n+1 , 0 < a,b , n ∈ N.

لغزش بدون (n ∈ N (که R = nr شعاع به دایره ای درون را r شعاع به دایره ای کنید فرض (١١
کنید. محاسبه را منحنی این محدودبه مساحت است. شده حاصل C منحنی و چرخانیده ایم

می نامند. سیکلوئید اپی را منحنی ای چنین

طرح برای داد. تعمیم را میدانها بودن ابقایی خصوص در ۶.۴.٨ قضیۀ می توان گرین قضیۀ کمک به
است. نیاز زیر تعریف به تعمیم این

از نقطه دو هر اولا که گوئیم راهی همبند صورتی در را صفحه از D مجموعۀ زیر تعریف. ١۴.۶.٨
در واقع ژردان منحنی هر درون ثانی در و نمود متصل بهم متناهی بطول منحنی یک توسط بتوان آنرا
△ شود. توجه ١۴ . ٨ شکل به بگیرد. قرار D در تماماً ،D

ابقایی میدان :١۴ . ٨ شکل

این در باشد، D راهی همبند مجموعۀ لبۀ C منحنی اگر (۶.۴.٨ قضیۀ (تعمیم قضیه. ١۵.۶.٨
بر Qx = Py رابطۀ که است آن F = Pi+Qj میدان بودن ابقایی برای کافی و لازم شرط صورت
□ باشد. برقرار Int(D)

۶.۴.٨ قضیۀ حکم همچنان و بوده راهی همبند ولی نباشد شکل ستاره D است ممکن بنابراین
باشد. برقرار



خط انتگرال . ٨ فصل ۴۴۶ گرین قضیۀ . ۶ . ٨

تعریف صفحه از Ω ناحیۀ بر F برداری میدان کنید فرض . ١ گرین قضیۀ فیزیکی تعبیر ١۶.۶.٨
است X0 در مرکز و R شعاع به دایرۀ یک C و است دلخواه نقطه ای X0 ∈ Ω کنیم فرض باشد. شده
F واگرایی را C داخل مساحت بر تقسیم F توسط C از گذرنده شار میزان دارد. قرار Ω در تماماً که

دیگر بیان به کند؛ میل صفر به R که حالی در می کنیم، تعریف C به نسبت X0 در

div(F) = lim
R→0

C از F توسط کل شار
C داخل مساحت

= 2 lim
R→0

(∮
C

Pdy−Qdx
)
÷

(∮
C
−ydx+ xdy

)
.

گرین قضیۀ اکنون .div(F) = Px+Qy صورت این در باشد، دیفرانسیل پذیر F اگر که، می شود ثابت
نمود: تعبیر می توان زیر صورت به را

برابر F = Pi+Qj برداری میدان توسط C ژردان منحنی از گذرنده شار قضیه. ١٧.۶.٨∮
C

Pdy−Qdx =
x
D

(
Px +Qy

)
dA,

□ است. C درون D ناحیۀ بر F میدان واگرایی انتگرال

تعریف صفحه از Ω ناحیۀ بر F برداری میدان کنید فرض . ٢ گرین قضیۀ فیزیکی تعبیر ١٨.۶.٨
است X0 در مرکز و R شعاع به دایرۀ یک C و است دلخواه نقطه ای X0 ∈ Ω کنید فرض باشد. شده
ناحیۀ مساحت بر تقسیم C منحنی امتداد در F توسط گذرنده شار میزان دارد. قرار Ω در تماماً که
با و نامیده X0 در F چرخش را می کند میل صفر به R که هنگامی C به نسبت F چرخش را C داخل

دیگر بیان به می دهیم. نشان Curl(F) نماد

Curl(F)
∣∣∣∣
X0

:= lim
R→0

Cامتداد Fدر شار
Cداخل مساحت

= 2 lim
R→0

(∮
C

Pdx+Qdy
)
÷

(∮
C
−ydx+ xdy

)
.

است. برقرار Curl(F) = Qx − Py رابطۀ صورت این در باشد، دیفرانسیل F اگر که می شود ثابت
نمود: تعبیر می توان زیر صورت به را گرین قضیۀ اکنون

برابر C ژردان منحنی راستای در F برداری میدان توسط گذرنده شار قضیه. ١٩.۶.٨∮
C

Pdx+Qdy =
x
D

(
Qx −Py

)
dA,

□ است. C درون D ناحیۀ بر F چرخش انتگرال



میپل از استفاده . ٨ . ٧ ۴۴٧ خط انتگرال . ٨ فصل

میپل از استفاده ٨ . ٧ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

دستور با را VectorCalculus افزاری نرم بسته ابتدا باید شروع برای اول. نوع خط انتگرال ١.٧.٨
r(t) = (x,y,z) ; a ≤ t ≤ b منحنی معرفی برای ادامه، در کنیم. آماده with(VectorCalculus)

اسکالر تابع انتگرال محاسبه برای اکنون، می کنیم. استفاده Path((x(t),y(t)), t = a..b) دستور از
محاسبات نمونه برای شود. استفاده PathInt(f, [x,y,z] = C) دستور از است کافی C بر f (x,y,z)

می کنیم: محاسبه زیر روش به را ٢.٢.٨ مثال از ١ قسمت در

VectorCalculus افزاری نرم بسته باید ابتدا برداری میدان تعریف برای دوم. نوع خط انتگرال ٢.٧.٨
برای کنیم، معرفی را مطالعه مورد مختصات دستگاه و نموده آماده with(VectorCalculus) دستور با را
می نماییم. آماده را (x,y,z) دکارتی مختصات SetCoordinates(cartesian[x,y,z]) دستور با نمونه
می کنیم. استفاده VectorField(P,Q,R) دستور از F = (P,Q,R) برداری میدان معرفی برای حال
می کنیم. آماده Path((x(t),y(t)), t = a..b) دستور با را r(t) = (x,y,z) ; a ≤ t ≤ b منحنی ادامه، در
نمونه برای شود. استفاده LineInt(F,C) دستور از است کافی C بر F انتگرال محاسبه برای اکنون،

می کنیم: محاسبه زیر روش به را ٢.۴.٨ مثال از ٢ قسمت در محاسبات

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ٣.٧.٨
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm


خط انتگرال . ٨ فصل ۴۴٨ میپل از استفاده . ٨ . ٧



٩ فصل

سط انتگرال

(خیام)
داЦ͇م ϲثاݵی او از Иیال цख़وس ܓ܃راЦ͇م او े ما य़ فلک चخ اպن
ܓ܃راЦ͇م او کاўدر ԙورѓم Άون ما цख़وس عاϮم و دان चاغ ΄ورГࠤد

از گانه دو انتگرال و سو یک از خط انتگرال تعمیم سطح انتگرال که گفت می توان اختصار به
همانند انتگرال این است! الخط منحنی بعدی دو اشیاء بر انتگرال که معنی این به است. دیگر سوی
گرفته انتگرال متغیره) چند (تابع اسکالر میدان یک از که این به بسته است، نوع دو بر خط انتگرال

٢ کنیم. روشن را رویه مفهوم که است لازم ابتدا برداری. میدان یک از یا و شود

سط یا رویه ٩ . ١ بخش

سطح از بخشی یا و تمام رویه ساده، بیان به است. بعدی سه فضای در بعدی دو شیء یک رویه
سهمی گون یک بالایی نیمه یا و کره یک خارجی سطح مانند، است. فضا در صلب جسم یک خارجی

است. شده بریده صفحه یک توسط که بیضوی
دو به را رویه ها کلی، طور به هستند. صلب جسم خارجی سطح از قسمتی یا و تمام رویه ها اغلب

پارامتری. رویه های و جبری رویه های می کنیم: تقسیم کلی دستۀ

است، c عدد به نظیر f تابع تراز سطح S و است متغیره سه تابعی f کنید فرض تعریف. ١.١.٩

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ٢

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

۴۴٩



سطح انتگرال . ٩ فصل ۴۵٠ سطح یا رویه . ٩ . ١

دیفرانسیلپذیر f که نامیم جبری رویۀ را S صورتی در .S : f (x,y,z) = c می نویسیم: اختصار به و
واقع منحنیهای یا و نقاط برخی ازای به f ′(X) , 0 چنانچه . f ′(X) , 0 ای X ∈ S هر ازاء به و بوده
رویۀ نیز را تکه ای جبری رویۀ چند اجتماع می نامیم. تکه ای جبری رویۀ را S نباشد، برقرار S بر
△ می نامیم. تکه ای جبری

جنبه های زیر مثالهای است. شده مطرح تکه ای جبری رویه های از مثالهایی ٩.١۴.۵ قسمت در
دارد. نمونه بینهایت عملا یک هر و دارند کلی

f دامنۀ از مجموعه ای زیر D و بوده متغیره دو تابعی f کنید فرض .y و x از تابعی نمودار ٢.١.٩
رویۀ یک ،S : z= f (x,y) ; (x,y) ∈D مجموعۀ آنگاه باشد، مشتقپذیر D مجموعۀ درون بر f اگر باشد.
S : g(x,y,z) = 0 نوشت می توان آنگاه ،g = f (x,y)− z شود فرض اگر که چرا است. تکه ای جبری

شود: توجه زیر موارد به نمونه، عنوان به .g′ = ( fx, fy,−1) , 0 و

رویۀ صورت، این در .D : x2+ y2 ≤ 4 و f = x2+ y2 کنید فرض (١

S : z = x2+ y2 ; x2+ y2 ≤ 4,

D مجموعۀ برابر xy−صفحه بر آن تصویر که است z = x2 + y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی
شود. توجه ٩ . ١-الف شکل به می باشد.

است. D : x2 + y2 ≤ 9 دایرۀ f دامنۀ صورت، این در . f = 5−
√

9− x2− y2 کنید فرض (٢
رویۀ بعلاوه،

S : z = 5−
√

9− x2− y2 ; x2+ y2 ≤ 9,

⃝ شود. توجه ٩ . ١-ب شکل به است. ٣ شعاع و 5k مرکز به کرۀ پائینی نیمۀ

و ١ قسمت :٩ . ١ شکل
٢.١.٩ مثال از ٢

f دامنۀ از مجموعه ای زیر D و بوده متغیره دو تابعی f کنید فرض .z و x از تابعی نمودار ٣.١.٩
رویۀ یک S : y= f (x,z) ; (x,z) ∈D مجموعۀ آنگاه باشد، مشتقپذیر D مجموعۀ درون بر f اگر باشد.
S : g(x,y,z) = 0 نوشت می توان آنگاه ،g = f (x,z)− y شود فرض اگر که چرا است. تکه ای جبری

شود: توجه زیر موارد به نمونه، عنوان به .g′ = ( fx,−1, fz) , 0 و



سطح یا رویه . ٩ . ١ ۴۵١ سطح انتگرال . ٩ فصل

رویۀ صورت این در D : −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1 و f = x2− z2 کنید فرض (١

S : y = x2− z2, −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1,

xz−صفحه بر آن تصویر که است y−محور راستای در y= x2−z2 هذلولوی سهمی گون از قسمتی
شود. توجه ٩ . ٢-الف شکل به است. D

صورت این در D : −2 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 2 و f = sin(x2+ z2) کنید فرض (٢

S : y = sin(x2+ z2), −2 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 2

⃝ شود. توجه ٩ . ٢-ب شکل به است. xz−صفحه بر D تصویر با تکه ای جبری رویه 

و ١ قسمت :٩ . ٢ شکل
٣.١.٩ مثال از ٢

f دامنۀ از مجموعه ای زیر D و بوده متغیره دو تابعی f کنید فرض .z و y از تابعی نمودار ۴.١.٩
رویۀ یک ،S : x= f (y,z) ; (y,z) ∈D مجموعۀ آنگاه باشد، مشتقپذیر D مجموعۀ درون بر f اگر باشد.
S : g(x,y,z) = 0 نوشت می توان آنگاه ،g = f (y,z)− x شود فرض اگر که چرا است. تکه ای جبری

شود: توجه زیر موارد به نمونه، عنوان به .g′ = (−1, fy, fz) , 0 و

صورت این در D : y2 ≤ 4, y2− z2 ≤ 1 و f =
√

1+ y2− z2 کنید فرض (١

S : x =
√

1+ y2− z2, y2 ≤ 4, y2− z2 ≤ 1,

شکل به است. D توپر هذلولی yz−صفحه بر آن تصویر که است تکه ای جبری رویۀ یک
شود. توجه ٩ . ٣-الف

S : x = y2, y2 ≤ 1, z2 ≤ 1 رویۀ صورت، این در .D : y2 ≤ 1, z2 ≤ 1 و f = y2 کنید فرض (٢
به می باشد. D مستطیل xz−صفحه بر آن تصویر که است x = y2 سهموی استوانۀ از قسمتی
△ شود. توجه ٩ . ٣-ب شکل



سطح انتگرال . ٩ فصل ۴۵٢ سطح یا رویه . ٩ . ١

و ١ قسمت :٩ . ٣ شکل
۴.١.٩ مثال از ٢

زیر Ω و باشد مشتقپذیر و متغیره سه تابعی f کنید فرض متغیره. سه تابع یک تراز سطح ۵.١.٩
همه ازاء به که کنید فرض بعلاوه، .S : f (x,y,z) = a, (x,y,z) ∈ Ω نیز و باشد فضا از مجموعه ای
توجه باشد. صفر مخالف f مشتق (S در منحنیها از متناهی تعداد یا و نقاط از متناهی تعدادی (بجز
نقاطی نباشد. برقرار S از منحنی چند بر نقاط یا و S از نقطه چند در می تواند f ′ , 0 شرط که شود
این در می گوئیم. منظم را نقاط سایر و می نامند تکین را نباشد برقرار f ′ , 0 شرط آن ازاء به که
عنوان به .Ω مجموعۀ با a در f تراز سطح مقطع از است عبارت و است تکه ای رویۀ یک S صورت

شود: توجه زیر موارد به نمونه

صورت این در .a = −1 و Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 9 ، f = x2+ y2− z2 کنید فرض (١

S : x2+ y2− z2 = −1, x2+ y2+ z2 ≤ 9,

: −x2− y2+ z2 = 1, x2+ y2 ≤ 4.

تصویر که است z−محور تقارن محور و مبداء مرکز به پارچۀ دو هذلولی گون یک از قسمتی که
شود. توجه ٩ . ۴-الف شکل به می باشد. x2+ y2 ≤ 4 دایرۀ xy−صفحه بر آن

S : f (x,y) = a صورت این در .a = 1 و Ω = R3 ، f = (
√

x2+ y2 −2)2 + z2 کنید فرض (٢
(2,0,0) در مرکز و یک شعاع به دایره ای دوران از که است تیوب یک شکل به جبری رویه ای
△ شود. توجه ٩ . ۴-ب شکل به می شود. حاصل z−محور حول xy−صفحه در واقع

و ١ قسمت :۴ . ٩ شکل
۵.١.٩ مثال از ٢



سطح یا رویه . ٩ . ١ ۴۵٣ سطح انتگرال . ٩ فصل

شکل شود سعی است. تکه ای جبری رویۀ یک زیر موارد از یک هر که دهید نشان تمرین. ۶.١.٩
بگیرید: کمک می توانید میپل از کار این برای گردد. ترسیم رویه

1) z = xy,−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1, 2) y =
√

x2+ z2,y ≤ 2,0 ≤ x,

3) (x2+ y2)2 = x2− y2, z2 ≤ 1, 4) x2+ y2 = 2z, −1 ≤ y ≤ 2,

5) z = x2+4y2, z ≤ 4, 6) y = x+ z, x2+ z2 ≤ 4,

7) x = 1+
√

1− y2− z2, 8) x = z2, x ≤ 1, y2 ≤ 4,

9) x2+ y2+4z2 = 4, 10) xyz = 30,

11) x3/2+ y3/2+ z3/2 = 1, 12) |x|+ |y|+ |z| = 1,

13) (x2+ y2+ z2)2 = x2y, 14) max
{|x|, |y|, |z|} = 2,

15) x2+ y2+ z2 = xyz, 16)
√

x+
√

y+
√

z = 1.

از مواردی چنین در اغلب ندارد. وجود معادله کمک به رویه یک تعریف امکان موارد از برخی در
داریم. نیاز نقشه تعریف به آن از قبل می شود. استفاده پارامتری روبه های

بنامیم D را دامنه اش اگر که ،r : R2→ R3 شکل به است تابعی نقشه، از منظور تعریف. ٧.١.٩
آنگاه ،r(u,v) =

(
x(u,v),y(u,v),z(u,v)

) بنویسیم و

باشد. کراندار و بسته D دامنۀ (١

باشند. پیوسته D بر z و y ،x متغیرۀ دو توابع یعنی، باشد. پیوسته D بر r (٢

باشند. پذیر مشتق IntD بر z و y ،x متغیرۀ دو توابع یعنی، باشد. هموار IntD بر r (٣

ای (u,v) ∈ IntD هر ازای به آنگاه ،rv =
(
xv,yv,zv

) و ru =
(
xu,yu,zu

) کنیم تعریف اگر (۴
منظم IntD بر r که می شود گفته اصطلاحاً حالت، این در .ru(u,v)×rv(u,v) , 0 باشیم داشته

است.

△ باشد. یکبیک IntD بر r (۵

نامیده پارامتری رویۀ باشد، نقشه چند یا یک برد اجتماع برابر که مجموعه ای تعریف. ٨.١.٩
می شود. نامیده S برای اطلس یک می پوشاند، را S رویۀ آنها برد که نقشه هایی مجموعۀ می شود.
△ می نامیم. S کردن) پارامتره (یا پیمایش را رویه یک برای اطلس تعیین عمل

نمود: مطرح می توان رویه ها نوع این از متنوعی نمونه های مثال. ٩.١.٩
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خارجی سطح S و بوده z = 2 و z =
√

x2+ y2 رویه های به محدود پر تو مخروط Ω کنید فرض (١
٩ . ۵-الف). (شکل است رویه یک S که دهیم نشان می خواهیم باشد. آن

آنگاه D : x2+y2 ≤ 4 اگر می کنیم. تقسیم S 2 و S 1 قطعۀ دو به را S منظور این برای حل:

S 2 : z = 2; (x,y) ∈ D,

S 1 : z =
√

x2+ y2 ; (x,y) ∈ D.

h(u,v) = (u,v,2) نقشۀ برد S 2 و r(u,v) =
(
u,v,
√

u2+ v2
)

نقشۀ برد S 1 که است روشن
البته می باشد. S برای اطلسی A = {

r,h
} صورت این در .(u,v) ∈ D دو هر در که می باشد،

کرد: استفاده دیگری نقشۀ از می توان r بجای مثلا است. سلیقه ای نقشه انتخاب

r(u,v) = (ucosv,usinv,u), 0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 2π.

مکعب خارجی سطح S کنید فرض (٢

Ω : 0 ≤ x ≤ 1,0 ≤ y ≤ 1,0 ≤ z ≤ 1,

منظور، این برای شود). توجه ۵ . ٩ شکل (به است رویه یک S که دهیم نشان می خواهیم است.
است. محدود z = 1 و y = 1 ،x = 1 ،z = 0 ،y = 0 ،x = 0 صفحۀ شش به Ω که می کنیم توجه
که S = S 1∪S 2∪S 3∪S 4∪S 5∪S 6 می کنیم: تقسیم مربع شش به را S اساس همین بر

S 1 : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

S 2 : x = 0, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

S 3 : y = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

S 4 : y = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

S 5 : z = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

S 6 : z = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

نمود: پیمایش می توان زیر شکل به را آنها از یک هر

S 1 : r1(u,v) = (1,u,v), S 2 : r2(u,v) = (0,u,v),

S 3 : r3(u,v) = (u,1,v), S 4 : r4(u,v) = (u,0,v),

S 5 : r5(u,v) = (u,v,1), S 6 : r6(u,v) = (u,v,0).

برای اطلس Aیک = {
r1,r2,r3,r4,r5,r6

} بنابراین .0 ≤ u ≤ 1 و 0 ≤ v ≤ 1 آنها همۀ در که
می باشد. S



سطح یا رویه . ٩ . ١ ۴۵۵ سطح انتگرال . ٩ فصل

و ١ قسمت :۵ . ٩ شکل
٩.١.٩ مثال از ٢

z = 9 و z = 0 صفحات و x2 + y2 = 4 رویۀ به محدود استوانۀ خارجی سطح S کنید فرض (٣
می کنیم: تقسیم قسمت سه به را S منظور این برای است. رویه S که می دهیم نشان می باشد.

S = S 1∪S 2∪S 3, S 1 : z = 9; x2+ y2 ≤ 4,

S 2 : z = 0; x2+ y2 ≤ 4, S 3 : x2+ y2 = 4; 0 ≤ z ≤ 9.

٩ . ۶-الف): شکل (به می کنیم طراحی زیر شرح به نقشه هایی مجموعه، سه این برای

r1(u,v) = (u,v,9) ; u2+ v2 ≤ 4,

r2(u,v) = (u,v,0) ; u2+ v2 ≤ 4,

r3(u,v) = (2cosu,2sinu,v) ; 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 9.

است. S برای اطلسی A = {r1,r2,r3} صورت این در

چرخانده دور نیم یک آنرا و باشد اختیار در بلندی شکل مستطیل کاغذی نوار اگر موبیوس. نوار (۴
است معروف موبیوس نوار بنام که می گردد حاصل شکلی کنیم، وصل بهم آنرا سر دو سپس و

است: زیر نقشۀ از استفاده آن، پیمایش برای روش یک شود). توجه ٩ . ۶-ب شکل (به

r(u,v) =
{
2− vsin

(u
2

)}
cosu i+

{
2− vsin

(u
2

)}
sinu j+ vcos

(u
2

)
k

D : 0 ≤ u ≤ 2π, −1 ≤ v ≤ 1.

شود. توجه ٩.۴.٩ به (چرا؟). دارد رو یک تنها که معنی این به است! ناپذیر جهت رویه این

و ٣ قسمت :۶ . ٩ شکل
٩.١.٩ مثال از ۴
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که f ′ = (−2x,−2y,1) و f (x,y,z)= z− x2−y2 صورت این در .S : z= x2+y2 کنید فرض (۵
که نامیده ایم، بیضوی سهمی گون قبلا را رویه این است. رویه S پس است. صفر مخالف همواره
x = ucosv فرض با شود). توجه ٩ . ٧-الف شکل (به است نامحدود) (یعنی، بی کران رویه ای

آنگاه ،D : 0 ≤ u, 0 ≤ v ≤ 2π اگر بنابراین، .z = u2 که می گیریم نتبجه y = usinv و

S : r(u,v) = (ucosv,usinv,u2) ; (u,v) ∈ D.

شد. نوشته پارامتری شکل به یعنی شد، پارامتره S رویۀ ترتیب، این به

که f ′ = (−2x,1,0) و f (x,y,z) = y− x2 داریم صورت، این در .S : y = x2 کنید فرض (۶
صورت به را رویه این است. رویه S سهموی استوانۀ بنابراین است. صفر مخالف همیشه
شود). توجه ٩ . ٧-ب شکل (به نمود پیمایش می توان زیر S : r(u,v) = (u,u2,v) ; (u,v) ∈ D

نرمال بردار ،X0 = (−2,4,3) نقطۀ در S بر مماس صفحۀ معادلۀ یافتن برای

n = f ′(X0) = (−2x,1,0)|X0 = (4,1,0),

خط معادلۀ است. 4x+y+4 = 0 نظر مورد صفحۀ معادلۀ صورت این در می گیریم. نظر در را
.«x+18= 4y, z= 0» ساده تر یا x+2

4 =
y−4

1 =
z−0

0 از است عبارت نیز X0 نقطۀ در S بر عمود

و ۵ قسمت :٩ . ٧ شکل
٩.١.٩ مثال از ۶

f (x,y,z) = از است عبارت سطح معرف تابع آنگاه .S : x2 + y2 + z2 = 9 کنید فرض (٧
معنی به « f ′(X) = 0 و X ∈ S » شرط پس . f ′ = (2x,2y,2z) بنابراین و x2 + y2 + z2

کراندار رویۀ یک S کرۀ پس می باشد. تناقض که است، «x2+y2+ z2 = 9 و x = y = z = 0»
،ρ= 3 با کروی (مختصات z= 3sinu و y= 3cosusinu ،x= 3cosucosv فرض با است.

نوشت: می توان (θ = u و φ = v

S : r(u,v) = (3cosucosv,3cosusinv,3sinu), (u,v) ∈ D.

شود. توجه ٩ . ٨-الف شکل به .D : −π/2 ≤ u ≤ π/2, 0 ≤ v ≤ 2π آن در که
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، f ′ = (−2x,−2y,2z) بنابراین و f (x,y,z)= z2− x2−y2 آنگاه .S : z2 = x2+y2 کنید فرض (٨
،x = ucosv فرض با می باشد. تکه ای رویۀ یک S پس می گردد. صفر (0,0,0) در تنها S بر که

شکل به را S مخروط z = u و y = usinu

S : r(u,v) = (ucosv,usinv,u), (u,v) ∈ D.

مفروض دامنه آن در که (θ = v و r = z = u با استوانه ای (مختصات نمود پیمایش می توان
⃝ شود. توجه ٩ . ٨-ب شکل به است. D : u ∈ R, 0 ≤ v ≤ 2π

و ٧ قسمت :٩ . ٨ شکل
٩.١.٩ مثال از ٨

نمودار و نموده ترسیم [a,b] بازه در را y = f (x) تابع نمودار کنید فرض دوار. رویه مثال. ١٠.١.٩
ماند: خواهد ثابت x−محور تا نقاط فاصله دوران حین در بدهیم. دوران x−محور حول را حاصل
بشکل را رویه این بود. خواهد y2 + z2 = f 2(x) حاصل رویه معادله نتیجه، در .

√
y2+ z2 = f (x)

نمود: پیمایش می شود ذیل

r(x, θ) =
(
x, f (x)cosθ, f (x) sinθ

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π, a ≤ x ≤ b.

رویه این .y = f (
√

x2+ z2) آورد: بدست را y−محور حول تابع این نمودار می توان مشابه صورت به
نمود: پیمایش می شود ذیل بشکل را

r(y, θ) =
(

f −1(y)cosθ,y, f −1(y) sinθ
)
, 0 ≤ θ ≤ 2π, c ≤ y ≤ d,

و x = f (z) یا و ،z = f (x) تابع نمودار دوران برای . f −1[a,b] = [c,d] است: شده فرض اینجا در که
x = 4z2 سهمی دوران از نمونه، برای نمود. عمل می شود مشابه صورت به نیز ... و y−محور حول ...
می گردد حاصل x2 + y2 = 16z4 یا

√
x2+ y2 = 4z2 معادله به رویه z−محور، حول −1 ≤ z ≤ 1 با

صورت به آنرا که

r(z, θ) =
(
4zcosθ,4zsinθ,z

)
, 0 ≤ θ ≤ 2π, −1 ≤ z ≤ 1,

⃝ نمود. پیمایش می شود
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بیابید: S برای اطلسی است. Ω خارجی سطح S مورد، هر در تمرین. ١١.١.٩

1) Ω : x2+ y2+ z2 = 2x, 2) Ω : x2+4y2+ z2 = 4,

3) Ω : x2+ y2 = 1 , x2+ z2 = 1, 4) Ω : x2+ y2 = 4 , z = 0 , z = 1,

5) Ω : |x|+ |y|+ |z| = 1, 6) Ω : x2/3+ y2/3+ z2/3 = 1,

7) Ω : x2+ y2 = 1 , z = 0 , x+ y+ z = 1, 8) Ω : x = y2,y = x2 , z = 0 , z = 1,

9) Ω : x = 0 , y = 0 , z = 0 , x+ y+ z = 1, 10) Ω : x = 0 , x = 1 , y = z2 , z = 1.

پیمایش را حاصل رویه داده، دوران x−محور حول را 1 ≤ x ≤ 2 که x+ y = 1 راست خط (١١
نمایید. پیمایش و آورده بدست نیز را y−محور حول دوران از حاصل رویه کنید.

کنید. پیمایش را حاصل رویه داده، دوران x−محور حول را 0 ≤ y ≤ 2 که x = z2 +1 سهمی (١٢
نمایید. پیمایش و آورده بدست نیز را z−محور حول دوران از حاصل رویه

کنید. پیمایش را حاصل رویه داده، دوران x−محور حول را 1 ≤ x ≤ 2 که x2− z2 = 1 منحنی (١٣
نمایید. پیمایش و آورده بدست نیز را z−محور حول دوران از حاصل رویه

صورت، این در .X0 = r (u0,v0) و (u0,v0) ∈ IntD ،S :r(u,v); (u,v)∈D گیریم قضیه. ١٢.١.٩
نقطۀ در ru (u0,v0)× rv (u0,v0) لذا و مماسند S به X0 نقطۀ در rv (u0,v0) و ru (u0,v0) بردارهای

می باشد. عمود S به X0

و h(u0) = r(u0,v0) صورت این در بگیرید. نظر در را S بر واقع h(t) = r(t,v0) منحنی اثبات:
مشابه، صورت به است. مماس X0 = r(u0,v0) در S به ru(u0,v0) بنابراین، .h′(u0) = ru(u0,v0)

2 است. بدیهی سوم، مطلب است. مماس X0 = r(u0,v0) در S به rv(u0,v0)

در .( f ′(X0) , 0 (یعنی، است منظم نقطه ای X0 ∈ S و S : f (x,y,z) = c گیریم نتیجه. ١٣.١.٩
است. قائم X0 در S به f ′(X0) صورت، این

.z = h(x,y) نمود: حل z حسب بر مثلا را f (x,y, x) = c رویه معرف معادلۀ است کافی اثبات:
صورت این در می کنیم. پیمایش r(x,y) = (x,y,h(x,y)) صورت به را S رویه سپس،

rx(x0,y0) =
(
1,0,hx(X0)

)
=

(
1,0,− fz

fx

∣∣∣∣
X0

)
,

ry(x0,y0) =
(
0,1,hy(X0)

)
=

(
0,1,− fz

fy

∣∣∣∣
X0

)
.

نتیجه در

rx(x0,y0)× ry(x0,y0) =
( fx

fz

∣∣∣∣
X0
,

fy
fz

∣∣∣∣
X0
,1

)
=

1
fz(X0)

f ′(X0),

2 می گردد. نتیجه ١٢.١.٩ قضیۀ از حکم اکنون، است. f ′(X0) بردار موازی که

است. شده آورده ۵ فصل از ١۴ بخش در آن، نتیجۀ و قضیه این کاربرد خصوص در مثالهایی



اول نوع سطح انتگرال . ٩ . ٢ ۴۵٩ سطح انتگرال . ٩ فصل

اول نوع سط انتگرال ٩ . ٢ بخش

از انتگرال این است. سطح) (یا رویه یک بر اسکالر میدان یک انتگرال اول، نوع سطح انتگرال
برای می باشد. گانه دو انتگرال مفهوم تعمیم دیگر سوی از و است اول نوع خط انتگرال تعمیم سویی

می پردازیم. آن تشریح به که داریم، نیاز مساحت المان مفهوم به انتگرال این تعریف

صورت این در باشد، r(u,v) نقشۀ توسط شده پارامتره رویۀ یک S کنید فرض تعریف. ١.٢.٩
dσ که گفت می توان اختصار به می کنیم. تعریف dσ = ∥ru× rv∥dudv بشکل را S مساحت المان
ru du از عبارت آن ضلع دو که است r(u,v) نقطۀ در S بر مماس کوچک الاضلاع متوازی مساحت

شود). توجه ٩ . ٩ شکل (به هستند ru dv و

رویه یک مساحت المان :٩ . ٩ شکل

نمود: محاسبه می توان زیر شکل به خاص مورد در را مساحت المان قضیه. ٢.٢.٩

،dσ = ∥ f
′∥
| fz|

dxdy =
∥ f ′∥
| fy|

dxdz =
∥ f ′∥
| fx|

dydz آنگاه ،S : f (x,y,z) = 0 اگر الف)

،dσ =
√

1+ ( fx)2+ ( fy)2 dxdy آنگاه S : z = f (x,y)اگر ب)

،dσ =
√

1+ ( fx)2+ ( fz)2 dxdz آنگاه S : y = f (x,z) اگر ج)

.dσ =
√

1+ ( fy)2+ ( fz)2 dydz آنگاه S : x = f (y,z) اگر د)

به را S رویۀ .z = h(x,y) کنیم: حل z حسب بر را f (x,y, x) = c رویه معرف معادلۀ چنانچه اثبات:
نتیجه در نمود. پیمایش می توان r(x,y) =

(
x,y,h(x,y)

) صورت

dσ = ∥rx × ry∥dxdy

=
∥∥∥∥(1,0,hx)× (0,1,hy)

∥∥∥∥dxdy

=
∥∥∥∥(−hx,−hy,1)

∥∥∥∥dxdy =
√

1+h2
x +h2

y dxdy
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=

√
1+

(
− fx

fz

)2
+

(
−

fy
fz

)2
dxdy =

∥ f ′(X0)∥
| fz|

dxdy.

2 اثباتند. قابل مشابه صورت به موارد، سایر

سه تابع =) اسکالر میدان و باشد شده پارامتره رویه ای S : r(u,v) ∈ D کنید فرض تعریف. ٣.٢.٩
صورت، این در بود. شده تعریف آن سراسر بر f (x,y,z) متغیرۀ)

x
(S )

f dσ :=
x
D

f
(
r(u,v)

) ∥ru× rv∥ dudv,

S رویۀ کل ظرفیت برابر مقدار این دیگر، بیان به می کنیم. تعریف S بر f اول نوع سطح انتگرال را
بر را r(u+du,v+dv) و r(u,v+dv) ،r(u+du,v) ،r(u,v) رئوس با کوچک قطعۀ اگر زیرا است،
را rv dv و ru du اضلاع و r(u,v) در رأس یک با الاضلاع متوازی آن بجای آنگاه بگیریم، نظر در S

مقدار نتیجه، در می باشد. f (r(u,v)) برابر و ثابت آن بر f که نمود فرض نیز و گرفت نظر در می توان
f تابع مقدار در الاضلاع متوازی مساحت حاصلضرب با است برابر S از کوچک قطعۀ این ظرفیت
سازندۀ بردارهای خارجی حاصلضرب اندازۀ برابر الاضلاع متوازی این مساحت اما، .r(u,v) نقطۀ در

بنابراین می باشد. آن

dQ = ∥rudu× rvdv∥ f
(
r(u,v)

)
= f

(
r(u,v)

) ∥ru× rv∥ dudv.

محاسبه گانه جدا آنها از یک هر بر را f انتگرال ابتدا باشد، شده تشکیل قسمت چند از S رویۀ چنانچه
می زنیم. جمع را آمده بدست اعداد سپس و نموده

صورت این در می گردد. تعریف S بر که باشد متغیره سه تابعی h و رویه S کنید فرض قضیه. ۴.٢.٩
x
(S )

hdσ=
x
D

h
(
x,y,z(x,y)

) ∥ f ′∥
| fz|

dxdy آنگاه ،S : f (x,y,z(x,y))= a, (x,y) ∈D اگر الف)

x
(S )

hdσ =
x
D

h
(
x,y(x,z),z

) ∥ f ′∥
| fy|

dxdz آنگاه ،S : f (x,y(x,z),z) = a, (x,z) ∈ D اگر ب)

x
(S )

hdσ =
x
D

h
(
x(y,z),y,z

) ∥ f ′∥
| fx|

dydz آنگاه ،S : f (x(y,z),y,z) = a, (y,z) ∈ D اگر ج)

آنگاه ،S : z = f (x,y), (x,y) ∈ D اگر xد)
(S )

hdσ =
x
D

h
(
x,y, f (x,y)

) √
1+ ( fx)2+ ( fy)2 dxdy

آنگاه ،S : y = f (x,z), (x,z) ∈ D اگر xھ)
(S )

hdσ =
x
D

h
(
x, f (x,z),z

) √
1+ ( fx)2+ ( fz)2 dxdz
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آنگاه ،S : x = f (y,z), (y,z) ∈ D اگر xو)
(S )

hdσ =
x
D

h
(
f (y,z),y,z

) √
1+ ( fy)2+ ( fz)2 dydz

□ شود. استفاده ٢.٢.٩ قضیۀ و سطح انتگرال تعریف از است کافی قضیه این اثبات برای

مثال. ۵.٢.٩

کنید. محاسبه را x2+ y2+ z2 = 1 بالایی نیمۀ بر h = 15z3
√

x2+ y2 انتگرال (١

نتیجه در است، f = x2+ y2+ z2 از عبارت S معرف تابع مسأله این در حل:

dσ =
∥ f ′∥
| fz|

dxdy =
∥(2x,2y,2z)∥
|2z| dxdy

=

√
x2+ y2+ z2

z
dxdy =

1
z

dxdy.

بر آن تصویر که z =
√

1− x2− y2 می گیریم نتیجه ،z حسب بر f = 1 معادلۀ حل با طرفی از
داریم ۴.٢.٩ از (الف) قسمت بنابه نتیجه، در .D : x2+ y2 ≤ 1 از است عبارت xy−صفحه

x
(S )

hdσ =
x
D

15z3
√

x2+ y2 1
z

dxdy

= 15
x
D

(1− x2− y2)
√

x2+ y2 dA

= 15
x
D′

(1− r2)r2 dA′

= 15
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 1

0
(1− r2)r2 dr

)
= 4π.

انتگرال .y ≤ 2 و 0 ≤ x که باشد y = x2+ z2 بیضوی گون سهمی از قسمتی S که صورتی در (٢
کنید. محاسبه را S بر h = xz+ y تابع

نتیجه، در . f = x2+ z2− y از است عبارت S رویۀ معرف تابع حل:

dσ =
∥ f ′∥
| fy|

dxdz =
∥(2x,−1,2z)∥
|−1| dxdz

=
√

4x2+4z2+1dxdz.

با نیز و می باشد D : x2+ z2 ≤ 2, 0 ≤ x دایرۀ نیم xz−صفحه، بر S تصویر که این به توجه با
داریم ۴.٢.٩ از (ب) قسمت بنابه نتیجه در ،y = x2+ z2 داریم S بر اینکه به توجه

x
(S )

hdσ =
x
D

(
xz+ (x2+ z2)

) √
4x2+4z2+1dxdz
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=
x
D′

(
r2 cosθ sinθ+ r2) √4r2+1r drdθ

=

∫ 2

0

[∫ π/2

−π/2

(
cosθ sinθ+1

)
r3

√
4r2+1dθ

]
dr

=
1
2

∫ 2

0

[
r3

√
4r2+1(2θ− cos2 θ)

]π/2
−π/2

dr

= π

∫ √
2

0
r3

√
4r2+1dr

(1)
=

π

16

∫ 3

1
u2(u2−1)du =

149
60

π,

و ،u =
√

4r2+1 است شده فرض (١) در که

D′ : −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ r ≤
√

2,

است. rθ−صفحه در D تصویر

yz−صفحه بر آن تصویر و x≤ 0 آن در که باشد x2 = y2+z2 مخروط از قسمتی S که صورتی در (٣
کنید. محاسبه D بر را h = x انتگرال است، D : −1 ≤ z ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 مربع

نتیجه در ، f = y2+ z2− x2 از است عبارت S رویۀ معرف تابع حل:

dσ =
∥ f ′∥
| fx|

dydz =
∥(−2x,2y,2z)∥
|−2x| dydz

=

√
x2+ y2+ z2

|x| dydz.

داریم S رویۀ بر نیز و است D مربع از عبارت yz−صفحه بر S تصویر اینکه به توجه با
داریم ۴.٢.٩ از (ج) قسمت بنابه نتیجه در ،x = −

√
y2+ z2

x
(S )

hdσ =
x
D

−
√

y2+ z2

√
(y2+ z2)+ y2+ z2

| −
√

y2+ z2|
dydz

= −
√

2
x
D

dydz = −Area(D) = −4.

بگیرید. انتگرال دارد قرار اول هشتم یک در که x+y+ z = 1 از قسمتی بر h =
x+ y

x+ y+ z
از (۴

آن در که S : z = 1− x− y ; (x,y) ∈ D مسأله این در که می شود ملاحظه حل:

D′ : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x,
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داریم ۴.٢.٩ از (د) قسمت بنابه نتیجه در است. xy−صفحه بر S تصویر
x
(S )

hdσ =
x
D

x+ y
x+ y+ (1− x− y)

√
1+ (−1)2+ (−1)2 dxdy

=
√

3
x
D

(x+ y)dxdy

=
√

3
∫ 1

0

[∫ 1−x

0
(x+ y)dy

]
dx

=
√

3
∫ 1

0

(
x(1− x)+

1
2

(1− x)2
)

dx =

√
3

2
.

توسط که y = x2 − z2 هذلولوی سهمی گون از قسمتی بر ،h = z/
√

1+4x2+4z2 تابع از (۵
بگیرید. انتگرال است، شده جدا x2+ z2 = 2z استوانۀ

D : x2+z2 ≤ 2z قرص که S : y= x2−z2 ; (x,z) ∈D مسأله این در که می شود ملاحظه حل:
داریم ۴.٢.٩ از (ھ) قسمت بنابه نتیجه در است. xz−صفحه بر S تصویر

x
(S )

hdσ =
x
D

z
√

1+4x2+4z2

√
1+4x2+4z2 dxdz

=
x
D

zdz =
x
D′

r sinθ.r drdθ

=

∫ π

0

[∫ 2sinθ

0
r2 sinθdr

]
dθ

=
8
3

∫ π

0
sin4 θdθ = π.

z = 1 و z = 0 صفحات توسط که x =
√

1− y2 استوانۀ از قسمتی بر h = x(z− y) تابع از (۶
بگیرید. انتگرال است، شده جدا

بر S تصویر D و S : x =
√

1− y2 ; (y,z) ∈ D مسأله این در که می شود ملاحظه حل:
قسمت بنابه نتیجه، در است. D : 0 ≤ z ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 مستطیل از عبارت yz−صفحه،

داریم ۴.٢.٩ قضیۀ از (و)

x
(S )

hdσ =
x
D

√
1− y2(z− y)

√
1+

( −y√
1− y2

)2
+(0)2 dydz

=
x
D

(z− y)dydz

=

∫ 1

0

[∫ 1

−1
(z− y)dy

]
dz

=

∫ 1

0
2zdz = 1.
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بگیرید. انتگرال S : x2+ y2+ z2 = 9 کرۀ بر h = z2/9 تابع از (٧

می کنیم: پیمایش کروی مختصات کمک به را S کرۀ حل:
r(φ,θ) =

(
3cosφcosθ,3cosφsinθ,3sinφ

)
مساحت المان باید ابتدا ،٣.٢.٩ به توجه با .D : −π/2 ≤ φ ≤ π/2, 0 ≤ θ ≤ 2π آن در که

کنیم: محاسبه را dσ =
∥∥∥rθ × rφ

∥∥∥dφdθ

dσ =
∥∥∥(−3sinφcosθ,−3sinφsinθ,3cosφ

)
× (−3cosφsinθ,3cosφcosθ,0

)∥∥∥dφdθ

=
∥∥∥(−9cos2φcosθ,−9cos2φcosθ,−9sinφsinθ

)∥∥∥dφdθ

= 9cosφdφdθ.

داریم نتیجه، در
x
(S )

hdσ =
x
D

1
9

(3sinφ)2 9cosφdφdθ

= 9
(∫ π/2

−π/2
sin2φcosφdφ

)(∫ 2π

0
dθ

)
= 9× 2

3
×2π = 12π.

بوده z = 1 و y = 1 ،x = 1 صفحات و مختصاتی صفحات به محدود مکعب Ω که صورتی در (٨
کنید. محاسبه S بر را h = xyz انتگرال باشد، Ω خارجی سطح S و

تشکیل S = S 1 + S 2 + S 3 + S 4 + S 5 + S 6 شکل مربع قطعه شش از رویه این حل:
می شود:

S 1 : z = 1; (x,y) ∈ Dxy, S 2 : z = 0; (x,y) ∈ Dxy,

S 3 : y = 1; (x,z) ∈ Dxz, S 4 : y = 0; (x,z) ∈ Dxz,

S 5 : x = 1; (y,z) ∈ Dyz, S 6 : x = 0; (y,z) ∈ Dyz,

yz−صفحه و xz−صفحه xy−صفحه، بر S رویه تصویر از عبارت بترتیب Dyz و Dxz ،Dxy که
یعنی، هستند.

Dxy : 0 ≤ x, y ≤ 1, Dxz : 0 ≤ x, z ≤ 1, Dyz : 0 ≤ y, z ≤ 1.

داریم ٣.٢.٩ از (و) و (ھ) (د)، موارد به توجه با نتیجه، در

x
(S )

hdσ =
x
(S 1)

xy(1)
√

1+ (0)2+ (0)2 dxdy+
x
(S 2)

xy(0)
√

1+ (0)2+ (0)2 dxdy
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+
x
(S 3)

x(1)z
√

1+ (0)2+ (0)2 dxdz+
x
(S 4)

x(0)z
√

1+ (0)2+ (0)2 dxdz

+
x
(S 5)

(1)yz
√

1+ (0)2+ (0)2 dydz+
x
(S 6)

(0)yz
√

1+ (0)2+ (0)2 dydz

=
x
Dxy

xydxdy+
x
Dxz

xzdxdz+
x
Dyz

yzdydz

= 3
(∫ 1

0
xdx

)(∫ 1

0
ydy

)
=

3
4
.

از می گردد. حاصل S رویۀ و داده دوران x−محور حول را 0 ≤ x ≤ π که y = sin x منحنی (٩
بگیرید. انتگرال S بر f = 1/

√
2− y2− z2 تابع

کنیم فرض نمود. بیان می توان S : y2+ z2 = sin2 x ; y2+ z2 ≤ 1 صورت به را S رویۀ حل:
داریم ترتیب، این به است. x−محور حول دوران زاویۀ v و u = x

S : r(u,v) =
(
u,sinucosv,sinusinv

)
; (u,v) ∈ D,

نتیجه در .D : 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π آن در که

dσ =
∥∥∥ru× rv

∥∥∥dudv

=
∥∥∥∥(1,cosucosv,cosusinv

)× (
0,−sinusinv,sinucosv

)∥∥∥∥dudv

=
∥∥∥∥(sinucosu,−sinucosv,−sinusinv

)∥∥∥∥dudv

= sinu.
√

1+ cos2 ududv.

xبنابراین
(S )

f dσ =
x
D

1√
2− sin2 u

.sinu.
√

1+ cos2 ududv

=
x
D

sinududv

=

(∫ π

0
sinudu

)(∫ 2π

0
dv

)
= 4π.

بگیرید: انتگرال S بر h از مورد، هر در تمرین. ۶.٢.٩

دارد. قرار xy−صفحه بالای در که z = 2− x2− y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی S و f = z (١

z= a/2 صفحۀ توسط x2+y2+z2 = a2 کرۀ از شده جدا کوچکتر قسمت S و f = z
√

x2+ y2 (٢
است.
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x2+ y2 = 2x استوانۀ توسط که است x2+ y2+ z2 = 4 کرۀ از قسمتی S و f = x2+ y2+ z2 (٣
است. شده جدا

شده جدا y = 1 و y = 0 صفحات توسط که است x2+ z2 = 1 استوانۀ از قسمتی S و f = y (۴
است.

دارد. قرار اول هشتم یک در که است x+ y+ z = 1 صفحۀ از قسمتی S و f = x2+ y2+ z2 (۵

است. x2+ y2+ z2 = 9 از 0 ≤ x فضای نیم در واقع نیمکرۀ S و f = 2z2 (۶

و z = 0 صفحات و x2+ y2 = 1 به محدود توپر استوانۀ خارجی سطح S و f = x2+ y2+ z2 (٧
است. z = 2

و x2 + y2 = 2z2 سطوح توسط که است x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ از قسمتی S و f = x2 (٨
دارد. قرار 0 ≤ x فضای نیم در و می گردد جدا x2+ y2 = 8z2

می باشد. x = 4 صفحۀ و x2 = y2+ z2 به محدود مخروط خارجی سطح S و f = x+2y+3z (٩

است. مختصاتی صفحات و x+ y+ z = 1 صفحۀ به محدود هرم خارجی سطح S و f = z (١٠

y = 1 صفحات و y2 = x2+ z2 به محدود ناقص مخروط خارجی سطح S و f = y
√

x2+ z2 (١١
دارد. قرار 0 ≤ x فضای نیم در و می باشد y = 2 و

است. |x|+ |y|+ |z| = 1 وجهی هشت S و f = |x|3+ |y|3+ |z|3 (١٢

خواص از استفاده با راحتی به آنها همۀ که است، ذیل خواص دارای اول نوع سطح انتگرال
اثباتند: قابل گانه دو انتگرال

رویه S 2 و S 1 ،S و ثابت اعداد b و a متغیره، سه توابع h2 و h1 ،h کنید فرض قضیه. ٧.٢.٩
صورت این در باشد. صفر S 1∩S 2 مساحت که کنیم فرض بعلاوه باشند.

1)
x
(S )

(
ah1+bh2

)
dσ = a

x
(S )

h1 dσ+b
x
(S )

h2 dσ, 5) Area(S ) =
x
(S )

dσ,

2)
x

(S 1+S 2)

hdσ =
x
(S 1)

hdσ+
x
(S 2)

hdσ, 6)

∣∣∣∣∣∣x
(S )

hdσ

∣∣∣∣∣∣ ≤x
(S )

|h|dσ,

3) ∀X ∈ S : h1(X) ≤ h2(X)⇒
x
(S )

h1 dσ ≤
x
(S )

h2 dσ,

4) m.Area(S ) ≤
x
(S )

hdσ ≤ M.Area(S ),

□ .M =max
{
h(X) |X ∈ S

}
و m =min

{
h(X) |X ∈ S

}
اینجا در که

به ،١۴.١.۶ دوگانه انتگرال برای مشابه قضیه و سطح انتگرال تعریف از استفاده با قضیه این
است. اثبات قابل راحتی
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اول نوع سط انتگرال کاربرد ٩ . ٣ بخش

را بعدی سه فضای در بعدی دو اجسام کل ظرفیت اول نوع سطح انتگرال کمک به کلی طور به
انتگرال کمک به آنگاه بدانیم، را رویه یک از نقطه هر جرم چگالی اگر ،مثلا نمود. محاسبه می توان
اصول ابتدا اینجا، در نمود. محاسبه می توان را رویه چرخش شعاع و ثقل مرکز جرم، اول، نوع سطح

می کنیم. تشریح را انتگرال نوع این بکارگیری در کلی

کنید فرض .(u,v) ∈ D که است r(u,v) نقشۀ با رویه یک S کنید فرض المانگیری. روش ١.٣.٩
محاسبۀ برای می گردد. تعریف S سراسر بر که است متغیره ای) سه تابع =) اسکالری میدان h(x,y,z)

رئوس با قطعۀ است کافی منظور این برای می کنیم. محاسبه را ظرفیت المان ابتدا S بر h کل ظرفیت
متوازی با را آن و گرفته نظر در S بر را r(u+ du,v+ dv) و r(u,v+ dv) ،r(u+ du,v) ،r(u,v)

و ثابت قطعه این بر h کنیم فرض سپس بزنیم. تقریب rv dv و ru du بردارهای بر استوار الاضلاع
با است برابر قطعه این ظرفیت ترتیب، این به می باشد. h(r(u,v)) برابر

dQ = الاضلاع متوازی مساحت ×h
(
r(u,v)

)
=

∥∥∥ru du× rv dv
∥∥∥h(r)

= h(r)
∥∥∥ru× rv

∥∥∥dudv.

است: S بر h اول نوع سطح انتگرال برابر S کل ظرفیت نتیجه، در

Q =
x
D

dQ =
x
D

h
(
r(u,v)

)∥ru× rv∥dudv

=
x
S

hdσ.

این انتخاب در که است بدیهی می پردازیم. سطح انتگرال کاربردهای از برخی بیان به ادامه در
گرفته نظر در خوانندگان از بیشتری تعداد برای بودن فهم قابل یعنی مطلب بودن عمومی تنها کاربردها
سطح انتگرال ممکن کاربردهای همۀ از قلیلی تعداد تنها شده داده کاربردهای بنابراین و است شده

می باشند.

کوچک المان یک ظرفیت آنگاه بگیریم، یک برابر و ثابت را h چنانچه مساحت. محاسبۀ ٢.٣.٩
بنابراین، می باشد. S مساحت معنی به S کل ظرفیت نتیجه، در است. آن مساحت معنی به S از

.Area(S ) =
s

(S ) dσ که می گیریم نتیجه

مثال. ٣.٣.٩

دایره (مرکز a < b شعاع به دایره ای حول 0 < a شعاع به دایرۀ دوران از حاصل تیوب مساحت (١
کنید. محاسبه را دارد) قرار دوم دایره بر اول
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از عبارت رویه این معادلۀ حل:

S :
(√

x2+ y2−b
)2
+ z2 = a2.

صورت به که (چرا؟)، است

r(u,v) =
(
(acosu+b)cosv, (acosu+b) sinv,asinu

)
,

D : 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π,

با است برابر آن مساحت المان بعلاوه و است، پیمایش قابل

dσ =
∥∥∥ru× rv

∥∥∥dudv

=
∥∥∥∥(−asinucosv,−asinusinv,acosu

)
× (− (acosu+b) sinv, (acosu+b)cosv,0

)∥∥∥∥dudv

=
∥∥∥∥a(acosu+b)

(−cosusinv,cosucosv,−sinu
)∥∥∥∥dudv

= a(acosu+b)dudv.

با است برابر S کل مساحت نتیجه، در

Area(S ) =
x
(S )

dσ =
x
D

a(acosu+b)dudv

= a
(∫ 2π

0
(acosu+b)du

)(∫ 2π

0
dv

)
= 4π2ab.

دایره این می شود. حاصل ها z محور حول C1 : x2+ z2 = a2 ،y = 0 دایرۀ دوران از شکل این
قرار C2 : x2 + y2 = b2 دایرۀ بر آن مرکز و می گذرد ها z محور از که دارد قرار صفحه ای بر

است! C2 محیط در C1 محیط حاصلضرب برابر S مساحت اینکه، جالب دارد.

شده محدود z = a2 صفحۀ به که z = x2 + y2 بیضوی سهمی گون سطح از قسمتی مساحت (٢
کنید. محاسبه را است

صورت به را رویه این استوانه ای، مختصات کمک به حل:

r(u,v) =
(
ucosv,usinv,u2), (u,v) ∈ D,

مذکور رویۀ مساحت المان نتیجه، در .D : 0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ v ≤ 2π آن در که می کنیم، پیمایش
از است عبارت

dσ =
∥∥∥ru× rv

∥∥∥dudv

=
∥∥∥∥(cosv,sinv,2u

)× (−usinv,ucosv,0
)∥∥∥∥dudv
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=
∥∥∥∥(−2u2 cosv,−2u2 sinv,u

)∥∥∥∥dudv

= u
√

1+4u2 dudv.

با است برابر S مساحت بنابراین،

Area(S ) =
x
(S )

dσ =
x
D

u
√

1+4u2 dudv

=

(∫ 2π

0
dv

)(∫ a

0
u
√

1+4u2 du
)

=
π

6

[
(1+4u2)3/2

]a

0

=
π

6

(
(4a2+1)3/2−1

)
.

xOy صفحه بر R تصویر Dxy و ،P : ax+by+ cz+d = 0 صفحه از ناحیه ای R کنید فرض (٣
گفت؟ می توان چه دیگر صفحات بر تصویر مورد در کنید. مقایسه هم با را آنها مساحت است.

صفر آن بر R تصویر مساحت لذا و است xOy بر عمود P صفحه آنگاه ،c = 0 اگر حل:
صورت به را R رویه صورت، این غیر در است.

R : z =
−1
|c| (ax+by+d), (x,y) ∈ Dxy,

نتیجه در نمود. معرفی می توان

Area(R) =
x
Dxy

√
1+

(−a
c

)2
+

(−b
c

)2
dxdy

=

√
a2+b2+ c2

|c|
x
Dxy

dxdy.

بر را صفحه بر نرمال بردار اگر .t =
√

a2+b2+ c2/|c| که ،Area(R) = tArea(Dxy) یعنی
آنگاه ، (a,b,c)/∥(a,b,c)∥ = (cosα,cosβ,cosγ) یعنی بنویسیم، هادی کسینوسهای حسب
Area(Dxz)= |cosβ|.Area(R) مشابه، صورت به استدلال با .Area(Dxy)= |cosγ|.Area(R)

.Area(Dyz) = |cosα|.Area(R) و

از حاصل سطح مساحت و داده دوران x−محور حول را 0 ≤ x ≤ 2 با y = x2 سهمی نمودار (۴
نمایید. محاسبه را دوران

دوار رویه معادله نتیجه، در است. y = x2 برابر x−محور تا دوار رویه بر نقاط فاصله حل:
صورت به را رویه این .y2+ z2 = x4 دیگر، یعبارت است.

√
y2+ z2 = x2

r(x, θ) =
(
x, x2 cosθ, x2 sinθ

)
, D : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π,
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نتیجه، در می کنیم. پیمایش

A =
x
D

∥rx × rθ∥dxdθ =
x
D

√
1+4x2 dxdθ

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

0

√
1+4x2 dx

)
=
π

2

[
2x

√
1+4x2+ sinh−1(2x)

]2

0

=
π

2
(2
√

17+ sinh−1(4)).

⃝ .sinh−1(4) = ln(4+
√

17) بنابراین، .sinh−1(x) = ln
(
x+
√

1+ x2
)

که شود توجه

کنید: محاسبه را زیر رویه های از یک هر مساحت تمرین. ۴.٣.٩

است. شده جدا z = 4 و z = 1 صفحات توسط که z = x2+ y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی (١

است. شده جدا y = 2 صفحۀ توسط که y2 = x2+4z2 مخروط از قسمتی (٢

است. شده جدا x2+ y2 = 9 استوانۀ توسط که z = x2− y2 هذلولوی سهمی گون از قسمتی (٣

.|x|+ |y|+ |z| = a وجهی هشت بلور سطح (۴

.(x2+ y2+ z2)2 = a2(x2+ y2− z2) رویۀ سطح (۵∗

می آوریم. بدست را S رویۀ و داده دوران x−محور حول را [a;b] بازۀ بر y = f (x) تابع نمودار (۶

بدست را S رویۀ و داده دوران x−محور حول را C : r(t) =
(
x(t),y(t)

)
;a ≤ t ≤ b منحنی (٧

آورده ایم.

کنید. محاسبه را ٩.١.٩ از ۴ مثال در شده آمده موبیوس نوار مساحت (٨

دارای S رویۀ از (x,y,z) نقطۀ کنید فرض رویه. یک ثقل مرکز و جرم محاسبۀ در کاربرد ۵.٣.٩
انتگرال به شبیه کاملا) المانگیری روش بکارگیری با صورت، این در باشد. δ(x,y,z) جرمی چگالی

است: چنین عبارت S رویۀ C = (x0,y0,z0) ثقل مرکز و m جرم که می گردد مشاهده گانه) دو

m =
x
(S )

δdσ, x0 =
1
m

x
(S )

xδdσ,

y0 =
1
m

x
(S )

yδdσ, z0 =
1
m

x
(S )

zδdσ.
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مثال. ۶.٣.٩

δ = x2 + y2 + z2 جرم چگالی دارای z ≤ 2 با z =
√

x2+ y2 مخروط از (x,y,z) نقطۀ گیریم (١
بیابید. را آن ثقل مرکز و جرم است.

می توان D : x2 + y2 ≤ 4 با S : z =
√

x2+ y2 ; (x,y) ∈ D صورت به را رویه این حل:
از عبارت آن مساحت المان نمود. تشریح

dσ =

√
1+

( x√
x2+ y2

)2
+

( y√
x2+ y2

)2
dxdy =

√
2dxdy,

برابر S جرم نتیجه، در است.

m =
x
(S )

δdσ

=
x
D

(
x2+ y2+

(√
x2+ y2)2

)√
2dxdy

= 2
√

2
x
D

(
x2+ y2)dxdy = 2

√
2
x
D′

r2r drdθ

= 2
√

2
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

0
r3 dr

)
= 2
√

2(2π)(4) = 16π
√

2.

صفحۀ بر S ثقل مرکز نمی کند، تغییر −x به x تعویض با آن چگالی تابع و S رویۀ چون است.
مرکز y مختص مشابه دلیل به است. صفر S ثقل مرکز x مختص نتیجه در و دارد قرار x = 0

با است برابر S ثقل مرکز z مختص می باشد. صفر نیز S ثقل

z0 =
1
m

x
(S )

zδdσ

=
1
m

x
D

√
x2+ y22

√
2(x2+ y2)dxdy

=
1

16

x
D

(
x2+ y2)3/2 dxdy =

1
16

x
D′

r3r drdθ

=
1

16

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2

0
r4 dr

)
=

4
5
π.

است. C = (0,0,4π/5) برابر S ثقل مرکز بنابراین،

δ = x+y+z جرم چگالی دارای آن از (x,y,z) نقطۀ که آن بر مشروط واحد، مکعب سطح جرم (٢
آورید. بدست را باشد،
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با است برابر S رویۀ جرم نموده ایم. توصیف ۵.٢.٩ از ٨ قسمت در را رویه این حل:

m =
x
(S )

δdσ

=
x
(S 1)

(
x+ y+1

)
dσ+

x
(S 2)

(
x+ y+0

)
dσ+

x
(S 3)

(
x+1+ z

)
dσ

+
x
(S 4)

(
x+0+ z

)
dσ+

x
(S 5)

(
1+ y+ z

)
dσ+

x
(S 5)

(
0+ y+ z

)
dσ

=
x
Dxy

(
2x+2y+1

)
dσ+

x
Dxz

(
2x+2z+1

)
dσ+

x
Dyz

(
2y+2z+1

)
dσ

= 3
∫ 1

0

(∫ 1

0
(2x+2y+1)dy

)
dx

= 3
∫ 1

0
(2x+2) dx = 9.

بیابید. را ۶.٣.٩ مثال از ٢ قسمت در رویۀ ثقل مرکز مختصات (١ تمرین. ٧.٣.٩

x2 + y2 = 2ax سطح توسط که z =
√

x2+ y2 همگن سطح از بخشی ثقل مرکز مختصات (٢
کنید. محاسبه را است شده بریده

برابر (x,y,z) نقطۀ چگالی و باشد Ω : 0 ≤ x,y,z ≤ 1 واحد مکعب سطح S که صورتی در (٣
بیابید. را S ثقل مرکز و جرم باشد، δ = x2+ y2+ z2

z = 0 صفحات توسط که x2+ y2+ z2 = R2 همگن کرۀ سطح از قسمتی ثقل مرکز مختصات (۴
.0 < a < R اینجا در بیابید. را دارد قرار 0 ≤ y فضای نیم در و است شده جدا z = a و

x+ y+ z = 1 صفحۀ و مختصاتی صفحات به محدود هرم خارجی سطح ثقل مرکز مختصات (۵
باشد. δ = x+2y+3z جرمی چگالی دارای آن از (x,y,z) نقطۀ که بیابید صورتی در را

نقطۀ کنید فرض جرمدار. رویۀ یک چرخش شعاع و ماند گشتاور محاسبۀ در کاربرد ٨.٣.٩
صفحه یک یا و خط یک نقطه، یک P و بوده δ(x,y,z) جرمی چگالی دارای S رویۀ از (x,y,z)

نقطۀ فاصلۀ h که ،IP :=
s

(S ) h2δdσ از است عبارت P حول S ماند گشتاور صورت، این در باشد.
شعاع را RP :=

√
IP/m صورت این در باشد، S جرم m اگر می باشد. P مجموعۀ تا (x,y,z) ∈ S

می نامیم. P حول S چرخش
و xz−صفحه xy−صفحه، z−محور، y−محور، x−محور، ،O مبداء برابر P اگر خاص، حالت در

با برابرند بترتیب P حول S رویۀ ماند گشتاور صورت، این در باشد، yz−صفحه یا

IO =
x
(S )

(
x2+ y2+ z2)δdσ,
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Ix =
x
(S )

(
y2+ z2)δdσ, Iy =

x
(S )

(
x2+ z2)δdσ, Iz =

x
(S )

(
x2+ y2)δdσ,

Ixy =
x
(S )

z2δdσ, Ixz =
x
(S )

y2δdσ, Iyz =
x
(S )

x2δdσ.

مثال. ٩.٣.٩

خورده برش z = 2 و مختصاتی صفحات توسط که باشد x+ y = 1 صفحۀ از قسمتی S اگر (١
محاسبه را مبداء حول S ماند گشتاور باشد، δ = z چگالی دارای (x,y,z) ∈ S نقطۀ و است

کنید.

آن دامنه که نمود، تشریح می توان S : y = 1− x ; (x,z) ∈ D صورت به را رویه این حل:
با است برابر مبداء حول S ماند گشتاور نتیجه، در است. D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2

IO =
x
(S )

(
x2+ y2+ z2)δdσ

=
x
D

(
x2+ (1− x)2+ z2)z √

1+ (−1)2+ (0)2 dxdy

=
√

2
∫ 1

0

[∫ 2

0
z
(
2x2−2x+1+ z2)dz

]
dx

=
√

2
∫ 1

0

{
4x2−4x+6

}
dx =

16
3

√
2.

کنید. محاسبه را z−محور حول x2+ y2+ z2 = R2 چگال کرۀ چرخش شعاع (٢

می کنیم: پیمایش را S و گرفته کمک کروی مختصات از حل:

r(φ,θ) =
(
Rsinφcosθ,Rsinφsinθ,Rcosφ

)
,

D : 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π.

که می گردد ملاحظه ۵.٢.٩ از ٧ قسمت همانند

dσ =
∥∥∥rφ× rθ

∥∥∥dφdθ = R2 sinφdφdθ.

از است عبارت z−محور حول S ماند گشتاور نتیجه، در

Iz(S ) =
x
(S )

(
x2+ y2)δdσ

=
x
D

(R2 sin2φ)δ0R2 sinφdφdθ
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= δ0R4
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π

0
sin3φdφ

)
=

8
3
πδ0R4.

برابر آن جرم است، ثابت S چگالی چون طرفی، از

m =
x
(S )

δdσ = δ0

x
(S )

dσ

= δ0Area(S ) = 4πδ0R2,

توجه است. Rz =
√

Iz/m =
√

2/3R برابر z−محور حول S چرخش شعاع بنابراین، است.
دیگری محور هر حول S چرخش شعاع و ماند گشتاور ،S و δ در موجود تقارن دلیل به که شود
⃝ می باشد. مقدار همین نیز بگذرد مبداء از که

تمرین. ١٠.٣.٩

کنید. محاسبه را z−محور به نسبت x2+ y2+ z2 = a2 همگن کره ماند گشتاور (١

تابع که این فرض با را مختصات مبداء حول max
{|x|, |y|, |z|} = a مکعب سطح ماند گشتاور (٢

کنید. محاسبه است، δ = |x|+ |y|+ |z| سطح چگالی

شده بریده z = 2 و z = 1 صفحات توسط که z2 = x2 + y2 مخروط از قسمتی ماند گشتاور (٣
می باشد. δ = z

√
x2+ y2 جرم چگالی تابع که شود فرض کنید. محاسبه x−محور حول را است

را x/a = y/b = z/c خط حول S : z = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 همگن مربع ماند گشتاور (۴∗

کنید. محاسبه

رویۀ بر h متغیرۀ سه تابع کنید فرض سطح. یک بر تابع یک متوسط محاسبۀ در کاربرد ١١.٣.٩
صورت به را S بر h متوسط باشد. شده تعریف S

mean
S

h =
1

Area(S )

x
(S )

hdσ

است. انتگرال دو قسمت خارج واقع، در نمود. محاسبه می توان

مثال. ١٢.٣.٩

صفحۀ و مختصاتی صفحات به محدود x2+y2 = 4 استوانۀ بر واقع نقاط فاصلۀ مربع متوسط (١
کنید. محاسبه x−محور تا را z = 3
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D : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3 آن در که S : y =
√

4− x2 ; (x,z) ∈ D شکل به را رویه حل:
نتیجه، در می کنیم. پیمایش

Area(S ) =
x
(S )

dσ =
x
D

√
1+

(
−x
√

4− x2

)2

+ (0)2

=
x
D

2dxdz
√

4− x2
= 2

(∫ 3

0
dz

)(∫ 2

−2

dx
√

4− x2

)
= 2

[
z
]3
0

[
arcsin

( x
2

)]2

−2
= 6π.

داریم است، h =
√

y2+ z2 برابر x−محور تا (x,y,z) فاصلۀ که این به توجه با

mean
S

h2 =
1

Area(S )

x
(S )

h2 dσ

=
1

6π

x
D

{
(4− x2)+ z2

} 2dxdz
√

4− x2

=
1

3π

∫ 2

−2

[∫ 3

0

4− x2+ z2
√

4− x2
dz

]
dx

=
1
π

∫ 2

−2

{
3

√
4− x2

+
√

4− x2

}
dx

=
1
π

[
3
2

x
√

4− x2+15arcsin
( x
2

)]2

−2
= 15.

دمای که است x+y+ z = 1 و مختصاتی صفحات به محدود هرم خارجی سطح S کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را رویه این نقاط دمای متوسط است. T = x+ y+ z آن از (x,y,z) نقطۀ

می گردد: تشکیل قطعه چهار از هرم این حل:

S = S 1+S 2+S 3+S 4, S 1 : z = 1− x− y ; (x,y) ∈ Dxy,

S 2 : z = 0; (x,y) ∈ Dxy, S 3 : y = 0; (x,z) ∈ Dxz,

S 4 : x = 0; (y,z) ∈ Dyz, Dxy : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1− x,

Dxz : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ z ≤ 1− x, Dyz : 0 ≤ y ≤ 1 , 0 ≤ z ≤ 1− y,

به هستند. yz−صفحه و xz−صفحه xy−صفحه، بر هرم تصویر بترتیب Dyz و Dxz ،Dxy که
از است عبارت T متوسط ترتیب، این به شود. توجه ٩ . ١٠ شکل

mean
S

T =
x
(S )

T dσ÷
x
(S )

dσ
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=
(x
(S 1)

T dσ+ · · ·
)
÷

(x
(S 1)

dσ+ · · ·
)

(1)
=

(x
(S 1)

T dσ+3
x
(S 2)

T dσ
)
÷

(x
(S 1)

dσ+3
x
(S 2)

dσ
)

=
(x

Dxy

{
x+ y+ (1− x− y)

} √
1+ (−1)2+ (−1)2 dxdy

+3
x
Dxy

(x+ y+0)
√

1+ (0)2+ (0)2 dxdy
)

÷
(x

Dxy

√
1+ (−1)2+ (−1)2 dxdy+3

x
Dxy

√
1+ (0)2+ (0)2 dxdy

)
=

(x
Dxy

{
x+ y+

√
3
}
dxdy

)
÷

(x
Dxy

{
1+
√

3
}
dxdy

)
=

(∫ 1

0

[∫ 1−x

0

{
x+ y+

√
3
}
dy

]
dx

)
÷

({
1+
√

3
}
Area(Dxy)

)
=

1
3
+

√
3

2

÷ √3+1
2
=

7−
√

3
24

.

کرده ایم. استفاده S 3 و S 2 ،S 1 بین موجود تقارن ار (١) در که این توضیح

چگالی و می باشد محدود x2+ y2 = 4x دایرۀ به که باشد xy−صفحه از قسمتی S کنید فرض (٣
خط حول S ماند گشتاور متوسط است. δ = x2 + y2 + z2 برابر آن از (x,y,z) نقطۀ جرم

کنید. محاسبه را x = y = z

از ٢ قسمت :٩ . ١٠ شکل
١٢.٣.٩ مثال

و X0 گاه تکیه با خط تا (x,y,z) نقطۀ فاصلۀ که می کنیم توجه منظور این برای حل:
شده فرض مسأله این در که این به توجه با و است h =

∥∥∥X0X × v
∥∥∥/∥v∥ برابر v هادی

داریم ،v = (1,1,1) و X0 = (0,0,0) است

h =
1
√

3

∥∥∥
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k
x y z
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥∥∥
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=
1
√

3

√
(x− y)2+ (x− z)2+ (y− z)2.

.D : x2+y2 ≤ 4x که نمود، بیان می توان S : z= 0; (x,y) ∈D شکل به را مذکور رویۀ بعلاوه،
از است عبارت S گشتاور نتیجه، در

I =
x
(S )

h2δdσ

=
1
3

(
(x− y)2+ x2+ y2

) √
1+0+0dxdy

=
2
3

x
D

(
x2+ y2− xy

)
dxdy

=
2
3

x
D′

(
1− cosθ sinθ

)
r3 drdθ

=
2
3

∫ π/2

−π/2

[∫ 4cosθ

0

(
1− cosθ sinθ

)
r3 dr

]
dθ

=
32
3

∫ π/2

−π/2
cos3 θ

(
1− cosθ sinθ

)
dθ =

128
9
.

حول S گشتاور متوسط بنابراین است، π×22 = 4π مقدار برابر S مساحت که این به توجه با
⃝ است. meanS I = I/Area(S ) = 32/9π برابر x = y = z خط

تمرین. ١٣.٣.٩

کنید. محاسبه را z ≤ 2 که z = x2+ y2 سطح بر نقاط ارتفاع متوسط (١

x+z= 2 صفحۀ و مختصاتی صفحات توسط که است x+y= 2 صفحۀ از قسمتی S کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را S بر f متوسط . f = x+ y+ z و است شده جدا

آنها حاصلضرب متوسط است. a برابر آنها مجموع که نامنفی اند عدد سه z و y ،x کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را

به اطراف از که δ0 ثابت چگالی با چگال مایع یک از مالامال است مخزنی Ω کنید فرض (۴
z = 2a2 صفحۀ به بالا از و z = x2+ y2 بیضوی سهمی گون به پائین از ،x2+ y2 = a2 استوانۀ

کنید. محاسبه را Ω قاعدۀ سطح بر فشار متوسط است. محدود

متوسط است. δ= |xyz| جرم چگالی دارای x2+y2+z2 = R2 کرۀ از (x,y,z) نقطۀ کنید فرض (۵
کنید. محاسبه را دارد قرار سوم هشتم یک در که کره از قسمت آن جرم
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دوم نوع سط انتگرال ۴ . ٩ بخش

شار مقدار ،S جهتدار سطح بر F برداری میدان دوم نوع سطح انتگرال که گفت می توان ساده بیان به
یک بر جهت مفهوم تا است لازم انتگرال، نوع این تعریف از قبل می باشد. F توسط S از عبوری

کنیم. تشریح را سطح

نقطۀ یک X0 می گوئیم صورتی در باشد. آن از نقطه ای X0 و رویه S کنید فرض تعریف. ١.۴.٩
درونی نقطۀ یک ازای به را X0 که گردد یافت چنان S برای D دامنۀ با r مانند نقشه ای که است منظم
درونی نقطۀ تعریف مشاهدۀ (برای نوشت بتوان r(u0,v0) = X0 صورت به (u0,v0) ∈ Int(D) چون
می دهیم. نشان IntS نماد با و نامیده S درون را S رویۀ منظم نقاط مجموعۀ شود). مراجعه ٣.۶.٨ به

مثال. ٢.۴.٩

جدا z = 4 صفحۀ توسط که است z = x2 + y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی S کنید فرض (١
که نمود، پیمایش می توان r(u,v) =

(
u,v,u2+ v2) نقشه یک تنها توسط را S است. شده

تصویر Int(D) : u2 + v2 < 4 روی از r توسط که نقاطی همۀ نتیجه، در .D : u2 + v2 ≤ 4

شدۀ تصویر نقاط که یافت نمی توان S برای نقشه ای هیچ اما هستند. S منظم نقاط می گردند،
عبارتند S منظم غیر نقاط ترتیب، این به گیرد. بر در منظم نقاط بعنوان را S بر u2+ v2 = 4

z = 4 صفحۀ در 2 شعاع و (0,0,4) مرکز به دایره ای که S − Int(S ) : x2+ y2 = 4, z = 4 از
شود. توجه ٩ . ١١-الف شکل به است.

برای (کروی) جغرافیایی نقشۀ بینهایت ،عملا باشد. R شعاع و X0 مرکز به کرۀ S کنیم فرض (٢
شرح به نقشه ای حال باشند. یکه متعامد بردار سه c و b ،a کنیم فرض نمود. تهیه می توان S

می کنیم: تعریف زیر

r(φ,θ) = X0+
(
Rcosφcosθ

)
a+

(
Rcosφsinθ

)
b+

(
Rsinφ

)
c,

D : 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π.

مربع از r توسط که نقاطی تمام است، Int(D) : 0 < φ < π, 0 < θ < 2π برلبر D درون چون
از ظاهراً S بر نیمدایره یک تنها که شود توجه منظمند. نقاط می شوند، تصویر S بر Int(D)

c و b ،a بردارهای چون اما، شود). توجه ٩ . ١١ -ب (به است شده تشکیل منظم غیر نقاط
منظمند. S کرۀ تمام دلخواهند،

سطح S و است مختصاتی صفحات و x+ y+ z = 1 صفحۀ به محدود هرم Ω کنید فرض (٣
پوشانیدن برای زیر شرح به نقشه چهار شود). توجه ٩ . ١٠ شکل (به می باشد آن خارجی

شود): توجه ١٢.٣.٩ از ٢ قسمت (به نمود مطرح می توان S چهارتکۀ

r1(u,v) = (u,v,1−u− v), r2(u,v) = (u,v,0),
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قسمتهای :٩ . ١١ شکل
٢.۴.٩ از ٢ و ١

r3(u,v) = (u,0,v), r4(u,v) = (0,u,v).

است. متعلق D : 0 ≤ u ≤ 1 , 0 ≤ v ≤ 1− u مجموعۀ به (u,v) آنها تای چهار هر در که
و گوشه ها از عبارتند که نقاط سایر منظمند. آن نقاط تمام ،S هرم ضلع چهار بجز بنابراین،
⃝ منظمند. غیر وضوح به ،S یالهای

کنید: مشخص را شده داده رویۀ منظم نقاط مجموعۀ زیر، موارد از یک هر در تمرین. ٣.۴.٩

جدا y = 1 و x = 1 صفحات و مختصاتی صفحات توسط که است z = 2 صفحۀ از قسمتی S (١
است. شده

است. شده جدا x+ z = 9 و z = 0 صفحات توسط که است x2+y2 = 4 استوانۀ از قسمتی S (٢

است. شده جدا x = 2 و x = 1 صفحات توسط که است x2 = y2+ z2 مخروط از قسمتی S (٣

است. واحد مکعب سطح S (۴

نقشه یک r کنیم فرض می باشد. آن از منظم نقطه ای X0 و است رویه S کنید فرض تعریف. ۴.۴.٩
بردارهای صورت، این در .r(u0,v0) = X0 که طوری است S برای

n = ± ru(u0,v0)× rv(u0,v0)∥∥∥ru(u0,v0)× rv(u0,v0)
∥∥∥

مستقل ±n که می شود ثابت است. یک برابر آنها از کدام هر طول و عمودند S به X0 نقطۀ در
صورت این در داد، توضیح را X0 بتوان نیز دیگری نقشۀ با اگر یعنی، هستند. r نقشۀ انتخاب از
بردار دو تنها و دو S رویۀ از منظم نقطۀ هر در بنابراین، بود. خواهند −n و n برای حاصل بردارهای
△ دارد. وجود قائم یکۀ

است: استنتاج قابل ١٣.١.٩ قضیۀ از راحتی به زیر قضیۀ

نمود: تهیه می توان زیر شکل به خاص، حالتهای در را −n و n بردارهای قضیه. ۵.۴.٩
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.n = ± f ′

∥ f ′∥ = ±
(
fx, fy, fz

)
/
√

f 2
x + f 2

y + f 2
z آنگاه ،S :, f (x,y,z) = a اگر الف)

.n = ±( fx, fy,−1
)
/
√

1+ f 2
x + f 2

y آنگاه ،S : z = f (x,y) اگر ب)

.n = ±( fx,−1, fz
)
/

√
1+ f 2

x + f 2
z آنگاه ،S : y = f (x,z) اگر ج)

.n = ±(−1, fy, fz
)
/
√

1+ f 2
y + f 2

z آنگاه ،S : z = f (y,z) اگر د)

:٩ . ١٢ شکل
یک برد بر جهت الف)

نقشه
جهتدارِ نقشۀ دو ب)

سازگار

±n و D یکپارچۀ) (یعنی، همبند دامنۀ با S از نقشه ای r و بوده رویه S کنیم فرض تعریف. ۶.۴.٩
از r(D) قطعۀ بر جهت از منظور شود). توجه ۴.۴.٩ (به باشند r به نظیر S بر قائم یکۀ بردارهای
بر جهت دو تنها ترتیب، این به که شود توجه می باشد. آن نقاط همۀ در −n یا و n انتخاب D رویۀ
دامنه های با S برای r2 و r1 نقشۀ دو شود). توجه ٩ . ١٢-الف شکل (به است تعریف قابل r(D)

باشد یکی r1(D1)∩r2(D2) مجموعۀ بر دو آن جهت که گوئیم سازگار صورتی در را D2 و D1 بترتیب
نقشۀ تعدادی توسط را آن که گوئیم جهتپذیر صورتی در را S رویۀ شود). توجه ٩ . ١٢-ب شکل (به
انتخاب جهتی آن قطعات از یک هر بر که است جهتپذیر رویه ای جهتدار رویۀ پوشانید. بتوان سازگار

برابرند. مشترک دامنه های بر انتخابی جهات و است شده
وارون جهت با منتهی مجموعه عنوان به S رویۀ همان −S از منظور باشد، جهتدار رویه ای S اگر
ذکر به لازم می کنیم. استفاده −n از −S بر اکنون باشد، شده استفاده n از S بر قبلا اگر یعنی، است.
می توان S قطعۀ بر متفاوت جهت 2k صورت این در باشد، مجزا تکۀ k دارای S رویۀ اگر که است

نمود. تعریف

مثال. ٧.۴.٩

این دارد. قرار xy−صفحه بالای در که باشد x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ از قسمتی S کنید فرض (١
شکل به را رویه

S : x2+ y2+ z2 = 9, 0 ≤ z ; (x,y) ∈ D, D : x2+ y2 ≤ 9,
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از عبارتند S بر قائم یکۀ بردارهای ،۵.۴.٩ قضیۀ از الف قسمت بنابه می کنیم. بیان

n = ± f ′

∥ f ′∥ = ±
(
2x,2y,2z

)√
(2x)2+ (2y)2+ (2z)2

=
±1
3

(
x,y,

√
9− x2− y2

)
,

n جهت با S رویۀ ٩ . ١٣-الف شکل در می باشد. S رویۀ معرف تابع f = x2 + y2 + z2 که
است. شده داده نشان

قسمتهای :٩ . ١٣ شکل
٧.۴.٩ از ٢ و ١

است. خورده برش z = 4 صفحۀ توسط که باشد z2 = x2+y2 مخروط از قسمتی S کنید فرض (٢

.D : x2+y2 ≤ 16 که نمود، بیان می توان S : z =
√

x2+ y2 ; (x,y) ∈ D شکل به را رویه این
از عبارتند S بر قائم یکۀ بردارهای ،۵.۴.٩ از ب قسمت بنابه اکنون

n = ±

( x√
x2+ y2

,
y√

x2+ y2
,−1

)
√

1+
( x√

x2+ y2

)2
+

( y√
x2+ y2

)2

=
±1
√

2

( x√
x2+ y2

,
y√

x2+ y2
,−1

)
.

بالا به رو −n کنیم، انتخاب را − اگر و بود خواهد پائین به رو n کنیم، انتخاب را + چنانچه
شود. توجه ٩ . ١٣-ب شکل به بود. خواهد

و z = 0 ،y = 4 صفحات توسط که باشد y = x2 سهموی استوانۀ از قسمتی S کنید فرض (٣
بیان می توان S : y = x2 ; (x,z) ∈ D شکل به را S صورت، این در است. شده جدا z = 2

S بر قائم یکۀ بردارهای ،۵.۴.٩ از (ج) قسمت بنابه و D : −2 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ z ≤ 2 که نمود،
از عبارتند

n = ±
(
2x,−1,0

)√
(2x)2+ (−1)2+ (0)2

=
±1

√
1+4x2

(
2x,−1,0

)
.
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کنیم، انتخاب را − اگر و بود خواهد y−محور منفی قسمت به رو n کنیم، انتخاب را + چنانچه
شود. توجه ٩ . ١۴-الف شکل به بود. خواهد y−محور مثبت قسمت به رو −n

قرار اول هشتم یک در که باشد x = 9− y2− z2 بیضوی سهموی گون از قسمتی S کنید فرض (۴
که نمود، بیان می توان S : x = 9− y2 − z2 ; (y,z) ∈ D شکل به را S صورت، این در دارد.
S بر قائم یکۀ بردارهای ،۵.۴.٩ قضیه از (د) قسمت بنابه و D : y2+ z2 ≤ 9 , 0 ≤ y, 0 ≤ z

از عبارتند

n = ±
(−1,−2y,−2z

)√
(−1)2+ (−2y)2+ (−2z)2

=
∓1√

1+4y2+4z2

(
1,2y,2z

)
.

کنیم، انتخاب را − اگر و بود خواهد x−محور منفی قسمت به رو n کنیم، انتخاب را + چنانچه
شود. توجه ٩ . ١۴-ب شکل به بود. خواهد x−محور مثبت قسمت به رو −n

قسمتهای :١۴ . ٩ شکل
٧.۴.٩ از ۴ و ٣

می خواهیم طوری را S بر جهت باشد. آن خارجی سطح S و واحد مکعب Ω کنید فرض (۵
که می شود گفته اصطلاحاً حالت این (در باشد Ω از خارج سمت به همواره که کنیم انتخاب
تکه شش به ٩.١.٩ از ٢ قسمت مانند را S ابتدا منظور این برای است). برونسوی جهت
اکنون شود. توجه ٩ . ۵-ب شکل به می کنیم. پیمایش جداگانه را قطعه هر سپس و نموده تقسیم

داریم فرض مطابق آنگاه باشد، S i بر جهت بردار ni اگر

n1 = i, n2 = −i, n3 = j,

n4 = −j, n5 = k, n6 = −k.

می توان مختلف صورت 26 = 64 به را S که است ذکر شایان شود. توجه ٩ . ١۵-الف شکل به
کنید. مجسم خود برای را آنها از نمونه چند تمرین عنوان به نمود! جهتدار

محدود z = 4 صفحۀ و x2+y2 = 9 استوانۀ به که است اول هشتم یک از قسمتی Ω کنید فرض (۶
بردار همواره که کنیم جهتدار می خواهیم طوری را S می باشد. آن خارجی سطح S و است شده

باشد. Ω از بیرون به رو n
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می نویسیم: زیر شرح به رویه پنج از اجتماعی شکل به را S ابتدا منظور، این برای

S = S 1+S 2+S 3+S 4+S 5, S 1 : x2+ y2 = 9, 0 ≤ x, 0 ≤ y, 0 ≤ z ≤ 4,

S 2 : z = 4, x2+ y2 ≤ 9, 0 ≤ x, 0 ≤ y, S 3 : z = 0, x2+ y2 ≤ 9, 0 ≤ x, 0 ≤ y,

S 4 : y = 0, 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ z ≤ 4, S 5 : x = 0, 0 ≤ y ≤ 3, 0 ≤ z ≤ 4.

این در باشد، S i بر قائم یکۀ بردار ni اگر که می گردد ملاحظه ۵.۴.٩ قضیۀ به توجه با اکنون
و n5 = ∓i و n3 = ∓k صورت

n1 = ±

( −x
√

9− x2
,−1,0

)
√( −x
√

9− x2

)2
+ (−1)2+ (0)2

=
∓1
3

(
x,

√
9− x2,0

)
,

n2 = ±
(
0,0,−1

)√
(0)2+ (0)2+ (−1)2

= ∓k,

n4 = ±
(
0,−1,0

)√
(0)2+ (−1)2+ (0)2

= ∓j.

علامتهای از ١۵ . ٩ شکل به توجه با باشد، بیرون به رو حال هر در n که است شده خواسته چون
می کنیم. استفاده n5 و n4 ،n3 ،n2 ،n1 بردارهای برای بترتیب + و + ،+ ،- ،+

:١۵ . ٩ شکل
۶ و ۵ قسمتهای

٧.۴.٩ از

کنید مشخص مورد هر در کنید. جهتدار دلخواه به را شده معرفی های رویه از یک هر تمرین. ٨.۴.٩
نمود. تعریف می توان شده داده رویۀ بر مختلف جهت چند که

.0 ≤ z که x2+ y2+ z2 = 9x کرۀ از قسمتی (١

.y ≤ 0 که x2+ y2+ z2 = 9 کرۀ از قسمتی (٢
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دارد. قرار z = −1 و z = 1 صفحات بین که x2+ y2 = 2z2 مخروط از قسمتی (٣

.x+ z = 5 و z = 0 صفحات و 4x2+ y2 = 4 به محدود توپر استوانۀ خارجی سطح (۴

.max{|x|, |y|, |z|} = a مکعب سطح (۵

.|x|+ |y|+ |z| = a وجهی هشت بلور (۶

.z = 2 و z = 1 صفحات و x2+ y2 = 4z2 مخروط به محدود جسم خارجی سطح (٧

.x+ z = 2 و x+ y = 2 صفحات و مختصاتی صفحات به محدود جسم خارجی سطح (٨

.x2+ z2 = 4 و x2+ y2 = 4 مستدیر استوانه های به محدود مجموعۀ (٩

برای سازگار نقشۀ متناهی تعدادی نتوان یعنی نباشد، جهتپذیر است ممکن رویه یادداشت. ٩.۴.٩
عبارتند جهت ناپذیر رویه های ترین معروف بپوشانند. را رویه سطح کاملا که نمود معرفی طوری رویه

کلاین: بطری و موبیوس نوار از

شود. توجه ٩ . ۶-ب شکل به موبیوس. نوار •

شده ساخته لاستیکی جنس یک از که باشد بلندی مستطیل U کنید فرض کلاین. بطری •
BC ضلع بر طوری را AD ضلع چنانچه بنامیم. D و C ،B ،A بترتیب را آن رئوس و است
١۶ . ٩ شکل به رسید. خواهیم استوانه یک به شود، منطبق D بر C و B بر A که دهیم قرار
،D بر A انطباق بر علاوه که می دهیم قرار طوری CD حلقۀ بر را AB حلقۀ حال شود. توجه
بطری بنام رویه ای به ترتیب، این به گردد. منطبق نیز DC حلقۀ بر جهت با AB حلقۀ بر جهت

چرا؟ دارد. رو یک تنها زیرا است، جهتپذیر نیز رویه این می رسیم. کلاین

:١۶ . ٩ شکل
کلاین بطری

برداری میدان تأثیر تحت و است n جهت بردار با جهتدار رویۀ یک S کنید فرض تعریف. ١٠.۴.٩
می کنیم. تعریف

s
(S ) F •ndσ بشکل را S بر F دوم نوع سطح انتگرال صورت این در دارد، قرار F

△ می باشد. S بر متغیره) سه تابعی (یعنی، اسکالر میدان یک f = F •n که شود توجه
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رویه های S 2 و S 1 ،S و حقیقی اعداد b و a برداری، میدان F2 و F1 ،F کنید فرض قضیه. ١١.۴.٩
صورت این در می باشد. صفر S 1∩S 2 مساحت و جهتپذیرند

1)
x
(S )

(aF1+bF2) •ndσ = a
x
(S )

F1 •ndσ+b
x
(S )

F2 •ndσ,

2)
x

(S 1∪S 2)

F •ndσ =
x
(S 1)

F •ndσ+
x
(S 2)

F •ndσ,

3)
x

(−S )

F •ndσ = −
x
(S )

F •ndσ.

به ،١۴.١.۶ دوگانه انتگرال برای مشابه قضیه و سطح انتگرال تعریف از استفاده با قضیه این
است. اثبات قابل راحتی

مثال. ١٢.۴.٩

خورده برش z = 2 صفحۀ توسط که باشد z = 1+ x2+y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی S اگر (١
کنید. محاسبه را S بر F =

(
x2,y2,z2) برداری میدان انتگرال باشد، پائین به رو n و

آن در که نمود، معرفی می توان S : z = 1+ x2 + y2 ; (x,y) ∈ D صورت به را S رویۀ حل:
صورت این در شود. توجه ٩ . ١٧-الف شکل به .D : x2+ y2 ≤ 1

n = ±
(
2x,2y,−1

)√
(2x)2+ (2y)2+ (−1)2

انتخاب را + حالت باشد) منفی n از z مختص (یعنی، باشد پائین به رو n است قرار چون که
نتیجه، در .dσ =

√
(2x)2+ (2y)2+ (−1)2 dxdy بعلاوه، می کنیم.

x
(S )

F •ndσ =
x
D

(
x2,y2, (1+ x2+ y2)2) • (

2x,2y,−1
)√

1+4x2+4y2

√
1+4x2+4y2 dxdy

=
x
D

{
2x3+2y3− (1+ x2+ y2)2

}
dxdy

(1)
= −

x
D

(1+ x2+ y2)2 dxdy
(2)
= −

x
D′

(1+ r2)2r drdθ

= −
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 1

0
(1+ r2)2r dr

)
=
−7π

3
.

دو بنابراین و شده استفاده D دامنۀ تقارن و y3 و x3 توابع بودن فرد از (١) در که این توضیح
D قطبی تصویر D′ و گردیده استفاده قطبی مختصات تغییر از (٢) در صفرند. اول انتگرال

.D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1 می باشد:
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١ قسمتهای :٩ . ١٧ شکل
١٢.۴.٩ از ٢ و

برخورد از حاصل S رویۀ بر را F = (x− y)i+ (y− z)j+ (z− x)k برداری میدان انتگرال (٢
مثبت جهت به رو n جهت بردار که بیابید صورتی در y = 12 صفحۀ و |x|+ |z| = 3 استوانۀ

باشد. y−محور

.D : |x|+ |z| ≤ 3 که نمود، معرفی می توان S : y = 12; (x,z) ∈ D صورت به را S رویۀ حل:
در شود. توجه ٩ . ١٧-ب شکل به می باشد. ±3j و ±3k رئوس با و مبداء مرکز به لوزی D

به توجه با .dσ =
√

0+1+0dxdz همچنین و n = ±(0,−1,0
)
/
√

0+1+0 صورت این
می کنیم؛ انتخاب را - حالت نتیجه در باشد، y−محور مثبت جهت به رو n است قرار که این

داریم مجموع، در پس .n = j یعنی،
x
(S )

F •ndσ =
x
D

(
x−12,12− z,z− x

)
•jdxdz

=
x
D

(12− z)dxdz = 12
x
D

dxdz−
x
D

zdxdz

(1)
= 12Area(D)−0 = 12×6×6× 1

2
= 216.

انتگرال که نموده ایم مشاهده و کرده استفاده z به نسبت D تقارن و z تابع بودن فرد از (١) در
است. صفر D بر z

صفحۀ توسط و دارد قرار اول هشتم یک در که است x+y = 2 صفحۀ از قسمتی S کنید فرض (٣
باشد داشته x−محور منفی جهت به رو n که کنید فرض همچنین است. شده بریده y+ z = 2

کنید. محاسبه S بر را F انتگرال .F = (
x, x+ y, x+ y+ z

) و

که نمود، معرفی می توان S : x = 2− y ; (y,z) ∈ D صورت به را S حل:

D : 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 2− y.

صورت این در شود. توجه ٩ . ١٨-الف شکل به

n = ±
(−1,−1,0

)
√

1+1+0
=
∓
√

2
2

(
1,1,0

)
,

dσ =
√

(−1)2+ (−1)2+ (0)2 dydz =
√

2dydz.
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منفی n از x مختص (یعنی، باشد x−محور منفی جهت به رو n است قرار که این به توجه با

داریم مجموع، در پس می کنیم. انتخاب را n =
−
√

2
2

(
1,1,0

) اینکه یعنی + حالت باشد)

٣ قسمتهای :٩ . ١٨ شکل
١٢.۴.٩ از ۴ و

x
(S )

F •ndσ =
x
D

(
2− y,2,2+ z

)
•

− √2
2
,−
√

2
2
,0

 √2dydz

=
x
D

(
y−4

)
dydz =

∫ 2

0

[∫ 2−y

0

(
y−4

)
dz

]
dy

= −
∫ 2

0

(
y2−6y+8

)
dy =

−20
3
.

به بالا از و 2az = x2+y2 سهمی گون به پایین از که است جسمی خارجی سطح S کنید فرض (۴
انتگرال می باشد. جسم آن از بیرون به رو n جا همه در و است محدود x2+y2+z2 = 4az کرۀ

کنید. محاسبه S بر را F =
(
1− y, x,z

)
می کنند. قطع z2 = 2az یا z2 + 2az = 4az در را یکدیگر شده داده کرۀ و گون سهمی حل:
اشتراک در را دایره ای z = 2a در و مماسند هم بر آنها z = 0 در .z = 2a با z = 0 بنابراین،

می گردد: تشکیل قطعه دو از S = S 1+S 2 بنابراین، دارند.

S 1 : x2+ y2+ z2 = 4az , z ≥ 2a, z−محور مثبت جهت سوی به n

S 2 : x2+ y2 = 2az , z ≤ 2a, z−محور منفی جهت سوی به n

گردد. توجه ٩ . ١٨-ب شکل به است. D : x2 + y2 ≤ 4a2 xy−صفحه بر دو هر تصویر و
و f = x2 + y2 + z2 − 4az از عبارتند بترتیب S 2 و S 1 معرف توابع که این به توجه با

داریم ،g = x2+ y2−2az

n1 = ±
f ′

∥ f ′∥

= ±
(
2x,2y,2z−4a

)√
4x2+4y2+4(z−2a)2

=
±1
2a

(
x,y,z−2a

)
,

dσ1 =
∥ f ′∥
| fz|

dxdy

=

√
4x2+4y2+4(z−2a)2 dxdy

2(z−2a)

=
2adxdy
z−2a

,
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n2 = ±
g′

∥g′∥

= ±
(
2x,2y,−2a

)√
4x2+4y2+4a2

=
±(x,y,−a

)√
x2+ y2+a2

,

dσ2 =
∥g′∥
|gz|

dxdy

=
1

2a

√
4x2+4y2+4a2 dxdy

=
1
a

√
x2+ y2+a2 dxdy.

مبنی ما خواستۀ به توجه با می باشد. S i بر قائم یکۀ بردار ni و S i مساحت دیفرانسیل dσi که
z−محور مثبت جهت به رو n1 باید پس باشد، جهتدار S از خارج سمت به n همواره که این بر

یعنی باشد، z−محور منفی جهت به رو n2 و

n1 dσ1 =
(
x,y,

√
4a2− x2− y2) dxdy√

4a2− x2− y2
,

n2 dσ2 =
(
x,y,−a

) dxdy
a

.

داریم مجموع در بنابراین،
x
(S )

F •ndσ =
x
(S 1)

F •ndσ+
x
(S 2)

F •ndσ

=
x
D

(
1− y, x,2a+

√
4a2− x2− y2

)
•

(
x,y,

√
4a2− x2− y2

)
dxdy√

4a2− x2− y2

+
x
D

(
1− y, x,

x2+ y2

2a

)
•
(
x,y,−a

) dxdy
a

=
x
D

{
2a+

√
4a2− x2− y2+

x√
4a2− x2− y2

}
dxdy− 1

2a

x
D

(
x2+ y2−2x

)
dxdy

(1)
= 2aArea(D)+

x
D

√
4a2− x2− y2 dxdy−

x
D

x2+ y2−2x
2a

dxdy

(2)
= 8a3π+

x
D′

r
√

4a2− r2 drdθ− 1
2a

x
D′

r3 drdθ

= 8a3π+

∫ 2π

0

(∫ 2a

0
r
√

4a2− r2 dr
)
dθ− 1

2a

∫ 2π

0

(∫ 2a

0
r3 dr

)
dθ

= 8a3π−2π.
1
3

(4a2− r2)3/2
∣∣∣∣2a

0
−2π.

r4

4a

∣∣∣∣2a

0
=

16
3

a3π.

صفر زوج، ناحیه بر فرد تابع انتگرال که است شده استفاده نکته این از (1) در اینکه توضیح
قطبی متغیر تغییر از (2) در است. برابر 2a×Area(D) با D بر 2a انتگرال بعلاوه است.

.D′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2a و است شده استفاده

انتگرال .F = (
z,2y,3x

) و دارد S بیرون به رو n است، x2+ y2+ z2 = 9 کرۀ S کنید فرض (۵
کنید. محاسبه S بر را F
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می کنیم: پیمایش کروی مختصات کمک به را رویه این حل:

r(u,v) =
(
3sinucosv,3sinusinv,3cosu

)
,

حالت این در نتیجه، در .D : 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π آن در که

ndσ = ± ru× rv

∥ru× rv∥
∥ru× rv∥dudv

= ±(3cosucosv,3cosusinv,−3sinu
)× (−3sinusinv,3sinucosv,0

)
dudv

= ±9
(
sin2 ucosv,sin2 usinv,cosusinv

)
dudv.

علامت n در باید که می گیریم نتیجه باشد، S از بیرون به رو n جا همه در باید که این یه توجه با
از است عبارت

s
(S ) F •n شده خواسته انتگرال ترتیب، این به کنیم. انتخاب را +

27
x
D

(
cosu,2sinusinv,3sinucosv

)
•
(
sin2 ucosv,sin2 usinv,cosusinv

)
dudv

= 27
x
D

{
sinucosucosv+2sin2 usin2 v+3cosusinvcosv

}
sinududv

= 27
∫ π

0

[∫ 2π

0

{
sinucosucosv+2sin2 usin2 v+3cosusinvcosv

}
sinudv

]
du

= 54π
∫ π

0
sin3 udu = 72π.

ارائه جلوتر که ابزاری با را مسایلی چنین اینکه خوب خبر شدند! طولانی کمی قبلی مثال و مثال، این
⃝ نمود. حل می توان تر راحت خواهیم،

کنید: محاسبه S بر را F انتگرال مورد، هر در تمرین. ١٣.۴.٩

مثبت جهت به رو n و دارد قرار اول هشتم یک در که است x2+y2+ z2 = 9 کرۀ از قسمتی S (١
.F = (

x2,y2,z2) و است z−محور

شده جدا z = 2 و z = 1 صفحات توسط که است z = x2+y2 بیضوی سهمی گون از قسمتی S (٢
.F = (

y+ z, x+ z, x+ y
) و دارد z−محور منفی جهت به رو n و است

و است 0 ≤ z و خورده برش y = 3 صفحۀ توسط که است y2 = x2+ z2 مخروط از قسمتی S (٣
.F = (

x,2y,3z
) و دارد y−محور مثبت جهت به رو n

است خورده برش y2+ z2 = 1 مستدیر استوانۀ توسط که است x+ y = 2 صفحۀ از قسمتی S (۴
.F = (

x,y,z
) و دارد y−محور منفی جهت به رو n و

شده داده برش |y|+ |z| = 1 لوزی استوانۀ توسط که است x+ y+ z = 2 صفحۀ از قسمتی S (۵
.F = (

2x, x+ y, x+ z
) و دارد x−محور مثبت جهت به رو n و است
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به رو n و است z = 1 و z = 0 ،x = −y ،x = y صفحات به محدود جسم خارجی سطح S (۶
.F = (

x,z,y
) و دارد S از بیرون

و است y = z+1 و y = z صفحات و x2 + y2 = 1 به محدود توپور استوانۀ خارجی سطح S (٧
.F = (

x− y,y− z,z− x
) و دارد S از بیرون به رو n

n و است y = 2 و y = 1 صفحات و y2 = x2+ z2 به محدود ناقص مخروط خارجی سطح S (٨
.F = (

x2,y2,z2) و جهتدار S درون به رو

دوم نوع سط انتگرال کاربرد ۵ . ٩ بخش

الکترو فیزیک در که مساله ای می گردد. باز زیر مسألۀ به دوم نوع سطح انتگرال کاربرد عمده ترین
می گردد. ظاهر کلاسیک دینامیک

S سراسر بر که باشد می برداری میدانی F و است جهتدار رویۀ یک S کنید فرض مسأله. ١.۵.٩
.F توسط S از عبوری شار مقدار محاسبۀ است مطلوب می گردد. تعریف

از حاصل کوچک مستطیل و نموده ایم پیمایش D دامنۀ با r(u,v) نقشۀ توسط را S کنید فرض حل:
این .Σ = r(U) می گیریم: نظر در را S سطح بر U = [u;u+du]× [v;v+dv] مستطیل کردن تصویر
نقطۀ در rv(u,v)dv و ru(u,v)du بردارهای توسط که الاضلاعی متوازی با را منحنی الخط مستطیل
این بر F برداری میدان که نمود فرض می توان بعلاوه، زد. تقریب می توان می شوند، استوار r(u,v)

F و منحنی الخط S آن در که اصلی مسألۀ بجای بنابراین، می باشد. F(r(u,v)) برابر و ثابت مستطیل
چنین در است. ثابت آن بر F و الاضلاع متوازی یک S آن در که داریم ساده تری مسألۀ است، متغیر
می باشد. رویه بر قائم امتداد در میدان تصویر در رویه مساحت حاصلضرب برابر عبوری شار حالتی،

صورت این در باشد، r(u,v) نقطۀ در موجود جهت بردار r(u,v) اگر دیگر، بیان به

dF =
∥∥∥ru(u,v)du× rv(u,v)dv

∥∥∥∥∥∥projn(u,v)F(r(u,v))
∥∥∥

= F(r(u,v)) •n(u,v)
∥∥∥ru(u,v)× rv(u,v)

∥∥∥dudv

= F(r(u,v)) •n(u,v)dσ.

با است برابر S از عبوری شار مقدار بنابراین،

F =
x
D

dF =
x
(S )

F •ndσ,

⃝ است. دوم سطح انتگرال یک که

مثال. ٢.۵.٩
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مقدار دارد. وجود F =
(
z,2y,3x

) ذرات سرعت برداری میدان با فضا در سیالی کنید فرض (١
جا همه که بیابید صورتی در را F توسط 0 ≤ y که x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ نیم از عبوری شار

باشد. y−محور مثبت جهت به رو n قائم بردار

شکل به را S رویۀ حل:

S : y =
√

9− x2− z2 ; (x,z) ∈ D, D : x2+ z2 ≤ 9,

داریم است، f = x2+y2+ z2 از عبارت S معرف تابع چون نتیجه، در نمود. پیمایش می توان

ndσ = ±∥ f
′∥
| fy|
= ±

(
2x,2y,2z

)
|2y|

= ±
(
x,

√
9− x2− z2,z

) dxdz
√

9− x2− z2
.

با است برابر نظر مورد شار مقدار نتیجه، در

F =
x
(S )

F •ndσ

=
x
D

F
(
x,

√
9− x2− z2,z

)
•

(
x,

√
9− x2− z2,z

) dxdz
√

9− x2− z2

=
x
D

4xz+18−2x2−2z2
√

9− x2− z2
dxdz

(1)
=

x
D

2
√

9− x2− z2 dxdz

(2)
= 2Vol(Ω) =

4
3
π×33 = 12π.

نسبت D دامنه بودن زوج و g = 4xz/
√

9− x2− z2 تابع بودن فرد از (1) در که ابن توضیح
است شده استفاده نکته این از (2) در همچنین است. شده استفاده

s
D gdxdz = 0 لذا و x به

است. 3 شعاع به Ω کره نیم حجم معنی به D بر
√

9− x2− z2 انتگرال که

صفحات و x2+ z2 = 4 استوانۀ به محدود جسم خارجی سطح شکل به تور یک S کنید فرض (٢
F =

(
x, x,y

) آن سرعت بردارهای میدان که دارد قرار رودی در و باشد می y = 1 و y = −1

کنید. محاسبه را عبوری شار است.

نوشت: می توان رویه سه از اجتماعی صورت به را رویه این حل:

S = S 1∪S 2∪S 3, S 1 : x2+ z2 = 4; −1 ≤ y ≤ 1,

S 2 : y = −1; x2+ z2 ≤ 4, S 3 : y = 1; x2+ z2 ≤ 4.
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رو n1 باید S 1 مورد در که می گردد ملاحظه شکل، به توجه با شود. توجه ٩ . ١٩-الف شکل به
باید S 3 مورد در و n2 = −j باید S 2 مورد در است، عمود y−محور بر لذا و باشد S بیرون به

شکل به را رویه سه این .n3 = j

S 1 : r(u,v) =
(
2cosu,v,2sinu

)
; (u,v) ∈ D1, D1 : 0 ≤ u ≤ 2π, −1 ≤ v ≤ 1,

S 2 : y = −1; (x,z) ∈ D2, D2 : x2+ z2 ≤ 4.

S 3 : y = 1; (x,z) ∈ D2,

داریم نتیجه، در می کنیم. پیمایش

n1 = ±
ru× rv

∥ru× rv∥

= ±
(−2sinu,0,2cosu

)× (
0,1,0

)
∥ru× rv∥

= ±
(−2cosu,0,−2sinu

)
∥ru× rv∥

,

بعلاوه .n3 = j و n2 = −j است، قبول مورد - حالت که

dσ1 = ∥ru× rv∥dudv,

dσ2 = dσ3 =
√

1+0+0dxdz = dxdz.

با است برابر نظر مورد شار نتیجه، در

F =
x
(S )

F •ndσ =
x
(S 1)

F •ndσ+
x
(S 2)

F •ndσ+
x
(S 3)

F •ndσ

=
x
D1

(
2cosu,2cosu,0

)
•
(
2cosu,0,2sinu

)
dudv

+
x
D2

(
x, x,−1

)
•
(
0,−1,0

)
dxdz+

x
D2

(
x, x,1

)
•
(
0,1,0

)
dxdz

= 4
x
D1

cos2 ududv = 4
(∫ 2π

0
cos2 udu

)(∫ 1

−1
dv

)
= 8π.

و دارد S از بیرون به رو n و است (√x2+ y2−2
)2
+ z2 = 1 معادلۀ به تیوب S کنید فرض (٣

٩ . ١٩-ب شکل به کنید. محاسبه را F توسط S از عبوری شار است. F=
(
2x,2y,−z

) بعلاوه
شود. توجه

.z = sinu و
√

x2+ y2 − 2 = cosu که می کنیم فرض ابتدا ،S رویۀ پیمایش برای حل:
کرد: فرض می توان و x2+ y2 = (cosu+2)2 داریم بنابراین،

x = (cosu+2)cosv, y = (cosu+2)sinv.
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٢ قسمتهای :٩ . ١٩ شکل
٢.۵.٩ از ٣ و

از عبارت S کل پوشانندۀ نقشۀ مجموع، در پس

r(u,v) =
(
(cosu+2)cosv, (cosu+2)sinv,sinu

)
,

D : 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π,

بنابراین و است

ndσ =
ru× rv

∥ru× rv∥
∥ru× rv∥dudv

= ±(cosu+2)
(
cosucosv,cosusinv,sinv+ sinu

)
dudv,

با است برابر شده خواسته شار نتیجه، در می شود. انتخاب + حالت بودن، برونسو جهت به که
x
(S )

F •ndσ =
x
D

(
2(cosu+2)cosv,2(cosu+2)sinv,−sinu

)
•
(
cosucosv,cosusinv,sinv+ sinu

)
(cosu+2)dudv

=
x
D

(
4cosu+2cos2 u− sin2 u

)
(cosu+2)dudv

=

∫ 2π

0

[∫ 2π

0

(
4cosu+2cos2 u− sin2 u

)
(cosu+2)du

]
dv

(1)
= 2π

∫ 2π

0

(
4cosu+2cos2 u− sin2 u

)
(cosu+2)du

= 2π
∫ 2π

0
(8cos2 u−2sin2 u

)
du = 12π2.

[0,2π] بازه بر مثالثاتی توابع فرد توانهای انتگرال که است شده استفاده خاصیت این از (1) در
⃝ .

∫ 2π
0 sin2 xdx =

∫ 2π
0 cos2 xdx = π همچنین است. صفر

کنید: محاسبه را F توسط S از عبوری شار مورد، هر در تمرین. ٣.۵.٩

صفحۀ توسط و دارد قرار x ≤ y فضای نیم در که باشد z2 = x2 + y2 مخروط از قسمتی S (١
.F = (

y, x,z
) و باشد z−محور منفی جهت به رو n و است شده جدا z = 2
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است شده بریده z = 1 و z = 0 ،y = 4 صفحات توسط که باشد y = x2 استوانۀ از قسمتی S (٢
.F = (

yz2,zx2, xy2) و دارد y−محور مثبت جهت به رو n و

به رو n است، 0 ≤ y فضای نیم در واقع x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ نیم به محدود جسم سطح S (٣
.F = (

z2,y, x
) و دارد S بیرون

S درون به رو n و است مختصاتی صفحات و x+ y+ z = 1 صفحۀ به محدود هرم سطح S (۴
.F = (

x2,y2,z2) و دارد

S از بیرون به رو n و است y = 0 صفحۀ و y =
√

9− x2− z2 به محدود گوی نیم سطح S (۵
.F = (

x+ y,y+ z,z+ x
) و دارد

گاوس قضیۀ ۶ . ٩ بخش

قضیۀ یا و واگرایی قضیۀ دیورژانس، قضیۀ بنام را آن مراجع از برخی در که گاوس١ قضیۀ
سطح یک بر دوم نوع سطح انتگرال تبدیل برای است حکمی می کنند، معرفی استروگرادسکی٢
نیاز جدید مفهوم دو به قضیه این صورت تفهیم برای رویه. آن داخل بر گانه سه انتگرال یک به بسته

می پردازیم. آنها بیان به ذیلا که برداری میدان یک دیورژانس و بسته رویۀ داریم:

Ω مانند R3 در حجمی بتوان که گوئیم ساده بستۀ صورتی در را S جهتپذیر رویۀ تعریف. ١.۶.٩
چند اجتماع .S = ∂Ω می نویسیم صورت این در باشد. آن خارجی سطح S که نمود یافت طوری

می شود. نامیده بسته رویۀ نیز باشند نداشته اشتراک آنها از تایی دو هیچ که ساده رویۀ

به مجموعۀ زیر دو به R3−S نقاط صورت این در باشد، بسته رویه ای S کنید فرض قضیه. ٢.۶.٩
شوند: می تقسیم زیر شرح

تعدادی در را S رویۀ ،X0 از صادره و S بر مماس غیر شعاع هر که X0 ∈ R3−S چون نقاطی الف)
می کند. قطع نقطه فرد

تعدادی در را S رویۀ ،X0 از صادره و S بر مماس غیر شعاع هر که X0 ∈ R3−S چون نقاطی ب)
می کند. قطع نقطه زوج

بی کران دوم مجموعۀ می دهیم. نشان IntS نماد با و نامیده S درون را آن و است کراندار اول مجموعۀ
Ω = IntS ∪ S اگر که است روشن می دهیم. نشان ExtS نماد با و نامیده S بیرون را آن و است

کارهای او است. می زیسته میلادی ١٨۵۵ تا ١٧٧٧ سالهای بین که است المانی معروف ریاضیدان-فیزیکدان گاوس، کارل ١

است. گذاشته بجای خود از علوم و ریاضی زمینه در ماندگاری و عمیق بسیار
کارهای او است. می زیسته ١٨۶٢ تا ١٨٠١ سالهای بین که است اوکراینی ریاضیدان-فیزیکدان استروگرادسکی، میکاییل ٢

است. داده انجام احتمالات و هندسه تغییرات، حساب زمینه در بسیاری
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بنابراین و می باشد Ω لبۀ S و است کراندار) و بسته (یعنی، فشرده مجموعه ای Ω آنگاه باشد، کراندار
□ .S = ∂Ω نوشت می توان

نقطۀ هر ازای به آن در که است جهتی ،S بستۀ رویۀ بر استاندارد جهت از منظور تعریف. ٣.۶.٩
در باشد. داشته هدف S از بیرون سوی به X0 در شده انتخاب n قائم یکۀ بردار ،X0 ∈ S منظم
نماد از آنگاه باشد، استاندارد جهت با بسته رویۀ یک S اگر می نامند. برونسوی را n حالت، این
△ می شود. استفاده

s
(S ) F •ndσ بجای

v
(S ) F •ndσ

مثال. ۴.۶.٩

و است شده محدود بسته ای منحنی یک به که صفحه از قسمتی مخروط، دایره، نیم مربع، (١
هستند. بسته غیر رویه های از نمونه هایی استوانه،

١ قسمتهای :٩ . ٢٠ شکل
۴.۶.٩ از

٩ . ٢٠ شکل در بسته اند. رویه های از نمونه هایی تیوب و قوطی یک سطح مکعب، سطح کره، (٢
می کنیم. ملاحظه را سطوح این از یک هر استاندارد جهت

صورت این در است. x2+y2+ z2 = 4 و x2+y2+ z2 = 1 کرۀ دو از اجتماعی S کنید فرض (٣
و است بسته رویۀ یک S

IntS : 1 ≤ x2+ y2+ z2 ≤ 4,

کرۀ بر و مبداء سمت به رو کوچکتر کرۀ بر n استاندارد جهت بردار می باشد. کره دو بین ناحیۀ
شود. توجه ٩ . ٢١-الف شکل به دارد. مبداء از بیرون سمت به رو بزرگتر

آن در که Ω = Ω1∪Ω2∪Ω3−Ω4 کنید فرض (۴

Ω1 : 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4, −1 ≤ z ≤ 1,

Ω2 : 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4, 2 ≤ z ≤ 3,
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Ω3 : 1 ≤ x2+ y2 ≤ 4, −3 ≤ z ≤ −2,

Ω4 : 1 ≤ z2+ y2 ≤ 4, −2 ≤ x ≤ 2.

٩ . ٢١-ب شکل در باشد. آن خارجی سطح S کنید فرض شود. توجه ٩ . ٢٠-ب شکل به
را نابلا عملگر دیورژانس، تعریف منظور به اکنون می کنید. مشاهده را S بر استاندارد جهت
⃝ است. نیاز اولیه تعریف چند به آن از پیش می کنیم. معرفی

مشتقپذیر F می گوئیم صورتی در است. برداری میدان یک F=
(
P,Q,R

) کنید فرض تعریف. ۵.۶.٩
△ باشند. مشتقپذیر R و Q ،P متغیره سه توابع که است

صورت به را ∇ نابلا عملگر تعریف. ۶.۶.٩

∇ :=
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=
∂

∂x
i+

∂

∂y
j+

∂

∂z
k,

سه تابعی f (x,y,z) اگر مثال عنوان به می کند. عمل متغیره سه توابع بر عملگر این می کنیم. تعریف
(∂ f /∂x,∂ f /∂y,∂ f /∂z) از عبارت f بر ∇ عمل حاصل صورت این در باشد، دیفرانسیلپذیر و متغیره
می باشد. f مشتق همان ∇ f که است روشن می دهیم. نشان ∇ f نماد با را جدید تابع این بود. خواهد
△ می دهند. نشان grad( f ) نماد با و نامیده f گرادیان را ∇ f مراجع از برخی در

که نمود اثبات می توان مشتق، خواص از استفاده با سادگی به

صورت این در باشد، حقیقی عددی a و بوده دیفرانسیلپذیر متغیرۀ سه توابع g و f اگر قضیه. ٧.۶.٩

1) ∇( f +ag) = ∇ f +a∇g, 2) ∇( f g) = g∇ f + f∇g,

3) ∇
(

f
g

)
=

1
g2

(
g∇ f − f∇g

)
, 4) ∇× (∇ f ) = 0,

□ .g , 0 اینکه به مشروط

دیورژانس صورت این در باشد، مشتقپذیر میدان یک F =
(
P,Q,R

) کنید فرض تعریف. ٨.۶.٩
می دهیم: نشان div(F) نماد با و نموده تعریف ∇ •F صورت به را F برداری میدان واگرایی) (یعنی،

div(F) = ∇ •F = ∂P
∂x
+
∂Q
∂y
+
∂R
∂z
.

a و مشتقپذیر متغیرۀ سه تابع f و مشتقپذیر برداری میدانهای G و F کنید فرض قضیه. ٩.۶.٩
صورت این در باشد، حقیقی عددی

1) div(F+aG) = div(F)+adiv(G), 2) div( f F) = (∇ f ) •F+ f div(F),
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٢ قسمتهای :٩ . ٢١ شکل
۴.۶.٩ از ٣ و

3) div(F •G) =G •div(F)+F •div(G), 4) div(∇ f ) = ∆ f ,

□ است. f لاپلاس ∆ f := fxx + fyy+ fzz اینجا در که

کنیم! محاسبه به اقدام است کافی است. ساده بسیار احکام این اثبات

خارجی سطح و است n استاندارد جهت با بسته رویه ای S کنید فرض گاوس. قضیۀ ١٠.۶.٩
پیوسته Ω بر و مشتقپذیر S درون بر F برداری میدان کنید فرض .(S = ∂Ω) می باشد Ω مجموعۀ

صورت این در باشد،
{
(S )

F •ndσ =
y
Ω

div(F)dV.

صورت این در .F = (
P,Q,R

) کنیم فرض اثبات:
{
(S )

F •ndσ =
{
(S )

P.i •ndσ+
{
(S )

P.j •ndσ+
{
(S )

P.k •ndσ.

y
Ω

div(F)dV =
y
(S )

∂P
∂x

dV +
y
(S )

∂Q
∂y

dV +
y
(S )

∂R
∂z

dV.

کنیم: اثبات را زیر تساویهای می توانیم دیورژانس قضیۀ اثبات بجای بنابراین،

{
(S )

P.i •ndσ =
y
(S )

∂P
∂x

dV,

{
(S )

Q.i •ndσ =
y
(S )

∂Q
∂y

dV,
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{
(S )

R.i •ndσ =
y
(S )

∂R
∂z

dV.

S رویۀ کنیم فرض منظور، این برای کنیم. اثبات را سومی است کافی نتیجه، در هستند. هم شبیه که
که بنویسیم بتوانیم S 1+S 2 صورت به را

S 1 : z = f (x,y) ; (x,y) ∈ D, بالا به ,n1رو

S 2 : z = g(x,y) ; (x,y) ∈ D, پایین به .n2رو

داریم ترتیب، این به شود. توجه ٩ . ٢٢ شکل به

n1 dσ1 =
(z− f )′

|(z− f )z|
dxdy =

(
− fx,− fy,1

)
dxdy,

n2 dσ2 =
(g− z)′

|(g− z)z|
dxdy = −

(
gx,gy,−1

)
dxdy.

نتیجه در }و
(S )

R.k •ndσ =
x
(S 1)

R.k •ndσ+
x
(S 2)

R.k •ndσ

=
x
D

R(x,y, f (x,y)).k •
(
− fx,− fy,1

)
dxdy

+
x
D

R(x,y,g(x,y)).k •
(
gx,gy,−1

)
dxdy

=
x
D

(
R(x,y, f (x,y))−R(x,y,g(x,y))

)
dxdy

=
x
D

[∫ f (x,y)

g(x,y)

∂R
∂z

dz
]

dxdy =
y
(S )

∂R
∂z

dV.

2 می گردد. اثبات مشابه صورت به دیگر مورد دو

٢ قسمتهای :٩ . ٢٢ شکل
٢.۵.٩ از ٣ و



گاوس قضیۀ . ۶ . ٩ ۴٩٩ سطح انتگرال . ٩ فصل

مثال. ١١.۶.٩

اینجا در .١٢.۴.٩ مثال از ۴ قسمت مجدد حل (١

div(F) =
∂

∂x
(1− y)+

∂

∂y
(x)+

∂

∂z
(z) = 1,

مجموعۀ خارجی سطح S و

Ω :
x2+ y2

a2 ≤ z ≤ 2a+
√

4a2− x2− y2 ; (x,y) ∈ D,

نتیجه در .D : x2+ y2 ≤ 4a2 آن در که است،
{
(S )

F •ndσ =
y
Ω

div(F)dV =
y
Ω

dV

=
x
D

∫ 2a+
√

4a2−x2−y2

(x2+y2)/2a
dz

 dA

=
x
D

{
2a+

√
4a2− x2− y2− x2+ y2

2a

}
dA

=
x
D′

{
2a+

√
4a2− r2− r2

2a

}
r dA′

=

(∫ 2π

0
dθ

)(∫ 2a

0

{
2a+

√
4a2− r2− r2

2a

}
r dr

)
=

16
3

a3π.

اینجا در .١٢.۴.٩ مثال از ۵ قسمت مجدد حل (٢

div(F) =
∂

∂x
(z)+

∂

∂y
(2y)+

∂

∂z
(3x) = 2,

{
(S )

F •ndσ =
y
Ω

div(F)dV = 2
y
Ω

dV

= 2Vol(Ω) = 2× 4
3
π×33 = 72π.

اینجا در .٢.۵.٩ مثال از ٢ قسمت مجدد حل (٣

div(F) =
∂

∂x
(x)+

∂

∂y
(x)+

∂

∂z
(y) = 1,

{
(S )

F •ndσ =
y
Ω

div(F)dV =
y
Ω

dV

= Vol(Ω) = π×22×2 = 8π.

می باشد. آن ارتفاع در ضرب قاعده مساحت برابر استوانه حجم زیرا،
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بر را F انتگرال .F = (
x3,y3,z3) و است x2+y2+ z2 = 4z کرۀ خارجی سطح S کنید فرض (۴

کنید. محاسبه S

آنگاه ،Ω : x2 + y2 + z2 ≤ 4z شود فرض اگر و است بسته رویۀ یک S اینجا در حل:
داریم گاوس قضیۀ بنابه نتیجه، در .S = ∂Ω

{
(S )

F •ndσ =
y
Ω

div(F)dV

=
y
Ω

3
(
x2+ y2+ z2)dV

= 3
y
Ω′

ρ4 sinφdV ′

= 3
(∫ 2π

0
dθ

)(∫ π/2

0

[∫ 4cosφ

0
ρ4 sinφdρ

]
dφ

)
= 6π

∫ π/2

0

45

5
cos5φsinφdφ =

45

5
π,

است. کروی مختصات در Ω تصویر Ω′ : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ 4cosφ که

خورده برش z = 9 صفحۀ توسط که باشد z = x2 + y2 سهمی گون از قسمتی S که صورتی در (۵
محاسبه را S بر F انتگرال .F = (

z3,y3, x3) و باشد z−محور منفی جهت به رو n و است
کنید.

جدا x2 + y2 = 9 استوانۀ توسط که z = 9 صفحۀ از قسمتی S 1 کمک به را رویه این حل:
بنابراین، شود. توجه ٩ . ٢٣ شکل به می کنیم. تبدیل بسته رویۀ یک به است، شده

S : z = x2+ y2 ; (x,y) ∈ D, D : x2+ y2 ≤ 9,

S 1 : z = 9; (x,y) ∈ D.

فرض با اکنون .n1 = k می گیریم: z−محور مثبت جهت به رو را S 1 بر n1 بردار همچنین،

Ω : x2+ y2 ≤ z ≤ 9, (x,y) ∈ D,

بنابراین باشد. Ω لبۀ S +S 1 یعنی، است. S درون Ω که می گردد مشاهده
x
(S )

F •ndσ =
{

(S+S 1)

F •ndσ−
x
(S 1)

F •ndσ

=
y
Ω

div(F)dV −
x
(S 1)

F •ndσ

= 3
y
Ω

y2 dV −
x
D

x3 dxdy
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(1)
= 3

x
D

[∫ 9

x2+y2
y2 dz

]
dA−0

= 3
x
D

(9− x2− y2)y2 dxdy

= 3
x
D′

r3(9− r2) sin2 θdrdθ

= 3
(∫ 2π

0
sin2 θdθ

)(∫ 3

0
r3(9− r2)dr

)
=

243
2
π.

⃝ است. شده استفاده D متقارن ناحیه بر x3 تابع بودن فرد از (1) در

٢ قسمتهای :٩ . ٢٣ شکل
٢.۵.٩ از ٣ و

کنید. تحقیق شده داده رویۀ و F میدان برای را گاوس قضیۀ ،٨ تا ١ تمرینات در تمرین. ١٢.۶.٩

x2 + y2 + z2 = 9 کرۀ به محدود ناحیۀ خارجی سطح S و F = xi+ (x+ y)j+ (x+ y+ z)k (١
است. z = 0 صفحۀ بالای در واقع

z = 0 صفحات و x2+y2 = 1 استوانه به محدود ناحیۀ خارجی سطح S و F =
(
x3, x2y, x2z

) (٢
است. z = 1 و

سطح S است، xy−صفحه و ٢ شعاع و مبداء در مرکز به کرۀ بالایی نیمۀ به محدود حجم Ω (٣
.F = (

x− y,y,z− x
) همچنین و است Ω خارجی

Ω خارجی سطح S است، y = 8− x2 − z2 و y = x2 + z2 سهمیگون دو به محدود حجم Ω (۴
.F = (

xz2,yx2,−2yz
) همچنین و است

است Ω خارجی سطح S است، z = 2 صفحۀ و z2 = x2+y2 قائم مخروط به محدود حجم Ω (۵
.F = (

2x− y,z,z− x
) همچنین و
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دوم هشتم یک در که است z = 2 و z = 0 صفحات و x2+ y2 = 4 استوانۀ به محدود حجم Ω (۶
.F = (

x2,y2,z2) همچنین و است Ω خارجی سطح S دارد، قرار

و z = 0 صفحات و x2+ y2 = 9 استوانه به محدود ناحیۀ خارجی سطح S و F =
(
x,2y,3z

) (٧
است. z = 2

است. x2+ y2+ z2 = 1 کرۀ خارجی سطح S و F = (x2+ y2+ z2)(xi+ yj+ zk) (٨

کنید. محاسبه گاوس قضیۀ کمک به S بر F انتگرال ،١۵ تا ٩ تمرینات در

است. x2+ y2+ z2 = 1 کرۀ خارجی سطح S و F = x3i+ y3j+ z3k (٩

خارجی سطح S است، 2x+2y+ z = 6 صفحۀ نیز و مختصاتی صفحات به محدود ناحیۀ Ω (١٠
.F = (

2xy+ z,y2, x−3y
) همچنین و است Ω

است. x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1 بیضی گون خارجی سطح S و F =

√
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2

(
1,1,1

) (١١

z = ±c و y = ±b ،x = ±a صفحات به محدود ناحیۀ خارجی سطح S و F =
(
ax4,by4,cz4) (١٢

است.

y = 4− مخروط دو به محدود ناحیۀ خارجی سطح S و F =
(
yz+ x3, xz+ y3, xy+ z3) (١٣

است. y =
√

x2+ z2 و 3
√

x2+ z2

و است |x− y+ z|+ |y− z+ x|+ |z− x+ y| = 1 وجهی هشت بلور خارجی سطح S (١۴
.F = (

x− y+ z,y− z+ x,z− x+ y
)

کنید فرض همچنین .(0,0,0) < S و S = ∂Ω و است بعدی سر حجم یک Ω کنید فرض (١۵
آنگاه باشد، S بر استاندارد جهت n اگر که دهید نشان صودت این در .r = ∥r∥ و r = (x,y,z){

(S )

r •n
r3 dσ =

 4π (0,0,0) ∈Ω اگر
0 (0,0,0) <Ω اگر

ناحیۀ سراسر بر F دیفرانسیلپذیر برداری میدان کنید فرض گاوس. قضیۀ فیزیکی تعبیر ١٣.۶.٩
آن از درونی نقطه ای X0 و است بسته رویۀ یک S کنید فرض .X0 ∈ Ω و شده تعریف فضا از Ω
عبارت F توسط S از عبوری شار متوسط صورت این در دارد. هدف Ω از بیرون به رو n و می باشد
میل X0 نقطه تک به Ω که هنگامی را مقدار این حدی حالت .

v
(S ) F •ndσ÷

s
(S ) dσ از است

می نامیم: X0 در F واگرایی یا دیورژانس می کند،

div(F)
∣∣∣∣
X0
= lim
Ω→{X0}

({
(S )

F •ndσ
)
÷

(x
(S )

dσ
)
.

نمود: بیان می توان زیر صورت به را گاوس قضیۀ اساس، همین بر
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توسط S از عبوری شار میزان آنگاه باشد، Ω حجم خارجی سطح S اگر گاوس. قضیۀ ١۴.۶.٩
□ است. برابر Ω حجم بر F میدان واگرایی کل مقدار با F دیفرانسیلپذیر برداری میدان

S و است بعدی سه جسم یک Ω کنید فرض حجم. محاسبۀ در گاوس قضیۀ کاربرد ١۵.۶.٩
شکل به را Ω حجم صورت این در می باشد، آن خارجی سطح

Vol(Ω) =
1
3

{
(S )

(
x,y,z

)
•ndσ,

صورت این در گردد. توصیف D دامنۀ با r نقشه یک تنها توسط S چنانچه نمود. محاسبه می توان

Vol(Ω) =
1
3

x
D

∣∣∣[r,ru,rv
]∣∣∣ dA.

دترمینان دیگر، بعبارت .[r,ru,rv
]
= r •

(
ru×rv

) است: بردارها گانۀ سه ضرب [
r,ru,rv

] کروشۀ که
هستند. rv و ru ،r بردار سه آن سطرهای که است ماتریسی

مثال. ١۶.۶.٩

را x−محور حول a ≤ x ≤ b با y = f (x) مثبت تابع نمودار دوران از حاصل سطح مساحت (١
کنید. محاسبه

نمودار از X0 = (x0, f (x0),0) دلخواه نقطۀ چنانچه بنامیم. S را نظر مورد رویه کنیم فرض حل:
شود، حاصل X = (x,y,z) ∈ S نقطۀ و داده دوران x−محور حول θ باندازۀ را شده داده تابع
.
√

x2+ y2 = f (x0) یعنی است، محور این تا X0 فاصلۀ برابر x−محور تا X نقطه فاصلۀ آنگاه
در .z/y = tanθ همچنین، .x = x0 بنابراین باشد، یکی باید نقطه دو این x−مختص بعلاوه،

صورت به را S رویۀ بنابراین، و z = f (x) sinθ و y = f (x)cosθ نتیجه،

r(x, θ) =
(
x, f (x)cosθ, f (x) sinθ

)
D : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ 2π,

است: چنین مساحت المان ترتیب، این به نمود. پیمایش می توان

dσ =
∥∥∥∥rx × rθ

∥∥∥∥dxdθ

=
∥∥∥∥(1, f ′(x)cosθ, f ′(x) sinθ

)
×

(
0,− f (x) sinθ, f (x)cosθ

)∥∥∥∥dxdθ

=
∥∥∥∥ f (x)

(
f ′(x),−cosθ,−sinθ

)∥∥∥∥dxdθ

= f (x)
√

1+
(
f ′(x)

)2 dxdθ.

با است برابر نظر مورد رویۀ مساحت نتیجه، در

Area(S ) =
x
(S )

dσ =
x
D

f (x)
√

1+
(
f ′(x)

)2 dxdθ
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=

∫ 2π

0

[∫ b

a
f (x)

√
1+

(
f ′(x)

)2 dx
]

dθ

= 2π
∫ b

a
f (x)

√
1+

(
f ′(x)

)2 dx.

است. شده اثبات نیز معین انتگرال کمک به یک، عمومی ریاضی در فرمول این البته

حول xz−صفحه در واقع (b.0.0) در مرکز و a شعاع به دایرۀ دوران از S تیوب کنید فرض (٢
کنید. محاسبه را S حجم است. شده حاصل z−محور

شکل به را آن که است S :
( √

x2+ y2−b
)2
+z2 = a2 از عبارت رویه ای چنین معادلۀ حل:

r(u,v) =
(
(acosu+b)cosv, (acosu+b) sinv,asinu

)
,

D : 0 ≤ u,v ≤ 2π,

از است عبارت S حجم نتیجه، در نمود. پیمایش می توان

Vol(Ω) =
1
3

{
(S )

∣∣∣(x,y,z) •n∣∣∣ dσ

=
1
3

{
D

∣∣∣[r,ru,rv
]∣∣∣ dudv

=
1
3

{
D

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(acosu+b)cosv (acosu+b) sinv asinu

−asinucosv −asinusinv acosu

−(acosu+b) sinv (acosu+b)cosv 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥dudv

=
a
3

x
D

(
acosu+b

)(
bcosu+a

)
dudv

=
a
3

(∫ 2π

0
dv

)(∫ 2π

0

(
abcos2 u+ (a2+b2)cosu+ab

)
du

)
= 2π2a2b.

است. فرد عددی n که کنید، محاسبه را (x/a)2/n+ (y/b)2/n+ (z/c)2/n = 1 به محدود حجم (٣

است. Ωn : (x/a)2/n + (y/b)2/n + (z/c)2/n ≤ 1 از عبارت رویه این به محدود حجم حل:
می کنیم فرض یعنی می کنیم، پیمایش یافته تعمیم کروی مختصات کمک به را S n = ∂Ωn رویۀ

x = a(sinucosv)n, y = b(sinusinv)n, z = ccosn u.

از است عبارت S کل بیانگر نقشۀ نتیجه، در

r(u,v) =
(
asinn ucosn v,bsinn usinn v,acosn u

)
,

D : 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π.
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با است برابر [
r,ru,rv

] ∥∥∥∥∥∥∥∥بنابراین،
asinn ucosn v bsinn usinn v acosn u

nacosusinn−1 ucosn v nbcosusinn−1 usinn v −nasinucosn−1 u
−nasinn usinvcosn−1 v nbsinn ucosvsinn−1 v 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ =
=

n2abc
3

(
sinucosusinvcosv

)n−1 sinu.

با است برابر Ω حجم نتیجه، در

Vol(Ωn) =
1
3

{
D

∣∣∣[r,ru,rv
]∣∣∣ dudv

=
n2abc

3

x
D

∣∣∣∣(sinucosusinvcosv
)n−1 sinu

∣∣∣∣ dudv

=
n2abc

3

(∫ π

0
|cosu|n−1(sinu)n du

)
×

∫ 2π

0

(
1
2

)n−1

|sin(2v)|n−1 dv


(1)
=

n2abc
3×2n+2

(∫ 1

0
t−1+n/2(1− t)(n−1)/2 dt

)
×

(∫ 1

0
s−1/2(1− s)n−1 dv

)
(2)
=

n2abc
3×2n+2 B

(
n
2
,
n+1

2

)
B
(

1
2
,n

)
.

استفاده بتا تابع از (2) در و s = cos2(2v) و t = cos2 u است شده فرض (1) در که این توضیح
بخصوص، .B(a,b) :=

∫ 1
0 ta−1(1− t)b−1 dt است: گردیده

V(1) =
abc
6
, V(3) =

abc
75

, · · ·

⃝ است. V(n) := Vol(Ωn) تابع اولیه مقدار دو

کنید: محاسبه گاوس قضیۀ کمک به را زیر رویه های از یک هر به محدود حجم تمرین. ١٧.۶.٩

1) x2+ y2+ z2 = R2, 2) (x2+ y2+ z2)2 = x2+ y2− z2,

3) (x2+ y2+ z2)2 = x2+ y2, 4)
( x
a

)2/3
+

( y
b

)2/3
+

( z
c

)2/3
= 1,

5)
( x− x0

a

)2
+

(y− x0

b

)2
+

( z− z0

c

)2
= 1, 6) x2+ y2+ z2 = R2, 0 < a ≤ z ≤ b ≤ R,

7)
( 3∑

i=1

ai1xi
)2
+

( 3∑
i=1

ai2xi
)2
+

( 3∑
i=1

ai3xi
)2
= 1.

است. صفر مخالف دترمینان با 3×3 ماتریس A = [ai j] که
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S رویۀ به و داده دوران x−محور حول را C : r(t) =
(
x(t),y(t)

)
; a ≤ t ≤ b بستۀ منحنی (٨

رسیده ایم.

(0< a< b فرض (با x2/a2+y2/b2 = 1 بیضی دوران از حاصل سطح مساحت که دهید نشان (٩
a−1

√
a2−b2 برابر e آن در که است، 2πe−1(e

√
1− e2 + arcsine) برابر x−محور، حول

است. شده فرض

نیم توسط x2 + y2 + z2 = 2ay معادلۀ به کرۀ سطح از شده جدا سطح مساحت که دهید نشان (١٠
است. 4aπ/

√
(1+A)(1+B) برابر y =

√
Ax2+By2 مخروط

توسط x2 + y2 + z2 = 2ay معادلۀ به کرۀ سطح از شده جدا سطح مساحت که دهید نشان (١١
است. 2aπ/

√
AB برابر y = Ax2+By2 بیضوی سهمی گون

چرخشͬ میدانهای ٩ . ٧ بخش

میدانهای نداشت، بستگی مسیر به آنها به نسبت خط انتگرال که ابقایی، برداری میدانهای همانند
محتوی به نه دارد بستگی سطح لبۀ به تنها آنها در سطح انتگرال که نمود تعریف می توان را چرخشی

آن!

در گردد. تعریف آن بر F برداری میدان و فضا از مجموعه ای زیر Ω کنید فرض تعریف. ١.٧.٩
(به آنها لبۀ که Ω در واقع S 2 و S 1 جهتدار سطح دو هر بازاء که است چرخشی Ω بر F صورتی
ساده تر، بیان به .

s
(S 1) F •ndσ=

s
(S 2) F •ndσ باشیم داشته باشد، یکی جهتدار) منحنی یک عنوان

باشد. داشته بستگی سطح لبۀ به تنها Ω در سطح انتگرال

ستاره مجموعۀ تعریف مشاهدۀ (برای است شکل ستاره مجموعه ای Ω کنید فرض قضیه. ٢.٧.٩
می باشد. دیفرانسیلپذیر Ω سرتاسر بر F =

(
P,Q,R

) برداری میدان و شود) مراجه ١۴.١٢.۵ به شکل
معادلند: زیر احکام صورت این در

است. چرخشی Ω بر F الف)

است. صفر S بر F انتگرال ،Ω در S بستۀ رویۀ هر ازای به ب)

.Ω بر div(F) = 0 ج)

بنابراین، و است دقیق Ω بر ω ٢ -فرم آنگاه ،ω = Pdy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy اگر د)
شود). توجه ٢١.١٢.۵ به کامل و دقیق فرم تعریف (برای می باشد کامل

معنی این به .F = Curl(G) که دارد وجود چنان G =
(
f ,g,h

) دیفرانسیلپذیر برداری میدان ھ)
□ .R = gx − fy و Q = fz−hx ،P = hy−gz ای (x,y,z) ∈Ω هر ازای به که
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F مولد را G آنگاه ،F = Curl(G) باشیم داشته و باشد چرخشی Ω بر F چنانچه تعریف. ٣.٧.٩
△ می نامیم. Ω بر

Ω بر F =
(
P,Q,R

) برداری میدان و بوده شکل ستاره مجموعه ای Ω کنید فرض قضیه. ۴.٧.٩
صورت این در .F = Curl(G) یعنی باشد، F مولد G =

(
f ,g,h

) و باشد چرخشی

f (x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
z Q(tx, ty, tz)− yR(tx, ty, tz)

]
dt+φ(x,y,z),

g(x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
xR(tx, ty, tz)− z P(tx, ty, tz)

]
dt+ψ(x,y,z),

h(x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
y P(tx, ty, tz)− x Q(tx, ty, tz)

]
dt+η(x,y,z).

است دلخواه کامل دیفرانسیلپذیر برداری میدان یک H =
(
φ(x,y,z),ψ(x,y,z),η(x,y,z)

) آن در که
□ .(Curl(H) = 0 داریم دیگر، بیان (به

.div(F) = y , 0 زیرا نیست، چرخشی F =
(
xy,z2, xy2) میدان (١ مثال. ۵.٧.٩

صفحات اجتماع U که DF = R
3 −U صورت این در .F = (1/y,1/z,1/x) کنید فرض (٢

ستاره مجموعه ای زیر Ω ⊂ DF کنیم فرض نیست. شکل ستاره مجموعه این است. مختصاتی
Ω بر F بنابرین، و div(F) = 0 صورت این در می گیرد. قرار DF در تماماً که باشد شکل
این در می کنیم. استفاده ۴.٧.٩ از ،G = (

f ,g,h
) مولد آوردن بدست برای است. چرخشی

داریم صورت،

f −φ(x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
z Q(tx, ty, tz)− yR(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
1
t
− y

tx

]
dt = 1− y

x
,

g−ψ(x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
xR(tx, ty, tz)− z P(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
1
t
− z

ty

]
dt = 1− z

y
,

h−η(x,y,z) =
∫ 1

0
t
[
y P(tx, ty, tz)− x Q(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
1
t
− x

zt

]
dt = 1− x

z
.

از عبارت G ترتیب این به

G =
(
1− y

x
, 1− z

y
, 1− x

z

)
+H,
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کامل دیفرانسیلپذیر برداری میدان یک H =
(
φ(x,y,z),ψ(x,y,z),η(x,y,z)

) آن در که است
است. دلخواه

و است شکل ستاره Ω = R3 صورت این در .F = (
z3+ x2, x3+ z,y3−2xz

) کنید فرض (٣
آن مولد آوردن بدست برای است. چرخشی Ω بر F بنابرین، .div(F) = 2x+ 0− 2x = 0

می کنیم: استفاده ۴.٧.٩ از ،G = (
f ,g,h

) مثلا میدان،

f −φ =
∫ 1

0
t
[
z Q(tx, ty, tz)− yR(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
z(x3t3+ zt)− y(y3t3−2xzt2)

]
dt

=

[
zx3 t5

5
+ z2 t3

3
− y4 t5

5
+2xyz

t4

4

]1

0

=
zx3

5
+

z2

3
− y4

5
+

xyz
2
,

g−ψ =
∫ 1

0
t
[
xR(tx, ty, tz)− z P(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
x(y3t3−2xzt2)− z(z3t3+ x2t2)

]
dt

=

[
xy3 t5

5
−2x2z

t4

4
− z4 t5

5
− zx2 t4

4

]1

0

=
xy3

5
−3

x2z
4
− z4

5
,

h−η =
∫ 1

0
t
[
y P(tx, ty, tz)− x Q(tx, ty, tz)

]
dt

=

∫ 1

0
t
[
y(z3t3+ x2t2)− x(x3t3+ zt)

]
dt

=

[
yz3 t5

5
+ yx2 t4

4
− x4 t5

5
− xz

t3

3

]1

0

=
yz3

5
+

yx2

4
− x4

5
− xz

3
.

از است عبارت G ترتیب این به

G =
( zx3

5
+

z2

3
− y4

5
+

xyz
2

)
i+

( xy3

5
−3

x2y
4
− z4

5

)
j

+
(yz3

5
+

yx2

4
− x4

5
− xz

3

)
k+H,

است. دلخواه کامل دیفرانسیلپذیر برداری میدان یک H =
(
φ(x,y,z),ψ(x,y,z),η(x,y,z)

) که
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و دارد قرار z = 1 صفحۀ بالای در که است x2 + y2 + z2 = 10 کرۀ از قسمتی S کنید فرض (۴
محاسبه را S بر F =

(
z,y, x

) میدان انتگرال دارد. مبداء از بیرون به رو S بر n جهت بردار
کنید.

بر F انتگرال مقدار بنابراین و است، چرخشی Ω = R3 بر F پس ،div(F) = 0 چون حل:
باشد، S لبۀ برابر جهتدار) منحنی یک عنوان (به آن لبۀ که ای S 1 رویه هر بر F انتگرال با S

رویۀ می توانیم بنابرین است، C : x2+ y2 = 9, z = 1 منحنی S رویۀ لبۀ چون است. یکسان
جهت بعلاوه و است گردیده جدا شده داده کرۀ توسط که بگیریم z = 1 صفحۀ از قسمتی را S 1

ترتیب، این به کنیم. اختیار می توانیم n = k را آن بر
x
(S )

F •ndσ =
x
(S 1)

F •ndσ =
x
D

xdxdy = 0,

⃝ است. xy−صفحه بر S 1 تصویر D : x2+ y2 ≤ 9 که

سپس و است چرخشی Ω مجموعۀ بر F برداری میدان که دهید نشان مورد، هر در تمرین. ۶.٧.٩
کنید: مشخص را آن مولد

.Ω : max
{|x|, |y|, |z|} ≤ 2 و F =

(
y− x+ z, x− y+ z, x+ y+2z

) (١

.Ω = R3 و F =
(
x2− xy− xz,y2− xy− yz,z2− xz− yz

) (٢

.Ω : 1 ≤ x , 1 ≤ y , 1 ≤ z و F = (x/y− x/z,y/z− y/x,z/x− z/y) (٣

.Ω : x2+ y2+ z2 ≤ 9 و F =
(
3y2z−3xz2, x2y,z3− x2z

) (۴

استوکس قضیۀ ٩ . ٨ بخش

خط انتگرال آن کمک به و است فضایی منحنیهای حالت به گرین قضیۀ طبیعی تعمیم استوکس قضیۀ
تعریف دو به آن صورت تفهیم برای نمود. تبدیل می توان دوم نوع سطح انتگرال به را فضا در دوم نوع

پرداخت. خواهیم آنها بیان به ذیلا که داریم نیاز جدید

از منظور است. C لبۀ و n جهت بردار با جهتدار و لبه دار رویۀ یک S کنید فرض تعریف. ١.٨.٩
بیان به یا و دارد قرار متحرک چپ سمت S روی همواره آن طی که است جهتی ،C در استاندارد جهت
است. سازگار n بردارهای روی از راست دست قاعدۀ توسط شده تعریف جهت با C جهت معادل،
△ شود. توجه ٢۴ . ٩ شکل به

لبۀ بر استاندارد جهت همراه به جهتدار و لبه دار رویه های از نمونه هایی ٢۵ . ٩ شکل در مثال. ٢.٨.٩
⃝ است. شده داده نشان آنها
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جهت :٢۴ . ٩ شکل
یک لبۀ بر استاندارد

رویه

قسمتهای :٢۵ . ٩ شکل
۶.٨.٩ مثال از ٢ و ١

صورت این در است. دیفرانسیلپذیر برداری میدان یک F =
(
P,Q,R

) کنید فرض تعریف. ٣.٨.٩
می کنیم: تعریف زیر شکل به را F پیچش یا کرل

Curl(F) := ∇×F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
Ry−Qz,Pz−Rx,Qx −Py

)
.

صورت این در عددند. b و a و متغیره سه تابع f برداری، میدان G و F کنید فرض قضیه. ۴.٨.٩

1) div(F+G) = div(F)+div(G), 2) div(aF) = adiv(F),

3) div( f G) = (∇ f ) •G+ f div(G), 4) div(Curl(F)) = 0,

5) Curl(F+G) = Curl(F)+Curl(G), 6) Curl(aF) = aCurl(F),

7) Curl( f F
)
= f Curl(F)+∇ f ×F, 8) Curl(∇ f ) = 0,

9) div(F×G) =G •Curl(F)−F •Curl(G),

10) Curl(F×G) = div(G)F−div(F)G+ (G •∇)F− (F •∇)G,

□ .G = (G1,G2,G3) فرض با ،(F •∇)G :=
(
F •∇G1,F •∇G2,F •∇G3

)
اینجا در که
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صورت به را بالا قضیه از (۴) حکم مثال برای بنابراین، .Curl = ∇× و div = ∇ • که شود توجه
چیست؟ قسمتها سایر تعابیر نوشت. می توان ∇ •(∇×F) = [∇,∇,F] = 0

نیز C بر جهت و است C لبۀ با لبه دار و جهتدار رویۀ یک S کنید فرض استوکس. قضیۀ ۵.٨.٩
پیوسته C منحنی بر و مشتقپذیر S سطح بر F برداری میدان کنید فرض همچنین می باشد. استاندارد

صورت این در ∮باشد،
C

F • dr =
x
(S )

Curl(F) •ndσ.

صورت این در .F = (
P,Q,R

) کنیم فرض ∮اثبات:
C

F •dr =
∮

C
Pdx+

∮
C

Qdy+
∮

C
Rdz,

x
(S )

Curl(F) •ndσ =
x
(S )

Curl(P.i) •ndσ+
x
(S )

Curl(Q.j) •ndσ+
x
(S )

Curl(R.k) •ndσ.

کنیم: اثبات را زیر تساویهای می توانیم استوکس قضیۀ اثبات بجای ∮بنابراین،
C

Pdx =
x
(S )

Curl(P.i) •ndσ,

∮
C

Qdy =
x
(S )

Curl(Q.j) •ndσ,

∮
C

Rdz =
x
(S )

Curl(R.k) •ndσ.

S رویۀ کنیم فرض منظور این برای کنیم. اثبات را اولی است کافی نتیجه، در هستند. هم شبیه که
باشد: C برابر r توسط D مرز تصویر و r(u,v) = (x,y,z) که کنیم پیمایش r : D→ S صورت به را

داریم ترتیب، این به .C = r(∂D)∮
C

Pdx =
∮
∂D

P(r(u,v))dx(u,v)

=

∮
∂D

P.
(
xu du+ xv dv

)
(1)
=

x
D

( ∂
∂u

(
Pxv

)− ∂

∂v
(
Pxu

))
dudv

=
x
D

(
Pu.xv+P.xuv−Pv.xu−P.xvu

)
dudv

=
x
D

(
Pu.xv−Pv.xu

)
dudv

=
x
D

((
Pxxu+Pyyu+Pzzu

)
xv−

(
Pxxv+Pyyv+Pzzv

)
xu

)
dudv
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(1)
=

x
D

(
Pz.

(
zuxv− zvxu

)−Py.
(
xuyv− xvyu

))
dudv

=
x
D

(
Pz
∂(z, x)
∂(u,v)

−Py
∂(x,y)
∂(u,v)

)
dudv

=
x
D

(
0,Pz,−Py

)
•
( ∂(y,z)
∂(u,v)

,
∂(z, x)
∂(u,v)

,
∂(x,y)
∂(u,v)

)
dudv

=
x
(S )

Curl(P.i) •ndσ.

2 گرین. قضیۀ از (٢) در و کرده ایم استفاده مشتق زنجیره ای قاعده از (١) در اینکه توضیح

مثال. ۶.٨.٩

بردار و دارد قرار xy−صفحه بالای در که است x2+ y2+ z2 = 9 کرۀ از قسمتی S کنید فرض (١
کنید. تحقیق را استوکس قضیۀ .F = (

z, x,y
) و است z−محور مثبت جهت به رو n جهت

C جهت ،S بر جهت به توجه با می کنیم. محاسبه را استوکس فرمول چپ سمت ابتدا حل:
بنابراین شود. توجه ٩ . ٢۶-الف شکل به می کنیم. انتخاب مثلثاتی صورت به را

C : x2+ y2+ z2 = 9, z = 0, مثلثاتی جهت با

: x2+ y2 = 9, z = 0, مثلثاتی جهت با

: r(t) =
(
3cos t,3sin t,0

)
: 0 ≤ t ≤ 2π,

با است برابر استوکس فرمول چپ سمت ترتیب، این به ∮و
C

F •dr =
∫ 2π

0

(
0,3cos t,3sin t

)
•
(−3sin t,3cos t,0

)
dt

=

∫ 2π

0
9cos2 t dt = 9π.

مینماییم: پیمایش را S ابتدا می کنیم. محاسبه را استوکس فرمول راست سمت حال

S : z =
√

9− x2− y2 ; (x,y) ∈ D, D : x2+ y2 ≤ 9.

آنگاه بگیریم، S معرف تابع را f = x2+ y2+ z2 اگر بنابراین،

ndσ =
± f ′

| fz|
dxdy = ±

(
x,y,z

)
|z| dxdy

= ±
(
x,y,

√
9− x2− y2

)
dxdy√

9− x2− y2
,
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بعلاوه می پذیریم. را + حالت باشد، z−محور مثبت جهت به رو n است قرار چون که

Curl(F) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
z x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
1,1,1

)
.

از است عبارت استوکس فرمول راست سمت نتیجه، در
x
(S )

Curl(F) •ndσ =
x
D

(
1,1,1

)
•

(
x,y,

√
9− x2− y2

)
dxdy√

9− x2− y2

=
x
D

x+ y+
√

9− x2− y2√
9− x2− y2

dxdy

=
x
D

(x+ y)dxdy√
9− x2− y2

+
x
D

dxdy

(1)
= 0+Area(D) = π×32 = 9π.

نتیجه و نموده استفاده D دامنه تقارن و (x+ y)/√... تابع بودن فرد از (١) در که این توضیح
است. صفر اول انتگرال که گرفته ایم

قسمتهای :٢۶ . ٩ شکل
۶.٨.٩ مثال از ٢ و ١

x = 2 و x = −2 صفحات توسط که باشد y2 + z2 = 4 استوانۀ از قسمتی S کنید فرض (٢
برداری میدان و S برای را استوکس قضیۀ است. استوانه بیرون به رو n و است شده بریده

کنید. تحقیق F =
(
z2,y2, x2)

که می کنیم توجه منظور این برای می کنیم. محاسبه را استوکس فرمول چپ سمت ابتدا حل:
شود): توجه ٩ . ٢۶-ب شکل (به گردد می تشکیل دایره دو از S مرز C = ∂S

C1 : y2+ z2 = 4, x = 2, C2 : y2+ z2 = 4, x = −2.

yz−صفحه به نسبت یعنی، .−i بردار با C2 جهت و باشد سازگار i بردار با C1 جهت باید که
بنابراین می باشد. مثلثاتی خلاف جهت دارای C2 و مثلثاتی جهت دارای C1 منحنی

C1 : r(t) =
(
2,2cos t,2sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π,

C2 : r(t) =
(−2,2sin t,2cos t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π.
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از است عبارت استوکس فرمول چپ سمت ∮و
C

F •dr =
∫

C1

F •dr+
∫

C2

F •dr

=

∫ 2π

0

(
4sin2 t,4cos2 t,4

)
•
(
0,−2sin t,2cos t

)
dt

+

∫ 2π

0

(
4cos2 t,4sin2 t,4

)
•
(
0,2cos t,−2sin t

)
dt

= 8
∫ 2π

0

(
sin2 t cos t− cos2 t sin t+ cos t− sin t

)
dt = 0.

آن در که نمود، پیمایش می توان r(u,v) =
(
u,2cosv,2sinv

) شکل به را S رویۀ طرفی از
از است عبارت S بر قائم نتیجه، در .D : −2 ≤ u ≤ 2 , 0 ≤ v ≤ 2π

ndσ = ±ru× rv dudv

= ±(1,0,0)× (
0,−2sinv,2cosv

)
dudv

= ±2
(
0,cosv,sinv

)
dudv,

بعلاوه می پذیریم. را مثبت حالت مسأله، صورت به توجه با که

Curl(F) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
z2 y2 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
0,2z−2x,0

)
.

از است عبارت
s

(S ) Curl(F) •ndσ استوکس فرمول راست سمت بنابراین،
x
D

(
0,4sinv−2u,0

)
•
(
0,2cosv,2sinv

)
dudv =

= 4
x
D

cosv
(
2sinv−u

)
dudv

= 4
∫ 2

−2

[∫ 2π

0
cosv

(
2sinv−u

)
dv

]
du

= 4
∫ 2

−2

[
sin2 v−usinv

]2π

0
du = 0.

در که است z = acos2 t و y = 2asin t cos t ،x = asin2 t منحنی از قطعه ای C کنید فرض (٣
کنید. محاسبه را

∮
C

(y− z)dx+ (z− x)dy+ (x− y)dz انتگرال .0 ≤ t ≤ π آن

و x+ z = asin2 t+acos2 t = a داریم ،C منحنی بر که می گردد ملاحظه حل:

y2 = 4a2 sin2 t cos2 t
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= 4a2 sin2 t(1− sin2 t) = 4x(a− x).

بنابراین، می باشد. 4x2 + y2 = 4ax استوانۀ و x+ z = a صفحۀ مشترک فصل C بنابراین،
توسط که می باشد x+ z = a صفحۀ از قسمتی S و است S رویۀ لبۀ C که نمود فرض می توان
است مثلثاتی عکس C بر حرکت جهت بعلاوه، است. شده بریده 4x2 + y2 = 4ax استوانۀ
می نویسیم: نتیجه، در باشد. z−محور منفی جهت در می باید S بر n جهت بردار بنابراین، و

بعلاوه .D : (x−a/2)2/(a/2)2+ y2/a2 ≤ 1 که ،S : z = a− x ; (x,y) ∈ D

ndσ =
±(1,0,1)
√

1+0+1

√
1+0+1
|1| dxdy = ±(1,0,1),

Curl(F) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
y− z z− x x− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2
(
1,1,1

)
.

داریم استوکس، قضیۀ کمک به ∮پس
C

F •dr =
x
(S )

Curl(F) •ndσ

=
x
D

−2
(
1,1,1

)
•(−1,0,−1)dxdy

= 4
x
D

dxdy = 4Area(D)

= 4×π× a
2
×a = 4πa2.

می باشد. قطرش نیم دو حاصلضرب در ضرب π برابر بیضی مساحت زیرا،

آن جهت که باشد x+y+ z = 0 معادلۀ به صفحۀ و x2+y2+ z2 = a2 کرۀ برخورد محل C اگر (۴
کنید. محاسبه را

∮
C

(y2+ z)dx+ (z2+ x)dy+ (x2+y)dz مقدار است، سازگار (
1,1,1

) با

x2+ y2+ z2 = a2 کرۀ توسط که می گیریم نظر در x+ y+ z = 0 صفحۀ از قسمتی را C حل:
از شده جدا S رویۀ بنابراین، بگیریم. z−محور مثبت جهت به رو را n و است خورده برش
می باشد: xy−صفحه بر آن تصویر D که است، S : x+y+z = 0; (x,y) ∈ D از عبارت صفحه

D : x2+ y2+ (−x− y)2 ≤ a2

: x2+ y2+ xy ≤ a2/2

: (2x− y)2+3y2 ≤ 2a2,

آنگاه ، f = x+ y+ z شود فرض اگر صورت این در اما، است. بیضی یک که

ndσ = ± f ′

| fz|
dxdy = ±(1,1,1)dxdy,
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بعلاوه است. قبول مورد + حالت مسأله، صورت به توجه با که

Curl(F) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
y2+ z x2+ y y2+ x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(
1−2z,1−2x,1−2y

)
.

داریم استوکس قضیۀ بنابه نتیجه، ∮در
C

F •dr =
x
(S )

Curl(F) •ndσ

=
x
D

(
1−2z,1−2y,1−2x

)
•
(
1,1,1

)
dxdy

=
x
D

(
3−2(x+ y+ z)

)
dxdy

(1)
= 3

x
D

dxdy
(2)
=

√
3

2

x
D′

dudv

=

√
3

2
Area(D′) = πa2

√
3,

نیز (2) در دارد». قرار x+ y+ z = 0 رویه بر C «منحنی که است شده استفاده نکته این از (1) در
نموده ایم. استفاده J = 1÷

∣∣∣∣det
(2 −1
0
√

3

)∣∣∣∣ = √3/6 ژاکوبی با v =
√

3y و u = 2x− y متغیر تغییر از
⃝ است. uv−صفحه در D ناحیه تصویر D′ : u2+ v2 ≤ 2a2 همچنین،

کنید: تحقیق را استوکس قضیۀ ،٨ تا ١ تمرینات در تمرین. ٧.٨.٩

است بالا به رو n شده، بریده z = 1 صفحۀ توسط که است z2 = x2+y2 مخروط از قسمتی S (١
.F = (

1, x, x2) و

بالا به رو n و شده جدا مختصاتی صفحات توسط که است x+y+ z = 2 صفحۀ از قسمتی S (٢
.F = (

y2+ z, x2+ z, x2+ y
) و می باشد

.0 ≤ t ≤ 2π با ،r(t) =
(
2cos t,sin t,cos t+ sin t

) و F =
(
y+2z,z+2x, x+2y

) (٣

است. z = 4 صفحۀ با z = x2+ y2 رویۀ برخورد محل C و F = 6xi+ zj+3k (۴

z = −1 صفحات توسط x2+y2 = 1 لستوانۀ از شده جدا رویۀ لبۀ C و F = −2zi+3xj+4yk (۵
است. z = 1 و

است. y ≤ 0 فضای نیم در واحد کرۀ نیم لبۀ C و F =
(
2x− y,−yz2,−y2z

) (۶

است. x2/4+ y2/9+ z2 = 1 بیضی گون بالایی نیمۀ لبۀ C و F =
(
x, x+ y, x+ y+ z

) (٧

است. z ≥ 0 با z = 2−
√

x2+ y2 رویۀ لبۀ C و F = (x− z)i+ (x3+ yz)j−3xy2k (٨
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بگیرید. انتگرال C منحنی بر F برداری میدان از ،١۵ تا ٩ تمرینات در

و است شده بریده x2+y2 = 2rx استوانۀ توسط که است x2+y2+z2 = 2Rx کرۀ از قسمتی S (٩
F =

(
y2+ z2, x2+ z2, x2+ y2) و 0 < r < R است، x−محور مثبت جهت به رو n جهت بردار

است. x2+ y2+ z2 = 16 کرۀ بالایی نیمۀ لبۀ C و F =
(
xz2, x2y− z3,2xy+ y2z

) (١٠

است. 0 ≤ t ≤ 2π r(t)با =
(
sin t,cos t,sin2t

) و F = (y+ sin x)i+ (z2+ cosy)j+ x3k (١١

تا (a,0,0) از راست خط پاره اجتماع C و F = (x2 − yz)i + (y2 − xz)j + (z2 − xy)k (١٢
است. 0 ≤ t ≤ 2π با r(t) =

(
acos t,asin t,bt

) مارپیچ و (a,0,2πb)

x2+y2+z2 =R کرۀ از z= b و z= a صفحات بین در واقع قسمت لبۀ C و F= y2i+z2j+ xk (١٣
.0 ≤ a ≤ b ≤ R که است

است. 0 ≤ t ≤ 2π r(t)با =
(
asin t,acos t,a(sin t+ cos t)

) و F =
(
x, x+ y, x+ y+ z

) (١۴

Ω : −1 ≤ x,y,z ≤ 1 توپر مکعب سطح برخورد محل C و F =
(
y2− z2,z2− x2, x2− y2) (١۵

است. سازگار (1,1,1) بردار با آن جهت که است x+ y+ z = 3/2 صفحۀ با

خود بدون بستۀ منحنی هر ازای به که باشد خاصیت این دارای Ω مجموعۀ اگر نتیجه. ٨.٨.٩
Ω بر F برداری میدان اگر نیز و باشد، C آن لبۀ که شود یافت Ω در جهتدار رویه ای ،Ω در C قطعی
Curl(F) که است آن Ω بر F میدان بودن ابقائی برای کافی و لازم شرط آنگاه باشد، دیفرانسیلپذیر
□ .Qz = Ry و Pz = Rx ،Py = Qx آنگاه ،F = (

P,Q,R
) اگر یعنی، باشد. صفر

دیفرانسیلپذیر فضا Ωاز ناحیۀ بر F برداری میدان کنید فرض استوکس. قضیۀ فیزیکی تعبیر ٩.٨.٩
C و دارد بر در منظم نقطه ای عنوان به را X0 که باشد Ω در رویه ای S کنید فرض .X0 ∈ Ω و است
C راستای در F برداری میدان چرخش متوسط صورت، این در است. استاندارد جهت دارای و S لبۀ
تک به S که هنگامی را مقدار این حدی حالت می باشد. S مساحت بر

∮
C F • dr قسمت خارج برابر

می دهیم: نشان Curl(F)|X0 نماد با و نامیده X0 در F چرخش می گراید، X0 نقطۀ

Curl(F)
∣∣∣∣
X0
= lim

S→X0

(∮
C

F •dr
)
÷

(x
(S )

dσ
)
.

نمود: بیان می توان زیر صورت به را استوکس قضیۀ بنابراین،

استاندارد جهت با C اگر و بوده C لبۀ با لبه دار و جهتدار ای رویه S اگر استوکس. قضیۀ ١٠.٨.٩
توسط شده انجام کار آنگاه باشد، پیوسته C بر و مشتقپذیر S بر F برداری میدان اگر نیز و باشد
□ است. S رویۀ سراسر بر F چرخش میزان برابر F میدان تأثیر تحت C بر استوار متحرک
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میپل از استفاده ٩ . ٩ بخش

شود. مراجعه maple.pdf فایل یا و 519 صفحۀ به میپل، افزار نرم از استفاده مقدمات مشاهدۀ برای

S : r(u,v) := (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) رویۀ کنید فرض اول. نوع سطح انتگرال محاسبۀ ١.٩.٩
متغیره سه تابع یک f (x,y,z) و کرده ایم پیمایش D : a ≤ u ≤ b,h(u) ≤ v ≤ l(u) uv−منظم دامنۀ بر

دستور از است کافی S بر f انتگرال محاسبۀ برای صورت، این در باشد، S بر اسکالر) (میدان

SurfaceInt(f(x,y,z), [x,y,z] = Surface((x(u,v),y(u,v),z(u,v)),u = a..b,v = h(u)..l(u)))

می کنیم: محاسبه زیر روش به را ۵.٢.٩ مثال از ٩ قسمت در محاسبات نمونه برای کنیم. استفاده

با را VectorCalculus افزاری نرم بسته باید ابتدا دوم. نوع سطح انتگرال محاسبۀ ٢.٩.٩
دستور از F = (P,Q,R) برداری میدان معرفی برای حال کنیم. آماده with(VectorCalculus) دستور
مفروض شده پیمایش رویه ادامه، در می کنیم. استفاده VectorField(⟨P,Q,R⟩,cartesian[x,y,z])

دستور با را S : r(u,v) = (x,y,z); a ≤ u ≤ b, h(u) ≤ v ≤ l(u)

Surface((x(u,v),y(u,v),z(u,v)),u = a..b,v = h(u)..l(u))

شود. استفاده Flux(F,S) دستور از است کافی S بر F انتگرال محاسبه برای اکنون، می کنیم. آماده
می کنیم: محاسبه زیر روش به را ١٢.۴.٩ مثال از ٣ قسمت در محاسبات نمونه برای

قسمت در که آنچه با جواب علامت دراینجا نمونه، برای نمود. بررسی مستقیما را نتیجه علامت باید
دارد. تفاوت است آمده ١٢.۴.٩ مثال از ٣



میپل از استفاده . ٩ . ٩ ۵١٩ سطح انتگرال . ٩ فصل

دستور با را VectorCalculus افزاری نرم بسته باید ابتدا گرادیان. و کرل دیورژانس، ٣.٩.٩
با نمونه برای کنیم. معرفی مختصات دستگاه باید سپس، نماییم. حاضر with(VectorCalculus)

می گردد. معرفی x,y,z دکارتی مختصاتی دستگاه ،SetCoordinates(′cartesian′[x,y,z]) دستور
بجای می کنیم. استفاده Nabla(f(x,y,z)) دستور از f (x,y,z) تابع گرادیان محاسبه برای اکنون،

نمود. استفاده می توان نیز Gradient یا Del از Nabla

معرفی میپل محیط در F :=VectorField( ⟨P, Q, R ⟩ ) دستور با را ،F= (P,Q,R) برداری میدان
از همچنین، می کنیم. استفاده Divergence(F) دستور از F دیورژانس محاسبه برای اکنون، می کنیم.

می کنیم. استفاده برداری میدان کرل محاسبه برای Curl(F) دستور

t.me/GenMat2 کانال یا webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah وبگاه در یادداشت. ۴.٩.٩
است. شده آورد الذکر فوق مباحث به مربوط منابع و مثالها

https://t.me/GenMat2
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/Calculus2/calculus2.htm
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میپل با اولیه آشنایی

ریاضی تحقیقات و آموزش در آن توجه قابل توانایی و میپل افزار نرم معرفی قسمت این از هدف
میپل افزار نرم از استفاده خصوص در که یک، عمومی ریاضی کتاب متن از قسمتهایی می باشد.
تلگرامی کانال یا و http : //webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/r2.htm سایت در را می باشد
برای AdobeAcrobat افزار نرم است کافی کنید. مشاهده می توانید https : //t.me/GenMat2

١ کنید. مشاهده را doc.pdf فایل سپس و نموده نصب را pdf پسوند با فایلهای خواندن
گسترده ای شکل به افزار نرم این از است. قوی بسیار کامپیوتری افزار نرم یک نام Maple میپل
از را آن که است بیشماری مزایای دارای مپیل می شود. استفاده ریاضی کاربرد و تحقیق آموزش، در
این از برخی می سازد. متمایز (. . . و درایو متکد، متلب، متمتیکا، (نظیر، مشابه افزارهای نرم سایر

زیرند: شرح به ویژگیها

داد. انجام می توان آن در را صحیح اعداد با محاسبات •

داد. انجام می توان رقم تعداد هر با را عددی محاسبات •

داد. انجام می توان آن کمک به را نمادین محاسبات •

می تواند کدام هر که دارد وجود میپل زبان به بیشماری افزاری نرم بسته های و شده ساخته توابع •
آید. بکار بخصوص موضوعی در

نمود. استفاده بعدی دفعات در و کرده ضبط می توان را محایبه ای گونه هر •

نمود. استفاده می توان کامپیوتری مناسب ادیتور یک عنوان به آن محیط از •

است. ساده حال عین در و قوی بسیار نویسی برنامه زبان یک میپل •

١٣٩٩ تیر ١٢ رسانی: بروز آخرین ١

Copyright : Mehdi Nadjafikhah
e-mail : m_nadjafikhah@iust.ac.ir

Web : http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah
Telegram : https://t.me/GenMat2

۵٢١
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میپل با اولیه آشنایی ۵٢٢ میپل با اولیه آشنایی

احتمالی پنهانی مشکلات دارای دلیل همین به و می کنند کار آن با کاربران از بیشماری تعداد •
است. کمتری

تکاملی سیر رفته رفته و آمد وجود به کانادا واترلو دانشگاه در که است افزاری نرم اساس در میپل
نمود. طی را خود

افزار نرم این رسمی وبگاه به می توانید آن گسترش حال در ویژگیهای و تاریخچه ملاحظۀ برای
کنید. مراجعه http : //www.maplesoft.com

چرا

برای کافی دلیل می توان تنهایی به کدام هر که نمود مطرح مورد این در را زیر دلایل بتوان شاید
می رسند: نظر به کنون تا که هستند دلایلی تنها اینها که حالی در باشد، آموزش در میپل از استفاده

می شود. معاف تکراری مباحث با شدن درگیر از خواننده و متعلم مدرس، •

چگونگی و داده نشان عیان به را می گنجد تخیل در که چیزهایی می تواند آن کمک به مدرس •
کند. تسریع را مطلب تفهیم

یا و بپردازد مطالب عمق به میپل، بکارگیری از حاصل آمده بدست فرصت از می توان مدرس •
کند. حل کلاس در را بیشتری تمرینات

شود. مطلع آن درستی چگونگی و نموده اجرا سریعتر را خود احتمالی ایده های می تواند خواننده •

چگونه

مباحث آموزشی کمک ابزارهای بکارگیری میزان و نحوه مورد در تربیتی علوم متخصصین میان در
آن از استفاده چگونگی و میزان در ولی القولند متفق آن وجود اصل در همگی که دارد وجود فراوانی
می کنند، مطرح افزاها نرم از نامحدود استفادۀ منتقدین که نکته ای هستند. متفاوتی نظرات دارای
بردن پناه و مطلب عمق از متعلم شدن دور احتمال افزارها، نرم از گسترده گیری بکار با که است این
مرتفع ارزشیابی و تدریس شیوۀ با می توان را می رسد حق به بنظر که مشکل این می رود. ظاهر به او
نموده تحقیق خصوص این در مبسوط شکل به تا است دانسته خود بر نویسنده اساس همین بر نمود.

نماید. ارائه را مهم این انجام برای عملی راهکارهای و
باشد: داشته کافی توجه زیر نکات به محترم خوانندۀ که می شود توصیه اساس همین بر

نیز را ساده مثال چند و شده آشنا آن محیط با اندازه ای تا میپل افزار نرم با آشنایی ابتدای در •
جلو کتاب با تا دهید فرصت و کنید خودداری بیشتر وقت صرف از ولی کنید حل آن کمک به

بروید.

http://www.maplesoft.com


میپل با اولیه آشنایی ۵٢٣ میپل با اولیه آشنایی

به سپس و دهید قرار توجه مورد کامل بطور را نظری)) ((بحث ابتدا خاص موضوع هر در •
کنید. مراجعه است، شده آورده فصل هر پایان در که میپل)) از ((استفاده بخش

نمایید. حل میپل کمک به را آنها سپس و دست با ابتدا را اولیه مثالهای کنید سعی •

در ریاضی) (آزمایشگاه عنوان به دقیقه ۴۵ هفته هر درس، دوم هفتۀ از بعد تا می شود توصیه •
آن بخشی سود نیز و استفاده چگونگی آموزش به میپل به مسلط استاد آن در و شود گرفته نظر

بپردازد.

به میپل از استفاده با حل و دستی حل با همراه را مسایلی مربوطه مدرس که می شود توصیه •
کند. طلب شاگردان از منظم طور

پیشنیاز

مربوطه، آموزشی کتب از یکی به مراجعه با محترم خوانندۀ تا است لازم میپل از استفاده برای
بگیرد. فرا را آن در مطالب تایپ چگونگی و کمک از استفاده چون مطالبی میپل، محیط با آشنایی ضمن

کنیم؟ تهیه را آن چگونه

از راحتی به را افزا نرم این نمی شود، اجرا المللی بین رایت کپی قانون متاسفانه که ایران در
براوزر در را maple» جدید نسخه «دانلود کلمات است کافی نمود. تهیه می شود داخلی سایتهای

نمونه برای شد. خواهد ظاهر مختلفی ادرسهای نمایید. وارد کامپیوترتان
https : //www.downloadha.com/software/maplesoft−maple

میپل برنامه نسب طرز

بروید، Maple سپس و Utillities دایرکتوری به و داده قرار دی سی مخصوص درایو در را آن
نمود. خواهد نصب را میپل افزار نرم خودکار طور به شما دستگاه کنید. اجرا را setup فایل

ظاهر است، بسته نقش کاج) درخت برگ (یعنی، میپل شکل آن بر که آیکن یک نصب، از پس
صفحۀ یک کار این از پس کنید. کلیک بار دو آیکن آن بر است کافی کار به شروع برای می گردد.
وارد برای قراردارد؛ زن چشمک کرسر یک آن بالای و چپ سمت گوشۀ در که می گردد ظاهر سفید
دستور هر آخر در کنید. تایپ به شروع و کرده کلیلک مذکور صفحۀ بر است کافی دستورات نمودن
Shift شیفت کلید که حالی در چنانچه می گردد. اعلام نتیجه و شده اجرا دستور زدن، Enter انتر با

https://www.downloadha.com/software/maplesoft-maple/


میپل با اولیه آشنایی ۵٢۴ میپل با اولیه آشنایی

ادامۀ کردن وارد برای جدید خط یک شود، اجرا دستور اینکه بدون بزنید، را انتر کلید فشرده اید، را
شود. می باز قبلی دستورات

(که دیگری دایرکتوری در را کار نتیجۀ می توانید دادید، انجام مثالها محتوی در تغییراتی چنانچه
کنید. ذخیره دارد) قرار شما دستگاه در

آن اجرای و دستور

کردن وارد قابل کلید صفحۀ توسط که است نمادها و حروف از دنباله ای میپل محیط در دستور هر
شود، استفاده ؛ نماد از اگر شود. استفاده ؛ یا و : نمادهای از باید دستور هر انتهای در می باشد.
استفاده دستور یک آخر در : نماد از اگر ولی می گردد، ظاهر بعدی خط در آن نتیجۀ و شده اجرا دستور

شد. نخواهد داده نمایش و می شود اجرا حافظه در تنها دستور آن شود،



آزمون چند

موضوع، بر کافی تسلط از پس که شود می توصیه شود. می مطرح امتحانی مسایل نمونه چند ادامه در
است. ساعت ٢ آزمون هر زمان کنید. مبادرت آنها حل به

تالیف دو، عمومی ریاضی آزمون برای «آمادگی کتاب به می توانید مسایل این حل مشاهدۀ جهت
کنید. مراجعه «. ١٣٨٣ تهران دوم، ویرایش تهران، اندیشه ساحل ناشر نجفی خواه، مهدی

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/r2 .htm سایت در تر اضافه مسایل
است. شده آورده

اول آزمون
تابع پیوستگی عدم یا پیوستگی در (١

f (x,y) =

 5xy/
√

x2+ y2 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بحث مختصات مبداء در

معادله: به C منحنی بر قائم صفحه و مماس خط معادله (٢

C : x2−3xy+ z2 = 1, 2x tan(xz)+2y2− z = 1

بیابید. M (0,1,1) نقطه در را

معادلۀ: با C منحنی بر مماس خط امتداد در را u = x/
√

x2+ y2+ z2 تابع مشتق (٣

C : x = t, y = 2t2, z = 2t4,

آورید. بدست منحنی بر واقع (1,2,−2) نقطه در

۵٢۵



آزمون چند ۵٢۶ آزمون چند

دوگانه انتگرال حاصل (۴∫ 1

0

[∫ e

ex

dy
lny

]
dx,

کنید. محاسبه مرتبه تغییر از بعد را

بیابید: را زیر انتگرال حاصل کروی مختصات در متغیر تغییر کمک به (۵∫ 3

0

∫ √9−y2

0

∫ √18−x2−y2

√
x2+y2

(
x2+ y2+ z2

)
dzdxdy

مرکز به کره ای روی F = 5zk برداری میدان برای را (استروگرادسکی) دیورژانس قضیه درستی (۶
کنید. بررسی ٣ شعاع و مختصات مبداء

S آن در که ،S سطح روی F(x,y,z) = zi+ 4xj+ 2zk فرض با را استوکس قضیه صحت (٧
کنید. بررسی است، y = 2 صفحه به محدود و اول هشتم یک در x2+ z2 = 1 سطح از قسمتی

بیابید. را xωx + yωy+ zωz عبارت حاصل آنگاه ،ω = x2 f (y/x,z/x) اگر (٨

نسبت L2 : (x+1)/3 = y/3 = (z−3)/4 و L1 : x/2 = y+1 = (1− z)/5 خطوط وضعیت (٩
کنید. مشخص را یکدیگر به

را 2x−4y+2z = 0 صفحه با موازی و x2+2y2+ z2 = 1 بیضی گون بر مماس صفحه معادله (١٠
آورید. بدست

دوم آزمون
تابع پیوستگی عدم یا پیوستگی در (١

f (x,y) =

 xy2/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بحث (0,0) نقطۀ در

نقطۀ در را x2+y2+ z = 1 و 3x2+y2− z2 = 3 رویۀ دو مشترک فصل بر مماس خط معادله (٢
گذشته M (2,3,4) نقطۀ از که بنویسید را صفحه ای معادلۀ سپس آورید. بدست P (1,−1,−1)

باشد. مماس خط این بر عمود و

.uxx −2uyx +uyy = 0 که دهید نشان آنگاه باشد، u = y f (x+ y)+ xg (x+ y) هرگاه (٣

x2+y2 = 4 دوایر بین و اول ربع در واقع ناحیه D آن در که
x
D

xdxdy محاسبه است مطلوب (۴

است. x2+ y2 = 2x و



آزمون چند ۵٢٧ آزمون چند

به را است شده محدود z =
√

x2+ y2 مخروط به که x2 + y2 + z2 = 2 کره از قسمتی حجم (۵
آورید. دست

سطح روی بر را تابع این سطح انتگرال است. مفروض F = x3i+ y3j/4+ z3k برداری تابع (۶
کنید. محاسبه (واگرایی) دیورژانس قضیه کمک به x2+ y2/4+ z2 = 1 خارجی گون بیضی

z = 0 صفحه بالای که باشد z = 1− x2 − y2 گون سهمی سطح از قسمت آن S کنید فرض (٧
را استوکس قضیه درستی مفروضات، این به توجه با است. آن مرز C منحنی و است واقع

کنید. تحقیق F = yi+ zj+ xk برداری تابع برای

سوم آزمون
آن بین از و است فاصله یک به (0,1,1) و (1,1,0) نقطۀ دو از که بیابید را صفحه ای معادلۀ (١

می گذرد. نیز دو

تابع پیوستگی عدم یا پیوستگی در (٢

f (x,y) =

 x2y/(x4+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بحث (0,0) نقطۀ در

z = x2 + y2 و x2 + y2 = z2/4+ 1 رویۀ دو مشترک فصل صورت به C منحنی کنیم فرض (٣
(x,y,z) دلخواه نقطۀ یک در را تاب و انحنا مقادیر و ،B و N ،T بردارهای شود. تعریف

بیابید.

بیابید. را ∂y
∂z
× ∂z
∂x
× ∂x
∂y

عبارت مقدار ،F(x,y,z) = 0 فرض با (۴

x2 + y2 = 4 استوانۀ داخل که z = x2 − y2 سطح از قسمتی مساحت محاسبۀ است مطلوب (۵
دارد. قرار

انتگرال محاسبۀ است مطلوب (۶
y

R

[
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2

]
dxdydz.

کره به بالا از که سطحی برای را دیورژانس قضیه درستی ،F(x,y,z) = z2i+ x2j+ y2k هرگاه (٧
کنید. تحقیق است محصور z = x2+ y2 سهمیگون به پایین از و x2+ y2+ z2 = 2

استوکس قضیه کمک به باشد، شده داده C : x2+y2 = a2 , z= x+y معادلات به منحنی هرگاه (٨
کنید. محاسبه را

∮
C xdx+ (x+ y) dy+ (x+ y+ z) dz خط انتگرال



آزمون چند ۵٢٨ آزمون چند

چهارم آزمون
مشترک فصل از و موازی −x/2 = y = (z− 1)/2 خط با که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (١

بگذرد. x− y+ z+1 = 0 و x+ y− z = 0 صفحات

کنید. بحث z = 4x3−3xy2+ y2+ y تابع اکسترموم های وجود عدم در یا و وجود در (٢

کنید: بحث زیر تابع مشتق پذیری عدم یا مشتق پذیری در (٣

f (x,y) =

 x2y/(x3+ y3) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

آنگاه باشد، x+2y = 1 و x+2y = 0 ،y = x−1 ،y = x خطوط بین محصور ناحیۀ D هرگاه (۴
کنید. محاسبه را

x
D

x+2y
cos(x− y)

dxdy

به اطراف از و z = x2+y2 سهمیگون به بالا از و xOy صفحۀ به پائین از که صلبی جسم حجم (۵
بیابید. را است شده محصور x2+ y2 = z2/4+1 یکپارچه هذلولیگون

z= x2+y2 ناحیه مرز روی بر را F= (x+ y) i+ (y− z) j+ (x− z)k برداری تابع خط انتگرال (۶
کنید. محاسبه استوکس قضیۀ کمک به z = 4 و

سطح انتگرال آنگاه باشد، یک شعاع به کره ای خارجی سطح S و F = zi+ yj+ xk هرگاه (٧
کنید. محاسبه دیورژانس قضیۀ کمک به را

x
(S )

F •ndσ

پنجم آزمون
شود: شامل را زیر خط دو که بنویسید را صفحه ای معادلۀ (١

ℓ1 : x = 1+6t, y = 3−5t, z = 2−4t,

ℓ2 : x+2y− z = −2, 3x+2y+2z = 7.

مقدار و B و N ،T بردارهای است، مفروض r(t) = 3sin ti+3cos tj+4tk معادلۀ به خمی (٢
بیابید. آن از دلخواه نقطۀ هر در را انحناء

تابع پیوستگی عدم یا پیوستگی در (٣

f (x,y) =

 xy/
√

x4+ y4 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بحث R2 فضای کل در



آزمون چند ۵٢٩ آزمون چند

و باشند مستقل متغیرهای y و x اگر (۴

u3+ v3+ x5+4y5 = 10, u2+ v2+ x9+ y8 = 11,

.ux و vy محاسبه است مطلوب آنگاه

است مطلوب (۵
x
R

exp
(
−

(
x2/a2+ y2/b2

) )
dxdy,

است. x2/a2+ y2/b2 = 1 معادلۀ به بیضی داخل ناحیۀ R آن در که

z =
√

x2+ y2 و x2+y2+ z2 = b2 ،x2+y2+ z2 = a2 سطوح بین محصور صلب جسم حجم (۶
.(a < b) بیابید را

دست به را z = 2 و z = 1 صفحات بوسیلۀ z2 = x2+ y2 مخروط از شده جدا سطح مساحت (٧
آورید.

کنید. محاسبه را
∫ (6,1,1)

(1,2,3)
yzdx+ xzdy+ xydz خط انتگرال (٨

،x = 0 ،x+y+z= 1 صفحات به محدود جسم خارج S سطح برای را دیورژانس قضیۀ درستی (٩
کنید. تحقیق F = (x+ y) i+ (y+ z) j+ (z+ x)k برداری میدان و z = 0 و y = 0

ششم آزمون
معادلات به صفحه دو تقاطع محل و (0,−1,1) نقطۀ از که بنویسید را صفحه ای معادله (a (١

بگذرد. 2x−3y+ z = 2 و x+ y− z = −1

کنید. مشخص را xyz = 0 سطح نوع (b (١

بیابید. را
(
2ye2x + ez

)
i+

(
3ze3y+ e2x

)
j+

(
xez+ e3y

)
k نیروی تابع پتانسیل تابع (٢

بیابید. را ∂
2h
∂y2 −4

∂2h
∂x2 عبارت مقدار ،h(x,y) = f (x+2y)+ f (x−2y) هرگاه (٣

تابع پیوستگی عدم یا پیوستگی در (۴

f (x,y) =

 xy/(x2+ y2) ; (x,y) , (0,0)

0 ; (x,y) = (0,0)

کنید. بحث (0,0) نقطۀ در



آزمون چند ۵٣٠ آزمون چند

را 9y2+ z2 = 9 معادلۀ به بیضی به محصور جرم دار ناحیه یک x محور به نسبت ماند گشتاور (۵
بیابید. (δ = 1) چگالی تابع بودن ثابت فرض با

و x2 + y2 = 4 استوانه های بین محصور R ناحیه بر را f (x,y,z) = xyz تابع سه گانه انتگرال (۶
کنید. محاسبه را x2+ z2 = 4

انتگرال آیا کنید. محاسبه مثلثاتی دایرۀ طول در را F=
−y

x2+ y2 i+
x

x2+ y2 j تابع خط انتگرال (٧

چرا؟ نمود؟ محاسبه گرین قضیه کمک به می توان را فوق

خط انتگرال (٨∫
C

x (z− y) dx+ y (x− z) dy+ z (y− x) dz,

است x+ y+ z = 9 صفحه بر واقع (0,0,9) ،(0,9,0) ،(9,0,0) رئوس با مثلثی C آن در که
کنید. محاسبه استوکس قضیه کمک به را

سطح روی بر را تابع این سطح انتگرال می گیریم، نظر در را F = x2i+y2j+ z2k برداری تابع (٩
استروگرادسکی) یا (دیورژانس گاوس قضیه کمک به x2 + y2/4+ z2 = 1 خارجی بیضوی

کنید. محاسبه

هفتم آزمون
نشان است. شده حاصل x2 + 2y2 + z2 = 18 و x2 + 2yz = 13 سطوح تلاقی از C منحنی (١

می گذرد. B = (−1,4,1) نقطه از A = (1,2,3) نقطه در C منحنی بر مماس خط دهید

تابع پیوستگی (٢

f (x,y) =

 xy2/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بررسی (0,0) نقطه در را

می کند: حرکت زیر قانون با شده داده مسیر یک روی بر متحرکی (٣

x = 3
∫ t

0
sin(u2)du, y = 5

∫ t

0
cos(u2)du, z = 4

∫ t

0
sin(u2)du, t ≥ 0.

.t = 1 لحظه تا t = 0 لحظه از شده طی مسافت است مطلوب الف)
بیابید. t = 1 نقطه در را فوق مسیر انحناء شعاع ب)

x = u2 + v2 و y = u+ v معادلات توسط که است y و x متغیرهای از تابعی z کنید فرض (۴
است مطلوب بگیرید). نظر در y و x از توابعی را v و u) است شده تعریف z = u3 + v3 و

.∂z
∂y

و ∂z
∂x

محاسبۀ



آزمون چند ۵٣١ آزمون چند

x2 + استوانه وسیله به D آن در که
y

D

z
√

x2+ y2 dxdydz انتگرال محاسبه است مطلوب (۵

است. شده محصور اول هشتم یک در واقع z = a > 0 و z = 0 ،y = 0 صفحات و y2 = 2x

x2 + استوانه توسط که z2 = x2 + y2 مخروط سطح از قسمتی مساحت تعیین است مطلوب (۶
.(a > 0 که شود (فرض می شود جدا y2 = 2ax

میدان برای را استوکس قضیۀ درستی است. z = 1− x2 − y2 (0 < z) سطح S کنید فرض (٧
کنید. تحقیق سطح این و F = −2zi+3xj+4yk برداری

و F = 3xi+ y2j+ yzk برداری میدان برای را
s

(S ) F •ndσ دیورژانس، قضیه از استفاده با (٨
کنید. پیدا |x|, |y|, |z| ≤ 1 مکعب خارجی S سطح

است مطلوب باشد. x2

4
+

y2

9
= 1 معادلۀ به ساده و هموار بسته، ناحیه ای لبۀ C کنید فرض (٩

.
∮

C

−ydx+ xdy
4x2+9y2 خط انتگرال مقدار محاسبه

هشتم آزمون
تابع پیوستگی (١

f (x,y) =

 xy/
√

x2+ y2 (x,y) , (0,0)

0 (x,y) = (0,0)

کنید. بررسی R2 کل بر را

باشند، متحرکی ذرۀ حرکت مسیر پارامتری معادلات ،z = et cos t و y = et sin t ،x = tet اگر (٢
بیابید. t = 0 لحظۀ در را آن به قائم صفحۀ معادلۀ و مسیر κ انحناء و T ،v بردارهای آنگاه

بیابید. را z = x2+9y2 و z = 18− x2−9y2 رویه های به شده محصور جسم حجم (٣

فاصله کوتاهترین دارای مختصات مبداء به نسبت که بیابید چنان z = xy+1 سطح بر نقطه ای (۴
باشد.

انتگرال محاسبۀ است مطلوب (۵
x
U

cos
(

x− y
x+ y

)
dxdy,

است. xOy صفحه در واقع (0,2) و (0,1) ،(2,0) ،(1,0) رئوس با ذوزنقه ای U آن در که

xy+yz+ سطح از دلخواهی نقطۀ در را f (x,y,z) = xy+yz+ zx تابع (جهتدار) سویی مشتق (۶
بیابید. grad( f ) امتداد در و zx = 0



آزمون چند ۵٣٢ آزمون چند

سطح انتگرال محاسبۀ است مطلوب (٧
x
(S )

(
x2+ y2+ z2

)
dσ,

است. z = a و z = 0 صفحات و x2+ y2 = 1 استوانۀ تلاقی از حاصل جسم سطح S که

که کنید تحقیق صورتی در F = xyi+ yzj+ zxk برداری میدان برای را استوکس قضیۀ درستی (٨
باشد. z = 0 و y = 0 ،x = صفحات0 توسط x+ y+ z = 1 صفحۀ از شده جدا قسمت مرز C

ترم: میان نهم آزمون
(بوسان) انحناء دایرۀ و تاب انحناء، است مطلوب .r(t) =

(
et cos t,et sin t,et) کنید فرض (١

.X0 = r(0) نقطۀ در

در را اشکال این از یک هر نوع .C = S 1∩S 2 و S 2 : z = x ،S 1 : x2+ y2 = 1 کنید فرض (٢
کنید. ترسیم مختصات دستگاه یک در را آنها و نموده مشخص R3

آورید: بدست را زیر ماتریس ویژۀ بردارهای و مقادیر (٣
−6 0 0 0
4 1 0 2
0 1 1 2
1 0 0 −3


کنید: بحث R2 بر زیر تابع پیوستگی در (۴

f (x,y) =

 sin(xy)/(x2+ y2) (x,y) , (0,0)

1/2 (x,y) = (0,0)

کنید. بازنویسی v = y/x و u = x جدید متغیرهای حسب بر را x∂z/∂x+ y∂z/∂y = z رابطۀ (۵

مخروط مشترک فصل بیضی روی را f (x,y,z)= x2+y2+z2 تابع مینیموم و ماکزیموم مقادیر (۶
بیابید. x−2z = 3 صفحۀ و z2 = x2+ y2

ترم: پایان

ربع در واقع و 4
√

x/a+ 4
√

y/b = 1 منحنی به محدود سطح مساحت محاسبه است مطلوب (١
اول.

صفحۀ بالای و مختصات، اول هشتم یک در واقع حجم V آن در که
t

V zdV انتگرال مقدار (٢
کنید. محاسبه را است، z = 1 صفحۀ زیر و x+ y+1 = z



آزمون چند ۵٣٣ آزمون چند

کنید. محاسبه x2/a2+y2/b2+z2/c2 = 1 بیضی گون به محدود ناحیه بر را |xyz| تابع انتگرال (٣

x2 + y2 = 2x استوانه توسط که x2 + y2 + z2 = 4 کره از قسمتی جرم محاسبۀ است مطلوب (۴
است. δ = x2+ y2+ z2 برابر (x,y,z) نقطۀ هر در چگالی و است شده جدا

،(0,0) رئوس با مثلثی C و F = (x2 − xy)i+ (xy− y2)j برداری میدان برای را گرین قضیه (۵
کنید. بررسی ،(2,0) و (1,1)

نیروی میدان برای را استوکس قضیه (۶

F = (y+2z)i+ (z+2x)j+ (x+2y)k,

کنید. تحقیق C : r(t) =
(
2cos t,sin t,cos t+ sin t

)
; 0 ≤ t ≤ 2π منحنی و

دیورژانس قضیه ،r =
√

x2+ y2+ z2 آن در که باشد، F = −r−3
(
xi+yj+ zk

)
که صورتی در (٧

کنید. بررسی 1 ≤ x2+ y2+ z2 ≤ 4 کره دو به محدود ناحیه برای را
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٣٨۴ المانگیری، روش
٣۵۴ xy−منظم، مجموعه

٣٩۶ ناسره،
مکرر انتگرال

٢٩٠ دوگانه،
٣۶١ سه گانه،

١۴٨ انحناء،
۶۴ بردار، یک اندازه

١۵٢ منحنی، دو انطباق

۵٣٩



نمایه ۵۴٠ نمایه

اکسترموم
٢٣٧ فراگیر،

٢۴٣ مشروط،
٢٣٢ متغیره، چند تابع موضعی

١٣ بردار،
١۵ آزاد،

١٧ خطی، استقلال
۶۴ تعامد،

۴٧٧ سطح، یک بر جهت
۶۴ دو، بین زاویه

۶۴ نرم، و اندازه طول،
١٣ مقید،

٨۴ صفحه، یک نرمال
٨٠ هادی،

١۴ همسنگی،
۴۵ ویژه،
۶۶ یکه،

هادی بردار
٨۶ فضا، در خط

۴۵ ویژه، بردار
١۴٣ منحنی، بر مماس یکه بردار

۴٨١ کلاین، بطری
٩۵ بیضی،

١١١ بیضی گون،
تاب

١۵١ منحنی، یک
تابع

١۶١ n−متغیره،

٣۵٠ ،٢٧۵ انتگرالپذیر،
٢١٣ ضمنی،

١٨٠ مقدماتی،
١٩٩ خاص، مقدماتی

برداری تابع
١٣٣ معین، انتگرال

١٣٢ نامعین، انتگرال

١٢٨ مؤلفه ای، توابع
١٢٩ پیوستگی، و حد

١٢٧ ،R3 در
١٣٠ مشتق،

یا و استوانه ای قطبی، مختصات به حد تبدیل
١٧۵ کروی،

۵۵ خطی، تبدیل
۵٠ ماتریس، ترانهاد

تصویر
٨٩ صفحه، بر خط

۶۶ دیگر، برداری بر بردار یک تصویر
۴١۴ پارامتر، تعویض

۴١۴ برگردان، جهت
۴١۴ جهت، حافظ

متغیر تغییر
٢۵۶ فرمها، در
٢١۶ مشتق، در

مختصات تغییر
٣٧٣ کروی،

مختصات تغییر
٣۶٧ سه گانه، انتگرال در

٣٠٩ دوگانه، انتگرال در خطی مختصات تغییر
١٢٨ برداری، تابع یک مؤلفه ای توابع

٢۵٩ تابعی، وابسته توابع
٨٠ گاه، تکیه

٨۶ فضا، در خط
٨۴ صفحه،

جهت
۴٩٢ یسته، رویۀ یک استاندارد

ژردان، منحنی یک بر استاندارد مثبت
۴٣٣

۴١۴ منحنی، جهت
۴١۵ جهتدهی،

٣۶ خصوصی، جواب
حاصلضرب



نمایه ۵۴١ نمایه

٧٢ خارجی،
٧٢ دکارتی،

٧٧ تایی، سه
٢٣ ماتریسها،

حد
١٧٠ متغیره، چند تابع

خط
٨٧ صفحه، دو برخورد از حاصل

٩ حقیقی،
٨٠ صفحه، در

٨٠ هادی، بردار
٨٠ گاه، تکیه

٨۶ فضا، در
٨۶ فروض، نقطۀ دو از گذرنده

صفحه در خط
٨٠ پارامتری، معادلات

٨٠ پارامتری، - برداری معادلۀ
٨٠ کانونی، معادلۀ

فضا در خط
٨۶ هادی، بردار

٨۶ گاه، تکیه
٨۶ پارامتری، - برداری معادلۀ

١۴۶ مماس، خط
١٣۴ خم،
٩٣ دایره،

١۴٨ مماس، دایره
٢۶ دترمینان،

٢٠٩ ژاکوبین،
١٩٩ مجموعه، یک درون

٣۶ خطی، معادلات دستگاه
٢۵۴ فرم، دیفرانسیل

٢٢٧ متغیره، چند تابع یک دیفرانسیل
۴٩٣ دیورژانس،

۴٠ ماتریس، یک رتبه
روش

٣٢٠ دوگانه، انتگرال کمک به المانگیری
x−منظم، فطعات به مجموعه یک تقسیم

٢٨۵
١٧٣ حدگیری، جبری

x−منظم، مجموعه یک حدود شناسایی
٢٨٢
۴٢ کرامر،

٧٠ اشمیت، گرام
٣٨۴ المانگیری، روش

اول، نوع سطح انتگرال در المانگیری روش
۴۶۵

۴۴٧ رویه،
٢۶۴ جبری،

٢۶۴ تکه ای، جبری
١١١ دوم، درجه

۴۵٠ متغیره، سه تابع یک تراز سطح
۴۵١ نقشه،

۴۵٠ منظم، نقطۀ
۴۴٨ ،y و x از تابعی نمودار
۴۴٨ ،z و x از تابعی نمودار
۴۴٩ ،z و y از تابعی نمودار

۴۵١ پارامتری،
٢۶۴ کراندار،

رویۀ
۴٩١ بسته،

۴٧٨ جهتدار،
۴٧٧ جهتپذیر،

۶۴ بردار، دو بین زاویه
۴٠ ماتریس، زیر

٢۵١ مجموعه، شکل، ستاره
١۵٣ سرعت،
۴۴٧ سطح،

١۶٨ تراز، سطح
٩٧ سهمی،

١١٣ بیضوی، سهمی گون



نمایه ۵۴٢ نمایه

١١٣ هذلولوی، سهمی گون
١۵٣ شتاب،

١۵٣ قائم،
١۵٣ مماسی،
١۴٨ انحناء، شعاع

١١ شکل،
٨۴ صفحه،

١۴٧ اصلاحی،
١٠ اقلیدسی،

٨۴ نرمال، بردار
١۴٧ بوسان،
١٠ دکارتی،
١۴٧ قائم،

٨۴ برداری، معادلۀ
٨۴ کانونی، معادلۀ

١۴٧ مماس،
١۴١ منحنی، یک قوس طول

۶۴ بردار، یک طول

فاصله
۶۴ نقاط، بین

٨٩ ،٨١ خط، تا نقطه
٢۴٩ دیفرانسیلی، فرم
١١ اقلیدسی، فضای

برداری فضای
١٩ بعد،
١٩ پایه،

١۴۴ منحنی، اصلی قائم
١۴۴ منحنی، بر دوم قائم

٢٠۵ ،٢٠۴ مشتق، زنجیره ای قاعده
قضیه

٢١٣ ضمنی، تابع
٢۴۶ لاگرانژ، یافته تعمیم

٣٠٣ دوگانه، انتگرال در مختصات تغییر
٣٠۴ قطبی، مختصات تغییر

٢٢٩ تیلور،

۴٧ ماتریسها، کردن قطری
٢۴٣ لاگرانژ،
۴۵ هامیلتن،

٢۵۴ پوانکاره،
۴٣٣ ژردان،
۴٣٢ گرین،

قضیۀ
۵٠۶ استوکس،

۴٩۴ ،۴٩١ گاوس،
١٣۴ قوس،

٢١ ماتریس،
۵٠ ترانهاد،

٢٣ حاصلضرب،
۴٠ رتبه،

٢٢ سطری،
۵٠ متقارن،
٢٢ مربعی،

٢۴ معکوسپذیر،
۵۶ خطی، تبدیل نمایش

٢۴ همانی،
ماکزیموم

٢٣٨ مجموعه، یک بر تابع
٢٣٢ موضعی،

مجموعه
٢٨١ x−منظم،

٣۵۴ xy−منظم،

٢٨٨ y−منظم،

١٩٩ باز،
٢٣٨ بسته،

٢٣٨ فشرده،
۴۴٣ راهی، همبند

٢٣٨ کراندار،
٢۵١ شکل، ستاره

٣٠٢ مختصات،
٣٧٧ خطی،



نمایه ۵۴٣ نمایه

٣٠٣ قطبی،
١١٢ مخروط،

٢٣٨ مجموعه، یک مرز
١۴٨ انحناء، مرکز
١٨ خطی، مستقل

مشتق
٢٢٣ امتدادی،

٢١٣ ضمنی، تابع
١٨۵ متغیره، چند تابع

٢١۶ متغیر، تغییر
١٨٩ جزیی،

٢٠۴ زنجیره ای، قاعده
٢٠٩ ژاکوبی،
٣۶ خطی، معادلات

معادله
٨٠ صفحه، در خط پارامتری - برداری

٨۶ فضا، در خط پارامتری - برداری
٨۴ صفحه، برداری

٣۶ متغیره، m خطی
٨٠ صفحه، در خط پارامتری

٨٠ صفحه، در خط کانونی
٨۴ صفحه، کانونی

۴۵ ویژه، مقدار
مقدماتی

١٨٠ تابع،
١٨٠ عمل،

٩٢ مخروطی، مقطع
٩٢ استاندارد،

١٣۴ منحنی،
١۶٧ تراز،

٢۶٠ جبری،
٢۶٠ تکه ای، جبری

۴١۵ جهتدار،
٩٢ دوم، درجه

١٣٨ دلنما،

١٣٨ لمنیسکات،
١۵١ مسطحه،

۴٣٣ ژردان،
٢۶٠ کراندار،
۴٢۵ ابقایی، میدان

برداری میدان
۴٩٣ مشتقپذیر،
۵٠٣ چرخشی،

مینیموم
٢٣٨ مجموعه، یک بر تابع

٢٣٢ موضعی،
میپل

۵٢٠ آشنایی،
١٢٢ بردارها، بر اعمال

١۵٩ برداری، توابع بر معمولی اعمال
١٢۴ بردار، یک باندازۀ شیء یک انتقال

١٢٢ بردار،
١٢٢ نقطه، دو بین واصل بردار

١٢۴ صفحه، در منحنی یا خط ترسیم
١٨٢ تراز، سطوح ترسیم

١۶٠ منحنی، ترسیم
١٨٢ تراز، منحنیهای ترسیم

١٨٢ متغیره، دو تابع نمودار ترسیم
١٢٢ دیگر، بردار بر بردار تصویر

١٢٣ دیگر، شیء بر شیء یک تصویر
۶٠ ماتریس، و بردار تعریف

١۵٩ برداری، تابع تعریف
١٨٢ متغیره، چند تابع تعریف

١٢٣ هندسی، شیء دو برخورد تعیین
١٢٣ شیء، دو بین زاویۀ تعیین

هم، از هندسی شیء دو فاصلۀ تعیین
١٢٣

١٨٣ گیری، حد
١۵٩ برداری، توابع حسابان

۶١ خطی، معادلات دستگاه حل



نمایه ۵۴۴ نمایه

٢۶٩ فراگیر، اکسترموم مساله حل
مشروط و موضعی اکسترموم مساله حل

٢۶٩ توابع،
١٢٣ خط،

٢٧٠ دیفرانسیل،
۶٠ خطی، جبر افزار نرم اندازی راه

۶١ گاوس، حذف روش
١٢٢ اشمیت، گرام روش
١٢٢ بردار، دو بین زاویه

١٢٣ صفحه،
۵١٩ استفاده، طرز

۴۴۵ دوم، نوع خط انتگرال محاسبه
٣٩٩ سه گانه، انتگرال محاسبه

٢۶٨ مشتق، محاسبه
٢۶٨ جزئی، مشتق محاسبه

۴۴۵ اول، نوع خط انتگرال محاسبۀ
٣۴٧ دوگانه، انتگرال محاسبۀ

١٨٣ مسیری، حد محاسبۀ
٢۶٩ ضمنی، مشتق

۶١ ویژه، بردار و مقدار
١٨٢ متغیره، چند توابع مقداریابی

١٢٢ نقطه،
١۶٠ منحنیها، دیفرانسیل هندسه

٢٧٠ ژاکوبین،
منحنی یک پارامترهای و نوع تعیین

١٢۴ دوم، درجه
٣٩٩ سه گانه، انتگرال در متغیر تغییر

۵١۶ گرادیان، و کرل دیورژانس،
۵١۵ اول، نوع سطح انتگرال محاسبۀ
۵١۵ دوم، نوع سطح انتگرال محاسبۀ

سه گانه، انتگرال تقریبی مقدار محاسبۀ
٣٩٩

نامساوی
۶۴ مثلثی،
۶۴ کوشی،

۶۴ بردار، یک نرم
نرمالسازی

١١٧ ،١٠٨ نمودن، کامل مربع روش به
١١۵ دوم، درجۀ رویه های

نقطه
٢٣٢ تکین،

١٩٩ درونی،
٢٣٣ زینی،
٢٣٨ مرزی،

١۶٩ چسبیده،
نقطۀ

۴۵٠ رویه، یک بر منظم
١۶۵ متغیرۀ، دو تابع نمودار

۴۵٣ موبیوس، نوار
٩٩ هذلولی،

١١٢ پارچه، دو هذلولی گون
١١٢ یکپارچه، هذلولی گون

١۵ همسنگ،
هندسه

۶٣ تحلیلی،
۶٣ دیفرانسیل،

١٨ خطی، وابسته
۴٩٣ واگرایی،

١٣۴ (خم)، پارامتر
١۴٣ طبیعی، پارامتر
١٠٩ نمودن، پارامتره

١٠٩ دایره،
پایه

۶٩ متعامد،
۶٩ یکه، متعامد

٢۵١ ١ -فرم، یک پتاسیل
۴٢٩ ،۴٢٧ برداری، میدان پتانسیل

١١٩ پیمایش،
١٢١ بیضوی، استوانه
١٢١ سهموی، استوانه



نمایه ۵۴۵ نمایه

١٢١ هذلولوی، استوانه
١٠٩ بیضی،

١١٩ بیضی گون،
١١٠ سهمی،

١٢٠ بیضوی، سهمی گون
١٢١ هذلولوی، سهمی گون

١٢٠ مخروط،
١١٠ هذلولی،

١٢٠ پارچه، دو هذلولی گون
١١٩ یکپارچه، هذلولی گون

١١٩ کره،
١٧٩ پیوستگی،

١٧٩ متغیره، چند تابع پیوستگی
۵٠٧ پیچش،

٢٠٩ نگاشت، یک ژاکوبی
اول نوع خط انتگرال کاربرد

منحنی، یک بر تابع یک متوسط محاسبه در
۴١٠

۴٠۶ ثقل، مرکز و جرم محاسبۀ در
بر منحنی یک جاذبه نیروی محاسبۀ در

۴١٢ نقطه، یک
چرخش، شعاع و ماند گشتاور محاسبۀ در

۴٠٩
دوم نوع خط انتگرال کاربرد

منحنی، یک امتداد در جریان محاسبه در
۴٢٢

۴٢٠ کار، محاسبه در
دوگانه انتگرال کاربرد

بعدی، دو جسم یک جرم محاسبۀ در
٣٣٢

٣٢٣ بعدی، سه اجسام حجم محاسبۀ در
٣٣۴ ثقل، مرکز مختصات محاسبۀ در

٣٢١ صاف، نواحی مساحت محاسبۀ در
٣٣٧ ماند، گشتاور محاسبۀ در

٣٢٧ الخط، منحنی سطوح مساحت در

اول نوع سطح انتگرال کاربرد
چرخش شعاع و ماند گشتاور محاسبۀ در در

۴٧٠ جرمدار، رویۀ یک
سطح، یک بر تابع یک متوسط محاسبۀ در

۴٧٢
۴۶۵ مساحت، محاسبۀ در

۴۶٨ ثقل، مرکز در
۴٨٧ دوم، نوع سطح انتگرال کاربرد

سه گانه انتگرال کاربرد
٣٨٨ ثقل، مرکز و جرم محاسبه در

اسکالر، میدان یک متوسط محاسبه در
٣٨۵

٣٩٢ ماند، گشتاور محاسبه در
٣٨۵ صلب، اجسام حجم محاسبۀ در
۵٠٠ حجم، محاسبۀ در گاوس قضیۀ کاربرد

کانونهای
٩۵ بیضی،

٩٩ هذلولی،
۵٠٧ کرل،
١١١ کره،

۶٨ هادی، کسینوسهای
١۴۴ فرنه، کنج
١٨۶ گرادیان،

١۶٩ گوی،
١۶٩ سفته، گوی



نمایه ۵۴۶ نمایه

مفید فرمول چند ٩ . ٩ بخش

sin2 x+ cos2 x = 1, tan x =
sin x
cos x

,

cot x =
cos x
sin x

, sec x =
1

cos x
,

csc x =
1

sin x
, sin(x± y) = sin xcosy± cos xsiny,

cos(x± y) = cos xcosy∓ sin xsiny, tan(x± y) =
tan x± tany

1∓ tan x tany
,

cot (x± y) =
cot xcoty∓1
coty± cot x

, cos2x = cos2 x− sin2 x

= 1−2sin2 x = 2cos2 x−1, sin2x = 2sin xcos x,

tan2x =
2tan x

1− tan2 x
, sin2 x =

1− cos2x
2

,

cos2 x =
1+ cos2x

2
, c′ = 0,

(cu)′ = cu′, (u+ v)′ = u′+ v′,

(uv)′ = u′v+ v′u,
(u

v

)′
=

u′v− v′u
v2 ,(

nn)′ = nu′nn−1, (sinu)′ = u′ cosu,

(cosu)′ = −u′ sinu, (tanu)′ = u′
(
1+ tan2 u

)
,

(lnu)′ =
u′

u
,

(
au)′ = (lna)u′au,

(
eu)′ = u′eu,

(
sin−1 u

)′
=

u′
√

1−u2
= −

(
cos−1 u

)′
,

(
tan−1 u

)′
=

u′

1+u2 = −
(
cot−1 u

)′
,

∫
a f (x) dx = a

∫
f (x) dx+C,∫

(u± v) dx =
∫

udx±
∫

vdx+C,
∫

udv = uv−
∫

vdu+C,∫
un du =

un+1

n+1
+C, (n , −1)

∫
du
u
= ln |u|+C,∫

eu du = eu+C,
∫

au du =
au

lna
+C,∫

sinudu = −cosu+C,
∫

cosudu = sinu+C,



نمایه ۵۴٧ نمایه

∫
tanudu = lnsecu+C,

∫
cotudu = lnsinu+C,∫

du
cosu

= ln |secu+ tanu|+C,
∫

du
sinu

= ln |cscu− cotu|+C,∫
du

u2+a2 =
1
a

arctan
u
a
+C,

∫
du

u2−a2 =
1

2a
ln

∣∣∣∣∣u−a
u+a

∣∣∣∣∣+C,∫
du

√
a2 −u2

= arcsin
u
a
+C,

∫
du

√
u2 ∓a2

= ln
∣∣∣∣u+ √

u2 ∓a2
∣∣∣∣+C,∫

du

u
√

u2 ∓a2
= −1

a
ln

∣∣∣∣∣∣u+
√

u2 ∓a2

u

∣∣∣∣∣∣ ,
∫

dx
√

ax+b
=

2
√

ax+b

a
+C,

∫ √
ax+b =

2
√

(ax+b)3

3a
+C, f (−x) = − f (x) ⇒

∫ a

−a
f (x)dx = 0,

f (−x) = f (x) ⇒
∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx,∫ a

0
cos2 xdx =

∫ a

0
sin2 xdx =

a
2
,∫ π/2

0
cos2n xdx =

∫ π/2

0
sin2n xdx =

1×3× · · ·× (2n−1)
2×4× · · ·× (2n)

.
π

2
,∫ π/2

0
cos2n+1 xdx =

∫ π/2

0
sin2n+1 xdx =

2×4× · · ·× (2n)
1×3× · · ·× (2n+1)

.
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